
ΣΥΓΧΡὈΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

Τρεῖς εἶναι ol κυριώτεροι δρόμοι στοὺς ὁποίους προχωρεῖ ὴ μαθηματικὴ ἔρευναῑl) 'H ἀναζήτηση νέων θεωρημάτων γιὰ μαθημα-τικὲς ἕννοιες ποὺ ἔχουν χρησιμοποιηθῆ στὸ πα-p E λ θ ὁ ν .
Ἡ κατεύθυναη αὐτή εἶναι, ἀπὸ τὴν Ἀναγέννηση καὶ πέρα, ἐκείνη ὅπου γίνονται
οὶ (ἀριθμητικὰ) περισσότερες προσ-ιτάθειες. Εἶναι ὴ κατεύθυνση ποὺ προσφέρει στῆν
Μαθηματική ἐπιστήμη τὰ ἀπολύτως νέα γ ε γ ο ν ό τ α, μικρὰ ἢ μεγάλα, είδικῆς
ἦ γενικῆς σημασίας. .
‘H μαθηματική αὐτή κατεύθυνση θυμίζει τήν κατεύθυνση ἐκείνη τῶν Φυσικῶν ἐπι-
στημῶν ὅπου 6 ἐρευνητὴς ἀναζητεῖ νέα’ φυσικὰ φαινόμωα, νέες πειραματικὲς δια-πιστώ-
σεις, ἢ νέα θεωρήματα στίς προϋπάρχουσες φυσικὲς θεωρίες.
Oî ἑρευνηταῑ ποὺ προχωροῦν α’ αὐτὸ τὸ δρὸμο ἀνωαλύιπουν καὶ συγκεντρώνουν·
τὰ ὑλικὰ μὲ τὰ ὁποῖα οἱ ἀρχιτέκτονες τῆς ἐπιστήμης (ποὺ ἐνδέχεται νὰ εἶναι καὶ οἱ
ἴδιοι) θὰ συνθὲσουν τὰ οἰκοδομήματα ἐπιστημονικὼ γεγονότων ποὺ ol ἄνθρωποι ότιτο-
καλοῦν «θεωρίες». ”2) ‘H άναζήτηση νέων μαθη ματικῶν,θεωριῶν(;συνθέσεων) καί νέων μαθηματικῶν ἐννοιῶν.
Στήν κατεύθυνση αὐτὴν προχωρεῖ ἡ ὰρχ ιτεκτονικὴ τῆς μαθηματικῆς
επιστήμης- æ
Ἀνάλογη διαιτίστωση θα μποροῡσε νά κάνη κανεῐς καῖ γιὰ τῖς Φυσικὲς ἐπιστῆ-
μες, μὲ τὴν παρατήρηση ὅμως ὅτι α’ αύτὲς ol θεωρίες εἶναι λιγώττερο ἀξιόπιστες ἀπ’
ὄ,τι στὰ Μαθηματικὰ, ἐπειδή πίσω ἀ·πὸ κάθε γενικὸ τύπο τῆς Φυσικῆς ἢ τῆςΧημείας
καὶ πίσω ἀπὸ κάθε πόρισμα τῶν Φυσιογνωστικῶν ἐπιστημῶν καὶ τῆς Ἰατρικῆς δρί-
σκεται κάποια (ἐνδεχομένως σιωηλή) ἀτελὴς ἐπαγωγή.
Ἡ ἀναζήτηση μαθηματικῶν ἐννοιῶν ἀρχίςει συνήθως μὲ τὸν σκσπὸ νὰ δώσουμε
νέα (οὐσιαστικώτερη, πυκνότερη, πιὸ εὔχρηστη ἢ πιὸ κατάλληλη γιὰ ὡρισυὲνεε με-
λέτες) μοριφή σὲ προϋπάρχουσες μαθηματικὲς θεωρίες, μὰ συχνὰ καταλήγει στὸ νὰ
προσφέρη νέα ἐδάφη στῆν μαθηματική ἔρευνα· καὶ ἀλήθεια, o" ὅλες τὶς πνευματικὲς
ἐκδηλὼσεις τοῦ ἀνθρώπου, εἶναι σ-ιτάνιο νά δρεθῆ ούσιαστική ἀναθεώρηση τοῦ παρύιθόν-
τος ποὺ νὰ μὴν ἀνοίγη κι ἕνα παράθυρο γιὰ τὸ μέλλον.
Ὑπάρχουν ἓννοιες, ὴ ἔννοια τῆς μαθηματικῆς «συνεχείας» π.χ., ποὺ ἡ διὰ μέσου
τῶν αἰώνων καῖ τῶν χιλιει-ηρίδων μειαὸολή τους ἀντικατσι-ιτρίζει τήν πρόοδο τῆς ἷδιας
τῆς μαθηματικῆς σκέψεως, ἴσως μάλιστα καὶ τῆς ἀνθρωπίνης σκέψεως.
‘H ἀναζήτηση νέων συνθέσεωνγουνδέεται συνήθως μὲ τήν ἀναζήτηση νέων ἐννοιῶν,
ἐπειδή ἡ μία ὁδηγεῖ σ-ι-ἠν ἄλλη, Π.χ. ol ἕννοιες «σημείου», «εὐθείας» καὶ «ἐπιπέδοω
ποὺ πρῶτοι έχρησιμσποίησαν (στοὺς ἱστορικοὺς χρόνους ὅπου μποροῡν νὰ ’ἐλεγΧΘΟῡν
ol χρονικὲς προτεραιότητες) οἱ ἀρχαῖοι ’Βληνες ἦταν φυσικὸ νὰ τοὺς ὸδηγήσουν στήν
ἀνά-ιι-ι-υξη τῆς Εὐκλειδείου γεωμετρίας· καθὼς ἅλλωστεέδειξε 6 Hilbel'l.l (θὰ τὸ ἐξη-
γήσουμε αύτὸ πιὸ πέρα), 6 ἀκριδής μαθηματικὸς ὁρισμὸς τῶν ἐννοιῶν αὐτῶν «περιέχει»
ὅλα τὰ ἀξιώματα τῆς Εὐκλειδείου γεωμετρίας.
Ἀπὸ τήν ἅποψη τοῦ τρόπου ποὺ’ ὁρίζονται ol μαθηματικὲς ἔννοιες, δύο εἶναι
οἱ πιὸ μεγάλες ἐπσχὲς -ιής ἀνθρωπὸτητοᾳ Ι. ‘H ἀρχαία ιΕλληνική. Ol
ἀρχαῖοι Ι’Ξκληνες (Θαλῆς, Πυθαγόρας...) ὑπῆρξαν oi πρῶτοι (ὅσο μποροῡμε v6: ξὲ-
ρουμε), ποὺ χρησιμσποίησαν σὲ ἀποδείξεις μαθηματικῶν θεωρημάτων τελείως ἀ-
φηρημένες γεωμετρικὲς ἕννοιες, ἐμπνευσμὲνες ἴσως, ἀλλ’ ὅχι
πιὰ ἐξαρτημένες ἀιπὸ τήν έμπε ι ρία. Τήν μεγάλη σημασία τοῦ πνευ-
ματικοῦ αὐτοῦ τολμήματος τῶν ἀρχαίων Ἑλλήνων ἀναλύει παραστατικὰ 6 Π. Zepôôç,"
συνδέοντάς την καὶ μὲ γενικῶτερες φιλοσοφικὲς τάσεις τῶν προγόνων μας, ποὺ κληροδό-
τησαν στὸ ἀνθρώπινο γένος τήν ἀφαίρεση.
ll. 'H ἑπόχή τῶν ἀφηρημένων μαθη ματικῶν, ποὺ ὴ
αὐγή της ἀνήκει στὸν 19ον αῐῶνα καὶ τὸ μεσουράνημά της στὸν 2Οὸν.
Ἕνα ἀπὸ τὰ οὐσιώδη χαρακτηριστικὰ τῆς ἐποχῆς αὐτῆς εἶναι ἠ ἀπαλλαγὴ τῶν
μαθηματικῶν ἐννοιῶν ἀπὸ τὰ «ἐξωμαθηματικὰ» (φιλοσοφικά, ψυχολογικά,...) στοιχεῖα,
ποὺ εἶχαν ἐτι-ἶ χιλιε-ιηρίδες ἀ-πασχολήσει τοὺς φιλοσόφους, χωρὶς νὰ εἶναι ἀ-
παραίτητα (συνήθως δέ, οὔτε καὶ χρήσιμα) στὸ λογικὸ οῐκοδὸμη μα
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τῶν μαθη ματ ι κῶ ν. Αὐτὸ δὲν σημαίνει δέδαια ὅτι δὲν ’ὑπάρχουν ἀληθινὰ φιλο-
σοφικὰ προδλήματα στὰ μαθηματικά· κάθε ἄλλο.
Ἀλλο οὐσιῶδες χαρακτηριστικὸ ,τῆς ἐποχῆς μαςΙ (τὸ θεαματικώτερο, ἴσως, ἀττὸ
μαθηματικῆς ἀπόψεως) εἶναιὴ ἀπελευθέρωση τῆς φαντασίας τοῦ
μαθη ματικοῦ ἀιπὸ κάιθε φραγμ-ὁ πλὴν τῆς λογικῆς ἀν-
τ ι φ ά σ ε ω ς. "E'rcrl, 6 κόσμος τῶν ἀριθμῶν καὶ 6 κόσμος τῆς Εύκλειδείου γεωμετρίας,
ποὺ για χιλιάδες χρόνια ἦταν τὰ μοναδικὰ πεδία ἐρεύνης τῶν μαθηματικῶν, δὲν εἶναι
πιὰ παρὰ νησάκια, σημαντικὰ δέὸαια, ἑνὸς ὠκεανοῦ χωρὶς ’τέλος ἀπὸ μαθηματικοὺς
κόσμους. .
Τὰ χαρακτηριστικὰ αὐτὰ τῶν νεωτέρων μαθηματικῶν συνδέσνται μὲ τὴν ἔρευνα τῶν
«ἀρχῶν» τῆς μαθηματικῆς ἐπιστήμης, δηλαδὴ τῶν λογικῶν θεμελίων της. Αὐτὴ ἀποτελεῖ
,μιὰ πολὺ σημαντική κατεύθυνση,“ ποὺ τήν ἀναφέρουμε ξεχωριστά.3. ‘H ἀναζήτηση μιᾶς ἱιίανοποιητικῆς λογικῆς θε-μελιώσεως τῆς μαθηματικῆς ἐπιστήμης καὶτὰ προ-δλή ματα ποὺ προκύπτουν ἀπὸ τὴν ἀναζήτηση αὐτή.
Τὰ ζητήματα ποὺ ἐντὰσσονται στῆν κατεύθυνση αύτὴ παρουσιάζουν ἑνδιαφέρον γιὰ
κάθε ἅνθρωπο, γιατὶ ἀφοροῡν τήν ἴδια τήν ὺφὴ τῆς ἀνθρωπίνης σκέψεως. Θὰ προσπαθήσω
λοιπὸν cr’ αὐτὸ τὸ ἅρθρο καὶ σὲ μερικὰ ἅλλα πού, ἂν θέλη 6 Θεός, θὰ ὲιτακολουθήσουν,
νὰ κατατοπίσω τὸν ἀναγνώστη γύρω σ’ αὐτὰ τὰ θέματα. ‘H σχεδὸν χωρὶς σύμδολα ἀνά-
πτυξη ποὺ θὰ κάνουμε ὀφείλεται ὅχι μόνον στὸ ὅτι ἀττευθυνόμαστε o’ ὅλους ἀνεξαιρέτως
τοὺς ἀναγνῶστες ἀλλὰ καὶ στὸ ὅτι, κατὰ τὴν γνώμη μου, στὴν εἰσαγωγὴ τουλάχιστον
στὰ ζητήματα αὐτὰ δὲν πρέπει να χρησιμσποιοῡνται εἰδικὰ σύμὸολα ἢ τεχνάσματα ποὺ
νὰ συσκοτίζουν τῖς ὑποθέσεις ποὺ κάνουμε, ὑποθέσεις πού δρίσκονται στῑς ρίζες τῆς ἀνί
θρωπίνης λογικῆς, ὅπως τουλάχιστον αύτή ἐμφανίζεται σήμερα.
'H ἱστορία -ιής τρίτης κατευθύνσεως εἶναι κάπως παράξενη· πράγματι, στοὺς ἱστο-
ρικοὺς τουλάχιστον χρόνους (γιὰ τοὺς ὁποίους καὶ μποροῦμε νὰ ἕχουμε μερικὰ ἀντικει-
μενικὰ στοιχεῖα) ἠ ἀνθρωπότης προχώρησε ἀποφασιστικὰ στῆν κατεύθυνση αὐτή σὲ δυὸ
μόνον ἐποχές, στήν ἀρχαία Ἑλληνικὴ καὶ στὰ τελευταῖα ἑκατὸν πενήντα χρόνια· καὶ μάλιστα,
μόλις στὸ δεύτερο ἥμισυ τοῦ 19ου αῐῶνος ξανάφθασαν, στῆν κατεύθυνση αὐτή, οἱ μαθη-
ματικοὶ τὸ ἐπίπεδον τῶν ἀρχαίων Ἑλλήνωψ ἐπίπεδον ποὺ ξετιεράστηκε μόλις στὰ τε-
λευταῖα ὲξηνταπέντε χρόνια καὶ μόνον σὲ μερικὰ σημεῖα του. ‘O Πλάτων, 6 Εὔδοξος, ὁ
Ζήνων 6 Ἐλεάτης καὶ 6 Ἀρχιμήδης δὲν εἶναι ἁπλῶς ἐμπνευσμένοι πρόδρομοι τῶν νεωτέ-
ρων ἐρευνῶν ἀλλὰ δίνουν τὴν ἐντύ-ιτωση ἀ-ιτολύτως συγχρόνων μαθηματικῶν· ὁ Πλάτων
εἶδε καθαρὰ τὸν ρόλο τῆς ὑποθέσεως στὰ μαθηματικὰ καί, γενικώτερα, στήν ἐπιστήμη.
Νά, ἕνα ἀπόσπασμα Πλατωνικοῦ διαλόγου ἀπὸ τήν Πολιτείας
Πλάτωνι Δὲν ἀγνοεῖς, φαντάζομαι, ὅτι οἱ ἀσχολούμενοι μὲ τήν γεωμετρίαν καὶ
μὲ τοὺς ἀριθμοὺς ὺποθέτουν δύο ε’ίδη ἀριθμῶν, τὸν περιττὸν καὶ τὸν ἄρτιον, τὰ
σχήματα, τρία εἴδη γωνιῶν καὶ καθ’ ἑξῆς, ἀναλόγως τοῦ ζητουμένου· καὶ ἀφοῦ κὰμουν αὐτὰς
τὰς ὑποθέσεις, τὰς θεωροῦν ὡς ἀληθείας εἰς πάντας φανεράς, χωρὶς và δίδουν λόγον οὔτε εἰς
αὐτοὺς τοὺς,ίδίους, οὔτε εῐς τοὺς ἄλλους. Ἀναχωροῡντες λοιπὸν ἀπὸ αὐτὰς τὰς ὑποθέ-
σεις καταλήγουν δι’ ἁλύσεως προτάσεων εἰς συμπέρασμα, τὸ ὁποῖον ἧθελαν να δείξουν.

Πλάτων ; Αὐτὰ τὰ σχήματα λοιπόν, τὰ διὰ τῆς διανοίας μόνον συλλαμδανόμῶια
διὰ ’νὰ σ-υλλάδη ή ψυχὴ εἶναι ἠναγκασμένη νᾶ χρησιμοποιήση ὑποθέσεις,
ὅχι διὰ να φθάση εἰς τὴν πρώτην ἀρχήν, διότι δὲν δύναται v6: χωρήση πέ-
ραν τῶν ὑποθέσεων (εῐς τὸ κείμενονῑ οὐ δύναται τῶν ὑποθέσεων ἀνωτέρω έκ-
ὃαίνειν) ἀλλὰ μεταχειρίζεται είκόνας (δηλαδή, τὰ αἰσθητὰ καὶ ὑλικὰ πράγματα), ἐκλέ-
γουσα ἐκείνας, αἳτινες σχετικῶς πρὸς τὰ (νοητὰ) ἀντικείμενα (τὰ ὁποῖα ἀπεικονίζουν)
φαίνονται ἑναργέστεραι. (Πολιτείας στ. XX—XXIb).
Καθὼς παρετήρησε 6 Π. Ζερὸόςῇ1 οἱ ἀπόψεις ποὺ ἀναπτύσσει σχετικῶς 6 Henri
Pwincaré=I στήν Είσαγωγή του στὸ περιώνυμον διδλίο του,«Έπιστήμη καὶ Ὑπόθεισις»
δὲν διαφέρουν ούσιαστικὰ ἀπὸ τῖς ἀπόψεις αὐτὲς τοῦ Πλάτωνος. ’Ἐπειτα ἀπὸ τὴν διαπί-
στωση αὐτή, εἶναι ν’ ἀναρωτιέται κανεῑς ἂν δὲν θὰ πρέιτει νὰ δῆ μέσα στῑς πυκνὲς αὺτὲς
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Πλατωνικὲς σκέψεις καὶ τῑς ἀντιλήψεις ποὺ εἰσήγαγε τὸ 1899 6 Hilbert.l 0‘16: μαθη-
ματικα. . .
Ἀναγκάζεται λοιπὸν và δεχθῆ κανεῑς ὅτι 6 Πλάτων στα ζητήματα τῆς φιλοσοφίας
τῶν μαθηματικῶν δρισκόταν πιὸ ἐμπρὸς κι ἀπ’ αὐτὸν τὸν Εὐκλείδη.
Γιὰ τὸ θέμα αὐτὸ θὰ μπορέση v6: σχηματίση δική του γνώμη 6 ἀναγνώστης 016
τέλος τοῦ σημερινοῡ ἄρθρου μας· Kai α’ ἑπόμενα ἄρθρα θὰ μπορέση νὰ δια-πιστώση πὸσο
κοντα ἦταν 6 Εὔδοξος Kai 6 Ζήνων σὲ μερικὲς σύγχρονες σχολὲς μαθημωικῆςὶφιλοσοφίας.
’“Αν εῖχε κανεῑς v’ ἀνάτιτύξη σὲ ἅρΘρο ἀπευθυνόμενον Kai σὲ μη εἰδικους ζητήματα
σχετικὰ μὲ τὴν πρώτη ἢ τήν δεύτερη κάτεύθυνση Kai ἂν ὲπιθυμοῡσε νὰ φθάση σύντομα
σὲ προδλήματα δασικὰ γιὰ τήν οημερινὴ ἐπιστήμη, δὲν θὰ ἤξερε τί v6 κάνη. Στὰ Θέματα
ὅμως ποὺ ἀφοροῡν τὴν λογικὴ θεμελίωση τῶν μαθηματικῶν (Kai 1100 εῖναι, ἀπὸ μερικὲς
ἀπόψεις, 16 1116 δύσκολα), παροωιὰζεται ἠ θεόπεμπτη εὐκαιρία ὅτι ἀρκεῖ τὸ ὺλικὸ ποὺ
μᾶς προσφέρει ἡ θεωρητική γεωμετρία ποὺ διδάσκεται 016 κλασσικὸ γυμνάσιον γιὰ νὰ
μποροῡμε, v6: διατυπώσουμε ἀρκετὰ ἀπὸ τὰ σημαντικόν-τερα προδλήματα τὰ σχετικὰ μὲ
τὴν λσγική θεμελίωση τῶν μαθηματικῶν· αὐ·τὸ καὶ-θα κάνουμε τὼρα.
Ἀκόμη Kai σήμερα, ὴ ΕὐκΜίδειος γεωμετρία παρουσιάζει ἕναν μοναδικὸ συνδυασμό
λογικῆς συνεπείας, αῐσθητικῆς γοητείας Kai ἀφηρημὲνης θεωρήσεως γνωρίμων εῐκόνων τοῦ
ἀνθρώπου· γι’ αὐτὸ Kai ἀπετέλεσε* τὸ πιὸ σνναρπαστικὸ μέρος τῶν γυμνασιακῶν μαθη-
ματικῶν, ἂν καί, δυστυχῶς, οἱ οχολικὲς μετα-ποιήσεις της σπανίως διατηροῦν τὸ ὑψηλὸν
ἐπίπεδον λογικῆς συνεπείας ποὺ ἔχει τὸ κείμενον τοῦ Εὐκλείδου.“ Θὰ χρησιμοποιήσουμε
λοιπὸν τὸ ῖδιο τὸ κείμενον αὐτό, στὴν (οχολιασμένη Kai μὲ μετάφραση) ἔκδοση τοῦ
κ. E. Σταμάτη.’“
Ἡ «ἐπίσημη» λογικὴ θεμελίωση τῆς Εὐκλειδείου γεωμετρίας ἀποτῶεῖται ἀπὸ α’)
τοὺς ὅρους, β’) τὰ αῐτήματα,· καὶ γ’) τὰς κοινὰς ἑννοίας. , ’
Εῖπαμε «ἑπίσημη» γιατῑ αὐτὰ τὰ τρία στοιχεῖα πρστάσσει 6 Εὐκλείδης καὶ σ” αὐτὰ
ἀναφέρεται στῑς ἀποδείξεις του· ἀποδείξεις 1100 ἀπετέλεσαν πρότυπο γιὰ τοὺς ἀνθρώ-
πους γιὰ περισσότερα ἀπὸ δυὸ χιλιάδες χρόνια.
‘O προσεκτικὸς ἀναγνῶστης τῶν Στοιχείων του ea ἔχη παρα-τηρήσει ὅμως ὄτι, σὲ
μερικὲς ἀποδείξεις χρησιμοποιοῦνται Kai Ιδιὰτητες 1100 Ἰεῖναι φανερὲς μὲν στὸ σχῆμα
ἀλλὰ 1100 δὲν εῖναι δυνατὸν νὰ ἑξαχθοῡν λογικὰ οὔτε ἀπὸ τὰ αἰτήματα, οὗτε ἀπὸ τὰς
κοινὰς ἑννοίας καῖ ποὺ δὲν δλέπει κανείς σήμερα πῶς μπορεῖ νὰ ἑξαχθοῡν λογικὰ ἀπὸ
τοὺς ὅρους. Ὑπσπτεύεται λοιπὸν 6 ἀναγνώσ-ιης ὅτι, ἂν δὲν θέλουμε να χρησιμσποιήσουμε
καθόλου ἑξωλογικούς παράγοντες, ὅπως εἶναι τὰ σχήματα Kai οἱ ότι-τικὲς ἑντυπώσεις ποὺ
δημιουργοῦν, πρέπει và συμπληρώσουμε μὲ μερικὰ αΙτήμα-τα ἀκόμη τὰ αΙ-ιήματα τοῦ Εὐ-
κλείδου, ἂν φυσικὰ τοῦτο εἶναι δυνατόν. Εὐτυχῶς, αὐτὸ εἶναι δυνατόν, ὅπως ἔδειξε ὁρι-
στικὰ 6 Hilbert 16 1899, διότι 6 Εὐκλείδης δὲν ἔχει χρησιμοττοιήσει οτῑς ἀποδείξεις
τίπστε ποὺ νὰ μήν μπορῆ v6: ἀναχθῆ σὲ αΙτήμα-τα «ἀνεκτὰ» ἀπὸ τὴν λογική, δηλαδή
κανὲνα στοιχεῖον 1100 νὰ εῖναι ψυχολογικῆς φύσεως, χωρὶς v6 εἶναι λογικῆς φύσεως τὸ
ἔδειξε αὐτὸ 6 Hilbert, κατασκευάζοντας ἕνα σύστημα αῐτημάτων ἀπολύτως ἑπαρκὲς γιὰ
τὶς λογικὲς ἀνάγκες τῆς Εὐκλειδείου γεωμετρίας. Ὂσα ἀπ’ αὐτὰ δὲν περιέχονται στὰ
Στοιχεῖα τοῦ Εὐκλείδου, μποροῦμε νᾶ τὰ θεωρήσουμε σὰν ἕνα τμῆμα τοῦ «ἀνεπισήμου»
μέρους τῆς λογικῆς θεμελιώσεως τῆς Εὐκλειδείου γεωμετρίας. Δυὸ ἄλλα τμήματα τοῦ
ἀνεπιστῆμου αὐτοῦ μέρους εἶναι ἡ Ἀριστοτέλειος λογική, πού τὴν χρησι-
μσποιεῖ σιωπηρὰ 6 Εὐκλείδης καῖ τὴν θεωρεῖ φανερὰ ὡς τὴν μόνη δυνατή λογική,τ καὶ
ἡ ἔννοια τῆς ἀκολουθίας τῶν φυσικῶν ἀριθμῶν 1, 2, 3,.. . μὲ τῖς πιὸ συνηθισμένες μαθη-
ματικὲς ίδιότητές της. Ὂλα αύτὰ μαζί, τὸ «ἑπίσημο» καῖ τ’ ((ἀνεπίσημα» τμήματα, d110-
τελοῦν ὄ,-τι θὰ ὀνομάζουμε «θεμελίωση» τῆς Εὐκλειδείου γεωμετρίας. Τήν θεμελίωση αύ-ιή
ea συμὸολίζουμε μὲ 16 Θ, ἐνῶ θὰ πμὸολίζουμε μὲ Ε ὅ,τι ἀπομένει ἀπ’ αὐτὴν ὅταν τῆς
ἀφαιρέσουμε κτὰ πρόσθετα αῐτήματα τοῦ Hilbert' 16 σύνολον τῶν τελευταίων αὐτῶν
αἰτημάτων θὰ τὸ συμδολίζουμε μὲ Η.
·“Η μεγάλη ἐπιτυχία τοῦ Εὐκλείδου (ἀπόρροια δεδαίως καὶ τῶν πνευματικῶν προσ-
παθειῶν μιᾶς σειρᾶς μεγαλοφυϊῶν, ἀπὸ τὸν Θαλῆ Kai τὸν Πυθαγόρα ὣς τὸν Πλάτωνα Kai
τὸν Εὕδοξο) ἦταν ὅτι κατώρθωσε v6: «ἀναγάγη λογικὰ» ὅλες τὶς γεωμιπρικὲς προτάσεις
ποὺ-ἧξερε 016 σύνολον Ε ἀπὸ ἕννοιες καὶ ὑποθέσεις, δηλαδή σὲ κάτι ἐξαιρετικὰ ἁπλούστερο
ἀιτὸ τὸ πολύπλοκο σύνολον ὅλων αὐτῶν τῶν γεωμετρικῶν προτάσεων.
Μετὰ τὸν Hilbert, ξέρουμε δέδαια ὅτι ἡ «λογική ἀναγωγὴ» αὐτή τοῦ Εὐκλείδου
,ἦταν ἀνεπαρκής Kai 611 μιαν ἀληθινὴ ἀναγωγή ἀιτοκτοῦμε ἂν προσθέσουμε 016 E 16 H.
Γεννιέται τώρα τὸ ἐρώτημαῑ Πῶς ἕνας μαθηματικὸς τῆς ἀκριδείας τοῦ Εὐκλείδου δὲν
διέκρινε τήν ἀνάγκη χρησιμσποιήσεως Kai ἄλλων αῐτημάτων,
Στὸ ἐρώτημα αὐτὸ εἶναι δυνατὲς διάφορες ἀπαντήσεις, μερικὲς ἀπὸ τῖς ὁποῖες ἔχουν
σχέο-η καὶ μὲ ἐξωμαθηματικοὺς παράγοντες. ἸΞκ πρώτης ὅψεως, θὰ νόμιζε κανεῖς ὅτι 6
Εὐκλείδης δέχεται σιωττηρὰ μερικὲς ἀπὸ τῑς μαθηματικῆς φύσεως ῐδιότητες ποὺ 16 άν-
θρώπινο μυαλὸ ἀποδίδει στά σχήματα ποὺιθεωρεῖ στήν Εὐκλ. γεωμετρία. Ἀλλὰ τότε,
γιατί 6 Εὐκλείδης αἰσθάνεται 6 ’ίδιος τὴν ἀνάγκη νὰ ἀναφέρη ρητῶς ὡς αῐτήματα μαθη-

316



μοπικὲς ἰδιότητες αὐτῶν τῶν σχημάτων τόσο φανερὲς ὅπως τὸ αἴτημα «Ἠιτήσθω ἀττὸ
παντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν», Ι ἱ ο
Μιὰ πολὺ ἀνθρώπινη ἀπάντηση στὸ ἐρώτημά μας θὰ ἧταν v0: ὑποθεση κανεις οτι,
σὰν ἅνθρωπος ὸ Εὐκλείδης, ὅσο μεγάλος κι ἂν ἦταν, δὲν μπὸρεσε νά τὰ δῆ ὅλα,τὰ ὀπτα-
ραίτητα αΙτήματα διὰ μιᾱς καὶ νὸι τὰ ἀναγρὰψη· ἡ ἀμέλειὰ του μάλιστα γίνεται
πιὸ κατανοητὴ καὶ ἀπὸ τὸ Em ὸ Εὐκλείδης ἦταν ὁ πρῶτος ποὺ ἀνέγραψε ρητως συγκε-
κ ι ένα αἰτήματα.p μ Καὶ αὑτή ὴ άπάντηση δὲν μοῡ φαίνεται ὅμως ἀπολίπως ἱκανοποιητική· καὶ γιὰ τὸν
λὸγο ποὺ ’ἤδη-ἀνέφερα, ὅτι δηλαδὴ τὰ αΙτήματα ποὺ ξεχώρισε ὁ Εὐκλείδης εἶναι ἀκρι-
6ὣς ἐκεῖνα ποὺ-λόγω τῆς ἀληθοφανείας τους-θὰ μποροῦσε νὰ παραδλέψη ἂν ἧταν
ἄνθρωπος γιὰ νὰ παραδλέψη ἀληθοφανεῖς προτάσεις, καὶ γιὰ τὸν λὸγο ὅτι ἡ ἀντίληψη
πὼς ἕχουμε ἀνάγκη ἀπὸ ὅασικὲς ὑποθέσεις οτήν γεωμετρία δὲν πρωτοφανερὼνεται στὸν
Εὐκλείδη ἀλλὰ διατυπώνεται ἤδη στὸν Πλάτωνα, ὅπως ε’ίδαμε πιὸ πέψω-2 μόνον, ὅτι,
ὀτττὸ τὸ Πλατωνικὸ κείμενο δὲν μπορεῖ νὲτ συμπερανη κανείς ἂν ὡς ὑποθέσεις ἀντιμετωπί-
ζονται ἐκεῖ ὑποθέσεις τοῦ εἴδους τῶν Εὑκλειδείων αἰτημάτων ἦ μόνον ὑποθέσεις ὅπως ἡ
ὔπαρξη διαφόρων σχημάτων π.χ. τριγώνων.
Μὲ τὶς, λίγες αὐτὲς παρα-τηρήσεις μας θελήσαμε νὰ δείξουμε τὸ ἑνδιαφέρον ποὺ πα-
ροωιάζει τὸ ἐρώτημα αὐτὸ ὅχι μόνον γιὰ τὸν ἀναγνώστη ἀλλά, κατὰ τὴν γνώμη μου,
καὶ γιὰ τοὺς ἐρευνητὰς τῆς ἱστορίας τῶν μαθηματικῶν. ,
Πρέπει ἐδῶ νὰ προσθέισουμε ὅτι οἱ ἀπαιτήσεις ἀκριὸείας ποὺ ἔχει
ὁ ἅνθρωπος αὐξανουν μὲ τήν πάροδον τῶν αίώνων κώ
ὅτι τίποτε δὲν ἀποκλείει ὅτι κόςττοτε θὰ δρεθοῡν «ἐλλείψεις» καὶ cr’ αὐτὴν άκὸμη τὴν θεμε-
λίωοη Θ τοῦ Hilbert: μὲ τὴν παρατήρηρη ὅτι οἱ «ἐλλείψεις» αὺτές, ἂν ὺπάρχουν,“
θὰ εἶναι ἀνωτέρας στάθμης ἀπ’ ἑκεῖνες ποὺ παροωιὰζει τὸ Εὐκλείδειον κείμενον· δὲν ea-
ἀφοροῦν τὴν μὴ ἀναγραφὴ αῐτημάτων ἀπαραιτήτων γιὰ τὸ καθαυτὸ γεωμετρικὸ μέρος
ἀλλὰ ἀξιωμάτων σχῖτικών μὲ τήν θεωρία τῶν συνόλων ἀπὸ τὴν ὁποία ξεκινοῦμε, δηλαδὴ
θὰ εῖναι ἐλλείψεις τῆς ἀξιωματικῆς θεωρίας τῶν συνόλων ποὺ διαθέτουμε ἢ ἐλλείψεις τῆς
λογικῆς ποὺ χρησιμσποιοῡμε. Γιὰ τὴν τελευταία αὐτή παρατήρηση, παρα-πέμπω καὶ σὲ
μιὰν ἄλλη μελέτη μου. " '
Ἐθίξαμε προηγουμένως τὸ ζήτημα τῶν αίτημάτων H. Ἕνα σύνολον αἰτημάτων λο-
γικὰ ῐσοδύναμον μὲ τὸ σύνολον τῶν αῐτημάτων πού συναποτελοῡν τὰ αἰτήματα τοῦ Εὐ-
κλείδου καί τὸ Η ὅταν τὰ δάλουμε μαζί, καῖ ποὺ δὸθηκε ἀπὸ τὸν Hilbert μπορεῖ νὰ
δρῆ ’ὁ ἀναγνώστης στὸ διόλίο τοῦ ,κ. Σταμόιτη Β στὸ ὁποῖον ἤδη παρα-ιτέμψαμε (σελ.

Ἀσκοληθήκαμε ὣς τώρα μὲ τῖς ἐλλείψεις τοῦ E. Τίθεται τώρα τὸ ἐρώτημα;
χει μέρος τοῦ E, ποὺ να πλεονὰζη λογικὰ, ÿ
Ἀφοῦ οἱ «κοινὲς ἕννοιες» καὶ τὰ αῐτήμσττα τοῦ Εὐκλείδου χρησιμσποιοῡνται φανερὰ
στῖς ἀποδείξεις του, δὲν προκύπτει τέτοιο θέμα vl’ αὐτὰ, παρεκτὸς γιὰ συμπυκνῶσεις
τους, ποὺ δὲν μᾶς ἐνδιαφέρουν ἐδῶ. Ἀπομένουν λοιπὸν οἱ «ὅροι» τοῦ E. 'A'rr’ αὐτοὺς πάλι
μερικοῑ εἶναι φανερὰ ὸρισμοῑ νέων ἀντικειμένων ’τῆς γεωμετρικῆς σκέψεως ποὺ δὲν χρησι-
μοποιοῡν παρὰ μόνον προηγουμένως ὁρισθέντα ἀντικείμενα τῆς σκέψεως αὐτῆς (ἀνεξάρ-
τητα ἀπὸ τὸ ἂν αὐτῶν τῶν τελευταίωνοί ὸρισμοῑ εἶναι καλοῑῆ κακοὶ) καὶ
σαφῶς μαθηματικὲς ἐκφράσεις. Παράδειγμα τέτοιου ὅρουῑ “ Η μ ι κύκλ ι ον δέ ἐστι τὸ
περιεχόμενον σχῆμα ὺπό τε τῆς διαμέτρου καὶ τῆς ἀπολαμδανομὲνης ὑπ’ αὐτῆς περιφε-
ρείας, Κέντρον δὲ τοῦ ἡμικυκλίου τὸ αὐτὸ, ὃ καὶ τοῦ κύκλου ἐστίν(ι (σελ. 36,
ὅρος ιη’).
Τὸ ἐρώτημα λοιπὸν τοῦ πλεονασμοῦ δὲν μπορεῖ νὰ τεθῆ παρὰ γιὰ τοὺς ὅρους ἐκεί-
νους ποὺ ὁρίζουν νέα ἀντικείμενα τῆς γεωμσρικῆς σκέψεως μὲ τήν ὃοήθεια ἐννοιῶν ποὺ
δὲν ἔχουν ὸρισθῆ Ιπροηγουμένως στὰ Στοιχεῖα. Ἀπὸ τοὺς ὅρους ποὺ έτσι ἀπομέ-
νουν, θὰ ἐξετάσουμε ἐδῶ ἐκείνους ποὺ ἀφοροῡν τὶς ἕννοιες τοῡ ση μείου, τῆς εὐ-
θείας καῑ τοῦ ἐπιπέδου, ἔννοιες ποὺ ἕπαιξαν ἱστορικὰ τεράστιον ρόλο ’ρτήν
ἐξέλιξη τῶν ἐπιστημονικῶν ἀντιλήψεων· ἐξέλιξη ποὺ ἐπηρέασε τελικὰ τὴν ὅλη ζωὴ τοῦ
ἀνθρώπου καὶ ἀ-ιτὸ τὴν ὑλικὴ ἅποψη καῖ ἀπὸ τὴν ᾶποψη τῆς φιλοσοφικῆς τοποθετήσεῶς του,

01 ὅροι αὐτοὶ εῖναι οἱ ἑξῆς (δλ. 6, σελ. 36):
α’) Σ n μ εῖὸ ν ἐστιν, οὗ μέρος οὐδέν.β’) Γραμμή δὲ μῆκος ἀπλατὲς- .
γ’) Εὐθεῖα γραμμή ἐστιν, ἥτις ἐξ ἴσου τοῖς ἑαυτοῖς σημείοις κεῖται.
δ’) Ἐπιφάνεια δέ ἐστιν, ὃ μῆκος καὶ πλάτος μόνον ἔχει.
ε’) Ἐπίπεδος ἐπιφάνειά ἐστιν, ἧτις ἐξ ἴσου ταῖς ἑαυτοῖς εὐθείαις κεῖται.
«(Ὑπογραμμίσαμε τὴν ἑκάστοτε νέα ἔννοια).

Καθὼςτταρατηρήσαμεπιὸπρίν, δὲν δλέπει κανεῖς πῶς εἶναι
δυνατὸν νὰ ἐξαχθοῦν λογικὰ ἀπὸ τῖς α’), β’), δ’), ε’) καὶ
ζ’) στο ι γεῖα τοῦ Η, δηλαδῆ στοιχεῖα ποὺ νὸι λείπουν ἀπὸ τὸ E. Αὐτὸ φυσικὰ
δὲν ἀποκλείει vù ä<ave μιὸε τέτοια λογική ἐξαγωγή ὸ Εὐκλείδης στῆν σκέψη του, ,ἀλλὰ

Ὕπαρ-
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μοῦ φαίνεται προδληματική ἡ δυνατότης ἀναπτύξεως σκέψεων αὐτοῦ τοῦ εἴδους ἐντὸς
τῶν πλαισίων τῆς σκέψεως τοῦ Hilbert ἢ τοῦ H. Poincaré καί, γενικώτερα, ἐντὸς τοῦ
πλαισίου τῶν σκέψεων τῶν περισσοτέρων συγχρόνων μαθηματικῶν.Παρατηροῦμε τώρα ὅτι τὰ α’), β’), δ’), ε’) Kai ζ’) δὲν χρησιμο-ποιοῦντμαι σὲ καμμι-ιὰ διατύπωση αἰτήματος κοινῆς ἐν-νοίας, θεωρήματος, πορίσματος ἢ λήμματος τῆς Εὐ-κλειδείου γεωμετρίας, οὔτε καὶ εἶναι λογικῶς ἁπα-ραίτητα σὲ καμμιὰνν ἀπόδειξη θεωρήματος, πορίσματοςἢ λήμματος τῆς Εὐκλειδείου γεωμετρίας.Συμπεραίνουμελοιπὸνὸτι, ὰπὸ καθαρῶς μαθη ματικῆς ἀπόψεως,
τὰ α’), β’), δ’), ε) καὶ ζ’) δὲν εἰναι ἀπαραίτητα γι ὰ τὴν (ἐκτὸςτῶν ὅρων) ἀνάπτυξη τῆς Εὐκλειδείου γεω μετρίας. Ἀκόμη περισσό-
τερο, τὰ α’), 6’), δ’), ε’) καὶ ζ’) εἰναι ἀνεξὰρτητα ἀπὸ τή ν (ἐκτὸς
τῶν ὅρων) Εὐκλ. γεω μετρία.
Μὲ τὸ «ἀνεξάρτητσ» ἐννοοῦμε ὅτι τὸ σύνολον τῶν α’). . .ζ’) ἀφ’ ἑνὸς Kai τῆς
(ἐκτὸς τῶν ὅρων) Εὐκλειδείου γεωμετρίας ἀφ’ ἐτέρου ἔχουν τὴν ἰδιότητα νὰ μὴν μπορῆ
νὰ ἐπηρεάσῃ ἠ ἰσχὺς τοῦ ἑνὸς τὴν ἰσχὺν τοῦ ἅλλου- τὸ πρῶτῸ σύνολον προτάσεων εἰναι
λοιπὸν ἕνα Εένο κομμὰτι ὡς πρὸς τὴν (ἐκτὸς τῶν ὅρων) Εὐκλ. γεωμετρία,
’0,τι εἶπαμε ὣς τώρα δὲν ea στενοχωροῡσε τοὺς ἀναγνῶστες ἂν δὲν εἶχαν συνηθί-
σει oi πιὸ πολλοὶ ἀπ’ αὐτοὺς νὰ θεωροῦν τὰ α’),...ζ’) ὡς τοὺς ὁρισμοὺς τῶν
ἐννοιῶν τοῦ σημείου, τῆς εὐθείας καὶ τοῦ ἐπιπέδου, δηλαδὴ ὡς κάτι τὸ ἀπολύτως 6ασικὸ
για τήν Εὐκλ. γεωμετρία· συνήθεια ποὺ ὀφείλει κάπως τὴν γένεσή της Kai στὸν τρόπο
ποὺ ἔὸλεπαν τὰ πράγματα ὅλοι σχεδὸν oi πρὶν ἀπὸ τὸν 19ον αἰῶνα μαθηματικοί.
Ἀναρωτιέται 6 σημερινός μαθηματικὸς πῶς μποροῦσαν νὰ θεωροῦν οἰ μαθηματικοῑ
ἐκεῖνοι τοὶ-α’) . . .ζ’) ὡς ὁ ρ ι σ μοὺς τῶν ἐννοιῶν τοῦ σημείου, τῆς εὐθείας Kai τοῦ
ὲιτιπέδου ἀφοῦ, ἀκόμη Kai μὲ τὴν σημερινή μεγάλη ἀνάπτυξη τῶν μαθηματικῶν, δὲν ὃλέ-
πουμε πῶς μπορεῖ νὰ δοθῆ μαθη ματ ι κὸ νόημα σ’ αὐτούς, (Παραπέμπουμε σχετικα
τὸν ἀναγνώστη Kai a’ ἕνα περιώνυμο κείμενο τοῦ Felix Klein '). Ἀφοῦ λοιπὸν 01 a’). . .
ζ’) νόημα μαθηματικὸ ἀκρι6ὲς δὲν ἔχουν Kai οὔτε Kai χρήσιμοι εἶναι σ-τήν (ἐκτὸς τῶν
ὅρων) Εὐκλ. γεωμετρία, πρέπει ὁ ἀναγνώοτης νὰ πὰψη νὰ στηρίζεται σ αὐτούς.
Ἀλλὰ τότε, ’σὲ ποιοὺς ὁρισμοὺς τῶν ἐννοιῶν τοῦ ση-
μείου, τῆς εὐθείας καὶ -τοῡ ἐπιπέδου ea στηρίξουμε
τὴν Εὐκλ. γεωμετρία;
Ἀφοῦ οἱ μόνες ἀναπόδεικτες ἰδιότητες τῶν σημείων, τῶν εὐθειῶν Kai τῶν ἐπιπέδων
ποὺ χρειὰζεται ὴ (ἐκτὸς τῶν ὅρων) Εὐκλ. γεωμετρία εἰναι τὰ αἰτήματα τοῦ Εὐκλείδου
καί τὰ πρόσθετα αἰτήματα τοῦ Hilbert “, τὸ μόνο ποὺ ἔχουμε ἀνάγκη νὰ ζητήσουμε
ἀπὸ τοὺς νέους ὁρισμοὺς τοῦ σημείου, τῆς εὐθείας Kai τοῦ ἐπιπέδου εῐναι v'à λένε
ὅτι τὰ ση μεῖα, οἱ εὐθεῖες Kai τὰ ἐπίπεδα ἰκανοττοιοῦν
τὰ αἰτήματα τοῦ Εὐκλείδου Kai τὰ αἰτήματα Η.Μ’ἅλλαλόγια, τὰ αἰτή ματα τοῦ Εὐκλείδου Kai τὰ πρόσ-Θετα αἰτήματα τοῦΗ i l b e r t, ποὺ ἀναφέρονται στὰ ση-μεῖα, στίς εὐθεῖες Kai στὰ ἐπίπεδα ἀποτελοῦν, ὅλαμαζί, ἔναν ἐπαρκῆ (γιὰ μαθηματικοὺς σκοποὺς) ὁρισμὸ τῶνἐννοιῶν αὐτῶν. ,
ιΪΕναν τέλειον ὸρισμὸ αὐτοῦ τοῦ εἴδους ἔδωσε τὸ 1899 6 Hilbert. Γιὰ và εῖμαστε
ἀκριδεῖς 6 Hilbert δὲν ἐπῆρε ἁπλῶς τὰ αἰτήματα τοῦ Εὐκλείδου γιὰ νὰ τοὺς προσθέση
ὅσα ἔλειπαν, ἀλλὰ διέκρινε ὅτι ὅλα αὐτὰ μαζῑ τὰ αἰτήματα ἀποτελοῦν ἕνα σύστημα
λογικῶς ἰσοδύναμσν μ’ ἕνα σύστημα εἴκοσι αἰτημάτων πού χωρίζονται σὲ πέντε ὁμάδες
Kai ποὺ τὸ διετύπωσε 6 ἴδιος. ‘O δ ι αχωρ ι cr μὸς αὐτὸς ποὺ ἔκανε ὁ Hilbert εἶναι
πολὺ σημαντικός, για-τὶ μᾱς ἐπιτρέπει νὰ δοῦμε «ἀνα-τομικὰ» τήν Εὐκλ. γεωμετρία· ἓτσι
Kai τῖς ρίζες τῶν διαφόρων θεωρημάτων της δρίσκουμε ἀπηλλαγμένες ἀπὸ τὰ πλεονά-
ζοντα στοιχεῖα ποὺ τόσο συχνὰ συσκοτίζουν τήν ἀλήθεια, Kai τήν φύση τῶν ὰλύτων προ-
6λημά-των της κατανοοῦμε καθαρώτερα καί, τὸ σημαντικῶτερο ἴσως, διακρίνουμε τήν δυνα-
τότητα διαφόρων «γεωμετριῶν» ποὺ ἡ κὰθε μιά τους và χτίζεται σὲ μιὰ (ἢ δυὸ κτλ,)
όμάδα αἰτημάτων τῆς Εὐκλ. γεωμετρίας.
Θὰ προσπαθήσουμε τώρα ν’ ἀναδιατυπώσουμε ἕνα τμῆμα ἀπὸ τὸν κλασσικὸ αὐτὸν
ὁρισμὸ τοῦ Hilbert, μὲ τήν ἐλπίδα νὰ νοιὼση Kai 6 μὴ εἰδικὸς ἀναγνώστης τὴν διαφορὰ
τῶν καινούργιων ὁρισμῶν (τύπου Hilbert) ἀπὸ τοὺς παλιούς. , ”
Στήν ἀναδιατύττωση αὐτ-ἠν θὰ χρησιμσποιηθῆ ἡ ἔννοια τοῦ συνό λο υ (ὅπως
ἂλλωστε ἔκανε Kai 6 ἴδιος 6 Hilbert σὲ ἄλλη διατύπωση τοῦ ὁρισμοῦ του), μὲ τήν ἕν-
νοια ποὺ ἔχει στήν καθημερινὴ ζωή.” ((Ύποσύνολον» ἑνὸς δοσμένου συνόλου Α καλοῡμε
κὰθε σύνολον τοῦ ὁποίου ὅλα τὰ στοιχεῖα ὰνήκουν στὸ Α (”Εννοια «κενοῦ» συνόλου δὲν
Θὰ εἰσαγάγουμε ἐδῶ διότι δὲν μᾶς χρειόιζεται). Λέμε ὅτι ἕνα σύνολον Α εἰναι «τελείως
διατεταγμένον», ὅταν ὑπάρχη γιὰ τὸ Α κάπριος νόμος σύμφωνα μὲ τὸν ὁποῖον σὲ κάθε ·

318



ζεῦγος διαφορετικῶν στοιχείων a, .6 τοῦ Α τὸ ’ἕνα προηγεῖται τοῦ ἄλλου, π.χ. τὸ 6
προηγεῖται τοῦ α (καῖ συμὸολίζουμε τότε αὐτή τὴν διότι-αξη τοῦ ζεύγους α, 6 μὲ (6, α),
καὶ ὅταν ἀκὸμη σὲ κάθε τριάδα διαφορετικῶν στοιχείων X, Ψ, Ζ τοῦ Α σ-τήν ὁποίαν
τυχαῑνει τὸ Χ νὰ ποοηγῆται τοῦ Ψ καὶ τὸ Ψ và προηγῆται τοῦ Z, ἀπαραιτήτως Kai τὸ X
προηγῆται τοῦ Ζ (δηλαδή, ὅταν εἶναι (Χ,Ψ) Kai (Ψ, Ζ) εἶναι κατ’ ἀνάγκην
καὶ (Χ, Ζ) καί, τέλος, οἱ σχέσεις (X, Ψ) Ka'.‘ (Ψ, Χ) συνεπάγσνται τὴν Χ '= Ψ.
Σ’ Eva τελείως διατεταγμένο σύνολον Α, λένε γιὰ μιὰ τριάδα διαφορετικῶν στοιχείων
του Χ, Ψ, Ζ ὅτι τὸ Ψ ὅρίσκσται << μ εταξὺ » τῶν X Kai Ζ ὅταν τὸ Χ προηγῆται τοῡ Ψ
Kai τὸ Ψ προηγῆται τοῦ Ζ. Γενικῶς, ὅταν εἶναι (X, Ψ), λὲνε ὅτι τὸ Χ εἶναι πρὸς «τ’
ἀριστερὰ» τοῦ Ψ Kai ὅτι,τὸ Ψ εἶναιπρὸς «τὰ δεξιὰ» τοῦ Χ, τὸ δὲ σύνολον
τῶν στοιχείων τοῦ Α ποὺ ὀρίσκονται μεταξὺ Χ Kai Ψ μαζὶ Kai μὲ τὰ Χ καὶ Ψ καλεῖται
«τ μῆ μ α » [X Ψ]. Τέλος, « π υ κ ν ὁ >> καλεῖται τὸ A ὅταν γιὰ κάθέ ζεῦγος Χ, Ψ γιὰ
τὸ ὁποῖον εΤναι (X, Ψ) ὑπάρχει στοιχεῖον λ τοῦ A ποὺ νὰ δρίσκεται μεταξὺ τῶν Χ Kai Ψ.
(οῑ ὸρισμοῑ ποὺ χρησιμαποιήσαμε δὲν εἶναι οἱ καλύτεροι δυνατοί, 9,9, 1° ἀλλ’ εἶναι
προσιτοῑ σὲ ὅλους).

Ι. Ἀξιώμστσ «συνδέσεως»
’Υποθέτουμε ὅτι ὑπάρχουν ἕνα σύνολον Σ, ἕνα σύνολον Γ ἀπὸ ὑποσύνολα
τοῦ Σ Kai Eva ἄλλο σύνολον E ἀπὸ ὑποσύνολα τοῦ Σ, ποὺ ἱκανσποιοῦν τὶς ἑξῆς πέντε
ὸμάδες ῐδιοτήτων, ποὺ τὶς ἀποκαλοῦν «ἀξιώματα» (γιὰ νὰ ὑπενθυμίζουν ὅτι τῖς χρησι-
μοποιοῡμε χωρὶς ἀ-ιτὸδειξη); .
Li Kai l2. "Av δοθοῡν δύο διαφορετικὰ στοιχεῖα τοῦ Σ,· ὑπάρχει Eva Kai μόνον

ἕνα στοιχεῖον τοῦ Γ ποὺ νὰ τὰ περιέχη.
l. 3. Κάθε σπσιχεῖον τοῦ Γ περιέχει δύο τουλάχισ-τον διαφορετικὰ στοιχεῖα τοῦ· Σ.
Ὕπάρχει μιὰ τσυλάχισ-τον τριάδα ἀπὸ στοιχεῖα τοῦ Σ ποὺ νὰ μὴν περιέχων-ται
μέσα σ“ ἕνα Kai τὸ ἵδιο στοιχεῖον τοῦ Γ.
I. 4 καὶ Ι. 5. “Av δοθῆ μιὰ τριάδα ἀπὸ στοιχεῖα τοῦ Σ ποὺ νὰ μὴν περιέχωνται μέσα
σ· ἕνα καὶ τὸ ἵδιο στοιχεῖον τοῦ Γ, ὑπάρχει ἕνα Kai μόνον ἕνα στοιχεῖον τοῦ E ποὺ
νὰ περιέχη αὐτὰ τὰ τρία στοιχεῖα τοῦ Σ.
I. 6. “Av Eva στοιχεῖονί τοῦ Γ ἔχη τὴν ἰδιότητα δύο στοιχεῖα τοῦ Σ ποὺ ὰνήκουν
σ’ αὐτὸ ν’ ὰνήκουν καῖ σ’ Eva στοιχεῖον ε τοῦ E, τότε Kai ὅλα τὰ σ-τοιχεῖα τοῦ ποὺ
ὰνήκουν στὸ Σ ἀνήκουν Kai στὸ ε. ς
l. 7. “Av δύο στοιχεῖα τοῦ E ἔχουν κρινὸ ἕνα στοιχεῖον τοῦ Σ, ea: ἔχουν ἀσφαλῶς
κοινὸ καὶ ἕνα τουλάχιστον ἀκόμη στοιχεῖον τοῦ Σ (διαφορετικὸ ἀπὸ τὸ προηγού-
μενον). ‘ _
I. 8. Ὑπάρχουν τουλάχιστον τέσσερα στοιχεῖα τοῦ Σ ποὺ δὲν περιέχονται μὲσα σ“
Eva Kai τὸ Ιἴδιον στοιχεῖον τοῦ E. '

II. Ἀξιώμστσ «διατάξεως»
H. l — ll. 3. Κάθε στοιχεῖον τοῦ Γ μπορεῖ νὰ Θεωρηθῆ ὡς ἕνα τελείως (Ξὸλικῶς)
διατεταγμένο σύνολον ἀπὸ στοιχεῖα τοῦ Σ, πυκνὸν ὡς πρὸς αὐτή τὴν διάταξη.
ΙΙ, 4. “At; εἶναι τὰ Α, B, C τρία στοιχεῖα τοῦ Σ ποὺ δὲν περιέχονται μέσα U’ ἕνα Kai
τὸ ἵδιο στοιχεῖον τσῦ Γ καὶ l ἕνα στοιχεῖον τοῦ Γ πού δὲν περιέχει κανένα ἀπὸ τὰ
στοιχεῖα Α, Β, C. “Av τότε τὸ περιέχη σ-τοιχεῖο τοῦ τμήματος [A Β ], Θὰ περιέ-
χη τὸ 1h καὶ στοιχεῖον τοῦ τμήματος [Α C ] ἦ τοῦ τμήματος [Β C (Ἀξίωμα
τοῦ P350 1882).

III. Ἀξιώμστσ ἰσότητος

E-rroùvà περιέχῃ καὶτὸΑκαῑτήν 1,), στὸ στοιχεῖον τοῦ E ποὺπεριέχη τὸ A Kai τὸ ‘ll ὑπάρχει τὸ πολὺ Eva στοι-χεῖον τοῦ Γ ποὺ và περιέχη τὸ Α Kai νὰ μήν περι-έχη κανένα στοιχεῖον τοῦ(Α’ίτημα τοῦ Εὐκλείδου). 1.
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V. Ἀξιῶματα «συνεχείας»
1. Ἀξίωμα «τοῦ Ἀρχιμήδους» (Εὐδόξου - Εὐκλείδου - Ἀρχιμήδους).
2. Ἀξίωμα «πληρότητος» τοῦ Hilbert.
(Τέλος τοῦ ὁρισμοῦ τοῦ Hilbert)

Y.
Y.

Χρησιμσποιήσαμε στὴν ἀρχὴ τήν λέξη «ὐττοθέτουμε» διότι δὲν ξέρουμε ἂν τὰ ἀξιώ-
ματα Εὐκλείδου - Hilbert (ouvôuaCôpm μεταξύ τους μὲ τήν δοήθεια τῆς Ἀριστοτε-
λείου λογιιςῆς Kai τῆς στοιχειώδους ἀριθμητικῆς) δὲν μποροῦν νὰ ὁδηγήσουν σὲ λογικὴν
ἀντίφαστί· μιὰ τέτοια ἀντίφαση θὰ σήμαινε ὅτι δὲν ὺπάρχουν σύνολα Σ, Γ Kai Ε ποὺ νὰ
ίκανοποιοῡν ὅλα αὐτὰ μαζὶ τὰ ἀξιώματα.
Ἂν, ἀντιθέτως, μποροῡμε ν’ ἀποδείξουμε ὅτι τὰ ἀξιώματα Εὐκλείδου - Hilbert
δὲν μ-ποροῦν vô: ὸδηγήσουν σὲ λογικὴν ἀντίφαση, τότε
θεωροῦν ol σημερινοῑ μαθηματικοὶ13 (ἀκολουθώντας τὶς ἀπόψεις τοῦ Henri Poinkaré Kai
τοῦ Hilbert ὅτι τ’ ἀξιώματα αὐτὰ ἀποτελοῦν ἕναν ἐπαρκῆ
(γιὰ μαθηματικοὺς σκοποὺς) ὁρισμὸ τῶν συνὸλρν Σ, Γ καὶ Ε.
Παρατηρεῖ τῶρα ὁ προσεκτικὸς ἀναγνώστης ὅτι, ἂν στήν κλασσική Εὐκλ. γεωμετρία,
τὸ σύνολον τῶν εὐθειῶν καὶ τὸ σύνολον τῶν ἐπιπέδων κληθοῡν ἀντιστοίχως Σ, Γ καὶ E,
τότε τὰ σημεῖα, ol εὐθεῖες γραμμὲς Kai τὰ ἐπίπεδα τοῦ Εὐκλείδου ίκανοποιοῦν τ’ ἀξιώ-
ματα Εὐκλείδου - Hilbert. (Kai θᾰταν ἕτοιμος, ἴσως, ὁ ἀναγνώστης vù ἰσχυρισθῆ ὄτι
ἀπέδειξε Kai ὅτι τὸ σύστημα τῶν ἀξιωμάτων Εὐκλείδου - Hilbert δὲν μπορεῑ và ὁδηγή-
ση σὲ λογικὴν ἀντίφαση, ἀφοῦ ὅρῆκε κιόλας ἕνα σύστημα ἀπὸ τόσο γνώριμὰ του καῖ
«ἀσφαλῶς μή ἀντιφατικὰ» πράγματα ὅπως τὰ σημεῖα, oi εὐθεῖες Kai τὰ ἐπίπεδα τοῦ
Εὼλείδου,·ἂν 8è: τοῦ εἷχαμε πιὸ πρὶν ἐπιστήσει τήν προσοχή στὸ ὄτι 01 συνηθισμένοι
γεωμετρικοὶ «ὁρισμοῑ» τοῦ σημείου, τῆς εὐθείας καὶ τοῦ ἐπιπέδου δὲν εῖναι, δυστυχῶς,
ὁρισμοὶ μαθη μ ατ ι κ oi Kai δὲν ἕχουμε τὸ δικαίωμα σήμερα νὰ τοὺς χρησιμσποιοῦμε
σὲ μαθηματικοὺς συλλογισμούς). Ἀπ’ αὐτὸ ἕπεται δτι ε ἷ“μ α σ τ ε δ ι K a ι o λ ο γ η -
μένοι νὰ ὁνομὰσουμε «an pcia» τὰ στοιχεῖα τοῦ Σ «εὐθεῖες»
γραμμές, τὰ στοιχεῖα τοῦ Γ καὶ ἐπίπεδα τὰ στοιχεῖα τοῦ E,
διότι δὲν ὑπάρχει τίπ·οτε τὸ μαθηματικὰ στὴν παρα-
δοσιακή ἔννοια τῶν λέξεων αὐτῶν· ποὺ νὰ μὴν μπορῆ
và ἑξαχθῆ ὡς συμπέρασμα ἀπὸ τὸν ὸρισμὸ τοῦ Hilbert.
Πίσω ἀπὸ τῖς μαθηματικὲς λεπτομέρειες τοῦ ὁρισμοῦ τοῦ Hilbert ὑπάρχει ἠ νέα
μαθηματικοφιλοσοφική ἀρχὴ ποὺ διὲιτει ἀπὸ τότε τοὺς ὁρισμοὺς ἀντικειμένων τῆς μαθηματι- κ
Χκῆς σκέψεως ἠ ἀρχὴ τῆς μή ἀντιφάσεωςν τὴν είσήγαγαν ὁ Henri PoinCaré καὶ ὁ Hilbert
Kai τὴν ἀκολουθοῦμε σήμερα οἱ περισσότεροι μαθηματικοί. Νὰ, πῶς ἑφαρμόζουν ὅλοι αὐτοὶ
σήμερα τὸν νέο τρόπο ὁρισμοῡῑ θεωροῦμε κὰποια σύνολα γ ι à τὰ ὁ-
ποῖα δὲν κὰνουμε καμμιὰ ὑπόθεση ἐκτὸς ἀπ’ αὐτ-ές
ποὺ θὰ μνη μονεύσουμε ρητῶς παρακάτω. Ἀπ’ αὐτὰ τὰ
σύνολα δὲν ζητοῦμε τίποτε ἄλλο ἐκτὸς ἀπὸ τὸ ὅτι
Ικαυ-οποιοῡν μερικὲς ίδιὸτητες (δηλαδή, πληροῦν μερικὲς
ὑποθέσεις) ποὺ έμεῖς αὐθαιρέτως τὶς ἐπιόάλλουμε σ·
α ὐτ ἁ , σύμφωνα μὲ κάποιους μαθηματικοὺς σκοπούς μας, κ α i 0' τ ὰ σ τ ο ι x ε ï α
αὐτῶν τῶν συνόλων δίνουμε ὅποια ὰνόματα θέλουμε (ὡ-
δηγημένιοι ἅττ’ τήν παράδοση, τὴν σκοπιμότητα ἢ καῖ, ἁπλῶς, τήν μαθηματικὴ μόδα).Τὰ ὀνόματα αὐτὰ δὲν ἔχουν καμμιά σημασία, τὸ πᾶν, -
ὅσον ἀφορᾱ τὸν ὸρισμό μας, εἶναι σί ίδιὸτή-ηες ποὺ ἑ-
πιδάλαμε στὰ σύνολα ποὺ θεωρήσαμε. 01 ῐδιόπητες αὐτὲς κα-
λοῦινι-αισυχνὰαάξιώματα», ‘O μόνος περιορισμὸς στὸν ὁποῖον ὺ-πόκεινται 1a ἀξιώματα εῖναι να μὴ μποροον và ὁδη-
γῆσουν σὲ λογική ἀντίφαση. Κατὰτιὰᾰλλα,ἕχουμεδικαίωμα ἀπολύ-
τως αὐθαιρέτου ἐι(λογῆςάξιωμό.των.

Φυσικὰ, σ-τήν ἐκλογή ἀξιωμάτων μᾶς ὁδηγοῡν συχνὰ διὰφορες σκσττιμότητες, ὅπως
π.χ. τήν ἐκλογή τῶν ἀξιωμάτων τῆς Εὐκλειδείου γεωμετρίας ποὺ ἔκανε ὸ Εὐκλείδης καὶ -
ποὺ ἐσυμπλήρωσε ὁ Hilbert, τὴν ἐνέπνευσε ἡ ἐπιθυμία νὰ τεθῆ σὲ λογικῶς ἅψογα θε-
μέλια τὸ Εὐκλείδεισν οΙκοδόμημα.
’ Ὁ μὴ μαθηματικὸς ἀναγνώστης ξενίζεται ἴσως ἀπὸ τὸ γεγονὸς ὅτι (ἀκολουθῶντας
τὶς ἀπόψεις τοῦ Henri Poincare καὶτοῦ Hilbert) θεωροῦμε ὅτι ὴ ἔννοια τῆς ὑπάρ-
ξεως (ἑνὸς συνόλου) συμπίπτει μὲ τήν ἔννοια τῆς ἐλλείψεως λογι-
κῆς ἀντιφάσεως (μεταξὺ τῶν ίδιοτήτων ποὺ ὸρίζσυν
αὐτὸ τὸ σύνολον). Στήν ἀπορία του ἀπαντοῦμε μὲ δύο ἑρωτήμαται
l. Τί ἀνάγκη ἕχουμε στὰ μαθηματικὰ νὰ μποροῡμε và δεδαιώσουμε γιὰ ἕνα ἀντι-
κείμενον τῆς μαθηματικῆς σκέψεως τίπστε περισσότερο ἀπὸ τὸ δτι ἡ ὑπόθεση ὅτι
αὐτὸ ὑπάρχει, δὲν ὁδηγεῖ σὲ λογική ἀντίφαση,

2. “Av ἀναγάγουμε τὰ μαθηματικὰ -μας στὰ πρῶτα λογικὰ συστατικὰ στοιχεῖα
.τους,στῑςάρχικὲςὺποθέσειςτους, ὑπάρχει τίποτε περισσότερο ἀπὸ
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τὴν ἔλλειψη λογικῆς ἀντιφάσεως ποὺ νὰ μποριοῡμε νάἐλπίζουμε ν’ ἀποδείξουμε;
Ὁ νέος τρόπος ὁρισμοῦ μαθηματικῶν ἐννοιῶν δίνει στὸν μαθηματικὰ τρομερή ἐλευ-
θερίαδράαεως,’ ἀφοῦ μποροῦμε, πιὰ νὰ διαλέγουμε τὰ ἀξιώ-
ματά μας ὄσο αὐθαίρετα θέλουμε, ἀρκεῖ νὰ μῆν’ έρ-
χωντττι σὲ ἀντίφαση μεταξύ τους. Αὐτὸ ἦταν κοι-τι ἀδιανόητο, ἀ-
κόμη Kai γιὰ τοὺς πιὸ μεγάλους μαθηματικοὺς -ιῆς πρὸ τοῦ 19ου αΙῶνος ἐποχῆς· γι’ αὐ-
τούς,ιῦ τὰ μόνα δυνατὰ ἀντικείμενα τῶν θεωρητικῶν μαθηματικῶν ἦσαν οἱ ἀριθμοὶ Kai τὰ
ἀντικείμενα τῆς Εύκλειδείου γεωμετρίας, δηλαδή τὰ ἀντικείμενα ἐνὸς «κλειστοῡ» μαθηματι-
κοῡ κόσμου· ἀντιθέτως, ὸ κόσμος ποὺ ἄνοιξε ὴ ἀρχὴ -ιής,μὴ ἀντιφάσεως στὴν μαθηματικὴ
φαντασία εἶναι ἀπέραντος”’ πλάϊ στὰ προὸλήματα τοῦ «παλαιοῦ τύπου», δηλαδή
ατὰ προόλήμα-τα ·ττῸὺ ἀφοροῡν ἤδη μελετημένα ἀντικείμενα τῆς μαθηματικῆς σκέψεως, προ-
δάλλει τὼρα τὸ πρόδλημα τῆς ἀναζητήσεως ἀξιωματικῶν συστημάτων ποὺ νὰ ὁρίζουν (μὲ
τὴν ἔννοια τῆς ἐλλείψεως λογικῆς ἀντιφάσεως) νέα ἀντικείμενα τῆς μαθηματικῆς σκέψεως·
τὸ ένδιαφέρσν τῶν νέων αὐτῶν ἀντικειμένων ὀφείλεται ἅλλες φορὲς σ-τῑς «ἐνδομαθηματι-
κὲς» ἐφαρμογές τους, δηλαδὴ στὸν συνθετικό, έρμηνευτικὸ, κτλ. ρόλο ποὺ παίζουν γιὰ τὰ
προϋπάρχοντα μαθηματικά, Kai ἄλλοτε σ-ιήν πνευματικὴ γοητεία ποὺ παρουσιάζουν ὡς
λογικὰ οῐκοδομήματα οΙ θεωρίες ποὺ μπορεῖ κανεὶς νὰ στηρίξη στὰ ἀξιωματικὰ συστή-
ματα ποὺ τὰ ὁρίζουν. Καὶ στή μιὰ Kai στὴν ἄλλη περίπτωση, τὰ μαθηματικὰ ποὺ ἓτσι
ἀνα-ιττύσσονται, καλοῦνται συνήθως ’<<ἀφη ρη μένα» μαθηματικά. '0 ὅρος
«ἀφηρημένα» ὺ-ποδηλώνει ὅτι ol μαθηματικὲς αὐτὲς θεωρίες δὲν ἀφοροῡν μόνον
ἀριθμοὺς ἢ μόνον ἀντικείμενα τῆς Ξύκλ. γεωμετρίας
ἀλλὰ ἀντικείμενα ·τῆς σκέψεως ποὺ ὁρίζονται ἀπὸ εὐ-
ρύτερα ἀξιωματικὰ συστήματα.
ΓΟ νέος τρόπος ὁρισμοῦ καλεῖται συνήθως <( ἀ ξ ι ω μ ατ ι κ ὸ ς » Kai ἡ ἀναζήτηση ἀ-
ξιωματικῶν συστημάτων ποὺ νὰ προσφέρωνται γιὰ ·ι-ἠν οΙκοδόμηση ἐπάνω α’ αὐτὰ θεω-
ριῶν ποὺ νὰ συγκεντρώνουν καὶ νὰ ὀργανώνουν α’ ἕνα λογίκὸ Kai ἱεραρχημένο σύνολον
διάφορα γνωστὰ μαθηματικὰ γεγονότα καλεῖται «ἀξιωματικὴ μέθοδος ἐρεύ-
νης στὰ μαθηματικά».
Τὴν ἀξιωματική μέθοδον ἐρεύνης τὴν εΙσ-ήγαγαν οἱ ἀρχαῖοι, Ἕλληνες μὲ τήν Εὺκλ.
γεωμετρία, τὴν ξαναὸρῆκαν οἱ ἅνθρωποι κατὰ τὸν ἶ9ον αἰῶναΠ Kai ἐμφανίζεται σὲ ’ὥρι-
μη μορφὴ μόλις κατὰ τὰ Tan του,υἱ γιὰ νὰ ἀναπτυχθῆ μὲ γοργὰ δήματα κατὰ τὸν 2οὸνγ
αΙῶνα· γι’ αὐτὸ Kai πολλοὶ θεωροῦν τήν ἀξιωματική μέθοδον ἐρεύνης ὡς τὸ κυριώτερο
χαρωσηριστικὸ τῶν μαθηματικῶν τοῦ 20οῦ αἰῶνος.
Συνήθως, τὰ ἀφῃρημένα μαθηματικὰ ἀποκαλοον «νεώτερα» μαθηματικά, ἐνῶ
τὰ μαθηματικὰ ποὺ ἀνεπτύχθησαν μεταξὺ τῆς Ἀνὰ-γεννήσεως καῑ“τῶν μέσων τοῦ ’19ου
αῐῶνοςω τὰ όνομάζουν συχνὰ «κλασσικὰ» μαθηματικά. Πρόδρομοινττῶν νεωτέρων μαθη-
ματικῶν θεωροῦνται, γενικά, οἱ ἀρχαῖοι Ἕλληνες, ἐπειδὴ αὐτοὶ εῐσήγαγαν στὰ μαθημα-
τικὰ -ι-ἠν αὐστηοή ἀποδεικτικὴ ἀντίληψη καῖ τὸ ἶδανικὸ τῆς ἀξιωματικῆς ἀναπύξεώς 'rouq.Bo
Νομίζω ὅτι, ἂν θῶουμε νὰ ὃάλουμε τὰ ζητήματα ὁρολογίας σὲ ἀπολύτως ὀρθολο-
γιστική δάση, θὰ πρέπει ν’ ἀποκαλέσουμε ὅλα τὰ μαθηματικὰ ποὺ στηρίζονται σὲ ἀξιω-
ματικὰ θεμέλια «ἀφηρημένα» ιἣ «νεώτερα» μαθηματικά· ὁπότε ὁ τίτλος τοῦ «κλασσικοῡ»
δὲν θ’ ἀπέμενε σὲ κανι-ᾖκα τμῆμα τῆς μαθηματικῆς ἐπιστήμης ἀλλὰ μόνον σὲ μερικὲς πα-
λαιότερες « διατυπώσει ς» τέτοιων τμημάτωνῇ
Τὰ μαθηματικὰ περνοῦν σήμερα μιὰ κρίση ποὺ παρουσιάζει μερικὲς ἀναλογίες μὲ
τὴν κρίση πού περνᾱ ὴ Τέχνη. ‘H κρίση αύτή ἀφορᾶ πρῶτα-πρῶτα τὰ κ ριτήρια μὲ
τὰ ὁποῖα κρίνεται ἠ ἀξία ἐνὸς ἔργου τὰ κριτήρια αὐτὰ ,ἧταν σχετικῶς εὐδιάκριτα στι-ἠν
ἐποχὴ ὅπου ὸ μαθηματικὸς ἀττησχολεῖτο μὲ προδλήματα ποὺ ἀφοροῡσαν ἕννοιες «οἰκεῖες»
στοὺς ἄλλους μαθηματικούς, μὲ προδλήματα ποὺ συχνὰ εἶχαν τήν ἷσ-τορία τους Kai ὅπου
οἱ δυσκολίες ῆταν κάπως φανερές; ἀκριδῶς ὅπως τὰ ’καλλιτεχνικὰ κριτήρια ἦταν σχετι-
κῶς εὐδιάκριτα ὅταν ὴ ἐιτιτυχία τοῦ καλλιτέχνη κρινόταν ἀπὸ τὴν ἱκανότητά,του ν’ ἀντι-
γράφη τήν φύση ἢ νὰ προκαλῆ ἀνθρώπινες συγκινήσεις στὸ κοινόν. Τὰ κριτήρια ὅμως
γίνονται πολὺ πιὸ ἀμφίδολα προκειμένου περὶ ἔργων ἀφηρημένης τέχνης Kai ἀνάλογες
δυσκολίες παρουσιάζσνται Kai στὰ ἀφηρημένα μαθηματικὰ μερικὲς φορές, γιοπὶ ὁ μαθη-
ματικὸς κόσμος ποὺ πλάθει πιὰ ὁ κάθε ἐρευνητὴς εἶναι, κατὰ κά-ποιον τρόπον, ὁ δικός
του κόσμος. Αύτὲς οἱ δυσκολίες ποὺ παρουσιάζουν τὰ κριτήρια τῆς ἀξίας στὴν περίπ-τωση
τῶν νεωτέρων μαθηματικῶν καθὼς Kai στῆν περίπτωιση τῆς νεωτέρας Τέχνης ’δέν ἀποτε-
λοῦν, φυσικά, ἐπαρκῆ λόγο γιὰ ν’ ἀπορρίψη κανεῖς τὸ ἕνα ἢ τὸ ἄλλο, διό-τι αὐτὸ ,δὲν θὰ
ἤταν παρὰ μιὰ ἄρνηση τῆς προόδου. Μὲ τὴν παρατήρηση, μόνον, ὅτι-ὁ ἅνθρωπος ἔχει
ἀνάγκη, κάθε τόσο, νὰ ἐπιστρέφη στῐς πηγὲς τῆς ζωῆς Kai τῶν ἀνθρωπίνων ἐνδιαφερόν-
των, ὥστε ν’ ἀνανεώνεται πὸ ἀρχέγονο τμῆμα τῆς ἐμπνεύσεώς του Kai νὰ μὴν κινδυνεύη
νὰ ὸδηγηθῆ σὲ νέου εἴδους ἀκαδημαϊσμούς, ποὺ δὲν θὰ ῆταν λιγώτερο σ-τεῖροι ἀπὸ τὸν
παλιὸ ἀκαδημαῖσμό- γιατί, χωρὶς ἀμφιὸολία, κάθε ἀνθρώπινη ἐκδήλωση, ἀκόμη Kai τὰ
Μαθηματικὰ Kai ἠ Τέχνη, δὲν εἶναι κάτι ἄσχετο μὲ τήν ἐξωπροσωπική μας ἀνθρωπότητα,
δὲν μπορεῖ νὰ προκόψη γιὰ πολὺ χωρὶς τὴν ζεστὴ πνευματική τροφὴ ποὺ τῆς προσφέρει
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ἢ σκέψη τῶν ἄλλων· καὶ ὁ δαθὺς ἀνθρωπισμὸς τῶν Μαθηματικῶν καῖ τῆς Τέχνης δὲν“ἕγ-
κειται τόσο στῑς ὑλικὲς ἐφαρμογὲς τῶν πρώτων Kai στῑς (μὲ εὐρεῖα σημασία) ψυχαγω-
γικὲς τῆς ἅλλης, ὅσο στὴν πνευματική ὲπικοινωνία ποὺ ἀποκαθιστοῦν ἀνάμεσα σὲ διαφό-
ρους ἀνθρώπους διαφόρων ὲποχῶν. K
Ἀρχέγονες -ιτηγὲς μαθηματικῶν ἑνδιαφερὸντων θα δρίσκωνται πάντοτε σὲ προὸλήματα γιὰ
τὰ ἑκάστοτε.ὑπάρχοντα μαθηματικά, ἀκριδῶς ὅπως ἀρχέγονες πηγὲς καλλιτεχνικῶν ἐνδιαφε-
ρόντων ea: μπορῆ πάντα 6 ζωγράφος νὰ 6ρῆ στὴν φύση, 'H ἑκάστοτε ὑπάρχουσα ἐπιστήμη
Kai ὴ ἑκάστοτε διατιθεμένη φύση (γιατῑ KI’ αὐτὴν τήν ἀλλάζει 6 ἄνθρωπος, ἐπηρεάζοντας
Eran ἐμμέσως Kai τὶς αἰσθητικὲς ἀντιλήψεις του) θ’ ἀποτελοῦν πάντοτε ἀστείρευτες πηγὲς
γιὰ νέες ἐμπνεύσεις. Νομίζω ὅμως, τουλάχιστον ὅσον ἀφορᾱ τὰ μαθηματικὰ ὅπου καὶ
μόνον ἔχω τὸ ήθικὸ δικαίωμα νὸι ἔχω γνώμη, ὅτι σύντομα κύριος δρόμος ἐρεύνης θ’ ἀποδῆ
6 «καθαρὰ ἀφηρημένος», δηλαδή αὐτὸς στὸν ὁποῖον 6 μαθηματικὸς ea: ἐν·
διαφέρεται ἀποκλειστικὸι Kai μόνον γιὰ τὸ πνευματι-
κὸ ἓνδιαφέρον τοῦ ἀξιωματικοῦ οἰκοδομήματος ποὺ ea:
ἐξετάζη, χωρὶς να ἑξαρτᾶ τὴν σημασία τοῦ οἰκοδομή-
ματος αὐτοῦ ἀπὸ τὸ ἂν θὰ ἔχη ἢ ὂχι ἑφαρμογὲς στὰ-ἦδη ὑπάρχοντα μαθηματικά.
‘O δρόμος αὐτὸς μοῦ φαίνεται ὅτι θὸε εἷναι τελικὰ Kai 6 πιὸ ὀρθολσγιστικὸς διότι σ’
αὐτὸν θὰ ἑνεργῆ τὸ πνεῦμα ἐλεύθερα, χωρῖς τῖς ἀφανεῖς ἀλλὰ τρομερὲς δεσμεύσεις τῆς
ἀναμενομένης ἑπιο-τημονικῆς ἀναγνωρίσεως.
Ἡ 6αθύτερη συγκριτική μελέτη τῆς ἀναπτύξεως τῶν νεωτέρων Μαθηματικῶν Kai τῆς
νεωτέρας Τέχνης θὸῑ παρουσίαζε μεγάλο ,ἓνδιαφέρον Σημειῶνουμε πάντως ἀπὸ τώρα μιὰ
οὐσιὼδη διαφορὰ καὶ μιὰ περίεργη σύμτιτωση.
Ἡ διαφορὰ εἶναι ὅτι τὰ ὁσονδήποτε πρωτοποριακὰ μαθηματικὰ ἔχουν κοινὴ μὲ ὅλα
τὰ μαθηματικὰ τὴν ουνεπῆ χρησιμσποίηση τῆς λογικῆς, ἐνῶ δύσκολα μπορεῖ κανεῖς νὰ
ὁρῇ κοινὰ στοιχεῖα ἀνάμεσα o" ἕνα, ὁποιοδήποτε, πρωτοποριακὸ ἕργο Τέχνης Kai στὸ
σύνολο τῶν ἔργων Τέχνης, ἐκτὸς κά-ιτοτε ἀπὸ τὰ χρώματα τῶν ζωγράφων (μήπως ὅμως,
ἄραγε, ἀποτελοῦν αὐτὰ τὸ ἀντίστοιχο στοιχεῖον τῆς λογικῆς;).
Ἡ οὐμτι-τωση εἶναι χρονική Kai ἔγκειται στὸ ὅτι τὸ ξεκίνημα τῶν νεωτέρων μαθημα-
τικῶν Kai τῆς νεωτέρας τέχνης δρία-κεται στὸν ἴδιον, κατα-πληκτικό, 19ον αἰῶνα Kai μάλι-
στα στὸ δεύτερο ἥμισύ του’ ἂν τὼρα παρατηρήση κανεῖς ὅτι στὸν Ιίδιον αὐτὸν αίῶνα
προετοιμάσθηκαν οἱ νεώτερες ῐδέες τῆς Φυσικῆς καῖ τόσων ἄλλων ἐπιστημῶν, καῖ ἀκόμη
ἀνεπτύχθη ἡ συστηματική θεώρηση κοινωνικῶν συνόλων στὶς διάφορες μεταξύ τους σχέσεις,
καταλήγει σ-ιήν σκέψη ὅτι ὅλα αὐτὰ τὰ σύγχρονα πετάγματα τοῦ ἀνθρώπινου μυαλοῦ πρὸς
τὸ γενικὸ Kai πρὸς τὸ ἀφηρημένο, ὑπῆρξαν ἴσως οἱ ἑκδηλὼσεις μιᾶς καθολικῆς πνευματι-
κῆς ὡριμότητος ο-τήν ὁποίαν ἔφθασε τότε ὸ ἄνθρωπος, ἀκριδῶς ὅπως εἶχε συμδῆ στήν
ἀρχαία “Ελλάδα (πνευματικά), στήν ἐμφάνιση τοῦ Χριστιανισμοῦ (ἠθικά), Kai σ-ιήν Ἀ-
ναγῶννηση (πνευματικά).
Ξαναρχόμαστε τὼρα στὸν νέο τρόπο ὁρισμοῦ ἀντικειμένων τῆς μαθηματικῆς σκέ-
ψεως. Καθὼς εἴδαμε, στηρίζονται ol νέοι ὁρισμοῑ στὸ ὅτι τὰ ἀξιωματικὰ συσ-ιήματα ποὺ
τοὺς δια-ιυπώνουν δὲν έγκλείουν λογικὴν ἀντίφαση. Π ῶ ς ὁ μ ως μπο ρεῖ ν’ ἀ-
ποδείξη κανεῑς ὅτι ἕνα δοσμένο ἀξιωματικὸ σύστημα
δὲν παρουσιὰζει λὸγικήν ἀντίφαση,
Στήν πράξη, οἱ ἀποδείξεις αὐτοῦ τοῦ εἴδους εἶναι ἀπὸ τὶς πιὸ δύσκολες τῶν μαθη-
ματικῶν. Θεωροῦν συνήθως ἕνα ἄλλο ἀξιωματικὸ σύστημα, γιὸι τὸ ὁποῖον δέχονται ὄτι
ἔχει ἤδη ἀποδειχθῆ ἡ ἔλλειψις λογικῆς ἀντιφάσεως Kai προσπαθοῡν να κατασκευάσουν
μέσα σ’ αὐτὸ τὸ σύο-ιὴμα ἀντικείμενα τὰ ὁποῖα ἀφ’ ἑνὸς νὰ εἶναι λογικῶς ἀνεπίληπτα
λόγω τῆς ἐλλείψεως λογικῆς ἀντιφάσεως τοῦ παρόντος ἀξιωματικοῦ συστήματος Kai ἀφ’
ἑτέρου νὸς ἱκανοποιοῦν τὰ ἀξιώματα τοῦ ἀρχικοῦ ἀξιωμα-τικοῦ συστήματος [τ’ ἀντικείμενα ποὺ
Eran ὁρίστηκαν, λένε ὅτι ἀποτελοῦν ἕνα πρότυπον (modèle. réalisation) τοῦ ἀξιωματι-
κοῡ τούτου συστήματος]. Ἂν αὐτὸ τὸ ἑπιτύχουν, ἀπέδειξαν ὅτι τὸ ἀρχικὸ ἀξιωματικὸ
σύστημα δὲν περικλείει καμμιὰ ἀντίφασ-η· πράγματι, Χμιὰ τέτοια ἀντίφαση θὰ ἔπρεπε và
τήν συναντήσουμε ἀπαραιτήτως καὶ στὸ πρό-ιυπόν μας, τοῦ ὁποίου ὅμως ὴ μὴ ἀντίφαση
εἶναι ἤδη ἐξασφαλισμένη. Ἡ ἀπόδειξη αὐτὴ ὅμως στηρίζεται στὸ ὅτι εἷχε ἤδη ἀποδειχθῇ
ἡ μή ἀντίφαση τοῦ ἀξιωματικοῦ συστήματος μέσα στὸ ὁποῖον κατασκευάσαμε τὸ πρὸτυ-
πόν μας· Kai τώρα ἐρχόμαστε στὸ σημαντικὼτερο ’ίσως πρόὸλημα τῶν συγχρόνων μαθη-
ματικῶν, στὸ νὰ εὑρεθῆ, δηλαδή, κάποιο θεμέλιο γιὰ· τὰ
μαθηματικὰ γιὸτ τὸ ὁποῖον νὰ ἔχη ἀποδειχθῆ ὴ ἔλλει-
ψη λογικῆς ἀντιφάσεως.,
Ἔχει ὲιτιτευχθῆ ή ἀναγωγή ἑνὸς μεγάλου μέρους τῶν συγχρόνων μαθηματικῶν (ὅλων
τῶν μαθηματικῶν, κατὰ τὸν Bourbaki”) στὴν θεωρία τῶν συνόλων,ΕΙ μὲ τήν
ἕννοιαὸτι 4ἂν μία ἀπὸ τῖς ἀξιωματικὲς Θεωρίες τῶν συ-
νόλων ποὺ ἀνεπτύχθησαν τὰ τελευταῖα χρόνια (1'r.)(. ὴ
θεωρία τῶν von Neumann - Bernays — Gôdel) δ ὲ ν π ε ρ ι κ λ ε î ει λογ ι κ ὴ
ἀντίφαση, Kai ὅλο τὸ, μέρος τῶν μαθηματικῶν αὐτὸ δὲν
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περικλείει λογική ἀντίφαση. Κανεῑς ὅμως δὲν ἔχει· ἀποδείξει τὴνμὴ ἀντίφαση τῆς ἀξιωματικῆς θεωρίας τῶν συνόλων. ’ ’ _
Δὲν θὰ μᾶς ἀπασχολήση ,α’ αὐτὸ τὸ ἀρθρο ἡ συστηματική σπουδή τῆς Θεωρίας τῶν
Συνόλων· προϋποθέτει ἄλλωστε κάποια οἰκειότητα μὲ τὴν «Καντοριανὴ» Θεωρία τῶν Συ-
νόλων, μὲ τὰ λογικὰ «παράδοξα» ποὺ προέκυψαν κατὰ τὴν ἀνάπτυξῆ της καὶ μὲ τῖς
πρΟΟπὰθειες ποὺ ἕγιναν γιὰ ν’ ἀνοικοδομηθῆ ἕνα τμῆμα τουλάχιστον τῆς ((Καντοριανῆς»
θεωρίας κατὰ τρόπον ποὺ ’νὰ μὴν προκύπτουν 'I'rczçm’zôoâcx.22 Σημειὼνουμε μόνον, ἀπὸ
ἐπιστημονικὸ χρέος, ότι τὰ θέματα αὐτὰ εἰσήχθησαν στὴν Ἑλλάδα γιὰ πρώτη φορὰ ’ἀπὸ
τὸν Π. Ζερδό, γύρω στὰ 1917, 1100 ἀνέπτυξε ὡρισμένες πλευρές τους τόσο στὴν διδα-
σκαλία του στὸ Πανεπιστήμιον Ἀθηνῶν ὅσο καὶ σὲ διαλέξεις του, στήν προ-πολεμικὴ ‘EÀ-
ληνική Φιλοσοφική Ὲταιρεία καὶ στὴν Ἀκαδημία Ἀθηνῶν.” _ _
‘O νέος τρόπος ὁρισμοῦ μαθηματικῶν ἀντικειμένων ποὺ ἀναφέραμε προηγουμένως,
παρουσιάζει μερικὲς σημαντικὲς διαφορὲς ἀπὸ τοὺς παραδοσιακοὺς τρόπους ὁρισμοῦ, ποὺ
δὲν ἔχει δικαίωμα κανεῑς νὰ τὶς παραὸλέψη· θὰ τῖς ἑξετάσουμε μὲ τὴν σειρά, ἀφοῦ ἀπο·-
φασίσουμε προηγουμένως ν’ ἀπσκαλοῦμε τὰ μαθηματικά ποὺ χρησιμσποιοῦσαν «συγκεκρι-
μένους» ὁρισμοὺς «προαφηρημένα»“ μαθηματικά.
1. Στὰ προαφηρημένα μαθηματικὰ, ἔχει νόημα ἡ θεώρηση μεμονωμένων ἀν-
τικειμένων, π.χ. τοῦ ἀριθμοῦ 273 ξέχωρα ἀπὸ τὸ σύνολον τῶν ρητῶν ἀριθμῶν. Μιὰ τὲτοια
θεῶρηση εῖναι ἀδύνατη στ’ ἀφηρημένα μαθηματικόν τοὺς λόγους θὰ τοὺς δοῦμε καλὺτερα
λίγο παρακάτω, μαντεύει ὅμως ἀπὸ τώρα ὁ ἀναγνώστης ὅτι ξεκινοῦν ἀπὸ τὸ ὅτι δὲν δια-
θὲτουμε πιά, ὅπως πρῶτα, ((ἀτσμικοὺς» ὁρισμοὺς τῶν ἀντικειμένων, τῶν ἀριθμῶν π.χ.,
ἀλλὰ μόνον ὁρισμοὺς συνόλων’ μὲ τοὺς νέους ἀξιωματικοὺς ὁρισμούς, ὁ 2/3 χάνει
κάθε μαθηματικὴν, ἔννοια ἂν τὸν ἀποχωρήσουμε ἀπὸ σύνολον τῶν ρητῶν· οἱ νέοι
ὁρισμοὶ ὁρίζουν τὰ ’σύνολα πρῶτα ἀπὸ τὰ ·μὲλη τῶν
συνόλων αὐτῶν. ’
Στὰ προαφηρημένα μαθηματικά, τὸ σύνολον τῶν ρητῶν ἀριθμῶν (ὁμοίως, τῶν ἀκε-
ραίων, τῶν πραγματικῶν κτλ.) εἶναι ἕνα καὶ μοναδ ι κό. Δὲν συμὸαίνει τὸ ῖδιο καὶ
στ’ ἀφηρημένα μαθηματικὰ ὅπου ὑπάρχουν ἅπ ε ι ρ α σύνολα ποὺ ἔχουν, ὅ λ α , ἀ κ ρ ι-
δὼς τὰ ῖδ ι α μαθηματικὰ δικαιώματα γιὰ ν’ ἀποκληθοῦν «σύνολα τῶν ρητῶν ἀρι-
θμῶν». Κατὰ ὅάθος, τὸ ἀξιωματικὸ σύστημα «ποὺ ὁρίζει τὸ σύνολον τῶν ρητῶν ἀριθμῶν δὲν
ὁρίζει ἕνα ὡ ρ ι σ μένο ἀπὸ τὰ διάφορα δυνατὰ σύνολα τῶν ρητῶν ἀριθμῶν ἀλλ’ ὅλα
μαζί, χωρὶς νὰ ἑκδηλώνη καμμιὰ προτίμηση πρὸς τὸ ἕνα
ἣ τὸ ἄλλο ἀπ ’ αὐτὰ. Δηλαδή, τὸ ἀξιωματικὸ αὐτὸ σύστημα ὁρίζει ὄχι μόνον ἕνα
σύνολον, ἀλλὰ ἕνα σύνολον ἀπὸ σύνολα ποὺ μαθηματικῶς εῖ-
ναι ὅμοια μεταξύ τους.
Ὅ,τι εἵπαμε ῐσχύει καὶ γιά τ’ ἄλλα ἀξιωματικά συστήματα μὲ τὰ ὁποῖα ὁρίζουν
συνήθως σήμερα τὰ διάφορα ἀντικείμενα ποὺ θεωροῦσαν καὶ στὰ προαφηρημένα μα-
θηματικά. Ὅταν ἔλθουμε ὅμως σὲ γενικώτερα σύνολα ἀντικειμένων, ἀπ’ αὐτὰ ποὺ ὁρίζουν -
τ’ ἀφηρημένα μαθηματικὰ, π.χ. στῑς ὁ μ όιδες,25 τότε τὸ ἀξιωματικὸ σύστημα ποὺ
ὁρίζει τήν «ἔννοια τῆς ὁμάδος» ὁρίζει ἕνα σύνολον Λ ἀπὸ σύνολα ποὺ δ ὲν εἶναι ὅ λα
μαθηματικῶς ὅμοια μεταξύ τους’ ἔχουν ὅλα ὃέὸαια αὐτὰ τὰ σύ-
νολα τὸ κοινὸ μαθηματικὸ χαρακτηριστικὸ πῶς ἱκανοποιοῦν τ’ ἀξιώματα τῆς ὁμάδος, ἀλλὰ
ὺπάρχουν μεταξύ τους καὶ σύνολα ποὺ διαφέρουν ὡς πρὸς ἄλλα μα-
ηκματικά χαρακτηριστικὰ -τους, π.χ. ὑπάρχουν ὁμάδες μὲ πε-
πε ρ ασ μ έν o πλῆθος στοιχείων ποὺ καλοῦνται ὸμάδες «πεπερασμένης τάξεως») καὶ
ὁμάδες μὲ ἄπειρον πλῆθος στοιχείων (ποὺ καλοῦνται ὁμάδες «ἀπείρου τάξεωςν).
Ἀνάλογη παρατήρηση ῐσχύει καὶ γιὰ τῖς τοπολογίεςω καθὼς καῖ γιά τῖς περισ-
σότερες ἕννοιες πού ὁρίζονται ὁτὰ ἀφηρημένα μαθηματικα. Ἔχουμε δηλαδὴ ὲδῶ πολλὰ
ἀξιωματικά συστήματα ποὺ ὁρίζουν σύνολα ἀπὸ σύνολα ποὺ εἶναι ὅμοια ὡς
πρὸς μερικὲς μαθηματικὲς ὄψεις τους, ἀλ.λά ὅχι ὡς
π ρ ὸ ς ὅ λ ε ς . Κάτι τέτοιο δὲν συμδαίνει μὲ κ αν έ ν α ἀπὸ τὰ ἀξιωματικά συστήματα
ποὺ ὁρίζουν τὶς ἔννοιες τῶν προαφηρημένων μαθηματικῶν. 'H διαφορὰ αὐτὴ
θεωρεῖται ἀπὸ τὸν Bourbaki καὶ ἀπὸ ἄλλους διαπρεπεῖς μαθηματικοὺς ὡς μία
ἀπὸ τὶς οὐσιωδέστερες διαφορὲς ποὺ χωρίζουν τὰ ἀφη-
ρη μένα ἀπὸ τὰ προαφηρη μένα μαθηματικός.
Στὺ σημεῖο αὐτὸ θὰ ἔχουν πιὰ ἑξαντληθῆ τὰ ὅρια τῆς ὑπομονῆς τοῦ ἀναγνώστη, γιατὶ
χρησιμοποίησα πσλλὲς φορὲς τὴν ἔκφραστ] «μαθηματικὴ ὁμοιότης» χωρὶς νὰ τὴν ὁρίσω
προηγουμένως· δυστυχῶς, οἱ ὁρισμσῖ ποὺ δίνονται διεθνῶς στῂν ἔννοια τοῦ «ἰσομσρφισμοῦ»
(αὐτὸς εἶναι ὁ διεθνὴς ὅρος γιά ὅ,τι ἀποκαλέσαμε πρόχειρα «μαθηματικὴν ὁμοιότητα»)
προϋποθέτουν καί πράγματα ποὺ δὲν τὰ ἔχουμε ἀνοπιτύξει σ’ αὐτὸ τὸ ἅρθρο, χωρὶς καὶ
νὰ εἶναι σίγουρο γιὰ κανέναν ἀπ’ ὅσους ὁρισμοὺς ξέρω ὅτι καλύπτει ὅλο τὸ πλάτος ποὺ
ἠ μαθηματική φαντασία μπορεῖ νὰ δώση στὸν ὅρον αὐτόν, χρησιμοποιῶντας τὴν ἀρχὴ
τῆς ἐλλείψεως λογικῆς ἀντιφάσεως. Θὰ προσ-καθήσω ὅμως νὰ δώσω μιάν ῐδέα στὸν ἀνα-
γνώστη γιὰ -ιήν ἑξαιρετικά σ-ημαντικήν ἔννοια τοῦ ((ίσομορφισμοῦ», cr’ ἕνα παράδειγμαῑ

“At; ὑποθέσουμε ὅτι έχουμε δύο σύνολα Α καὶ Β ποὺ ὁρίζονται ἀντιστοίχως ἀπὸ δύο
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ἀξιωματικὰ συστήματα (a) Kai (β) Kai όρίζουν ἀντιστοίχως μιὰ πρὰξη Τ μέσα στὸ Α
Kai μιὰ πρὰξη _|_ μὲσα στὸ Β μὲ τὴν ἔννοιαν ὅτι, γιὰ κὰθε διατεταγμὲνο ζεῦγος (αι, αλ)
στοιχείων τοῡ Α (ἀντιστοίχους, (B), B._.) στοιχείων τοῦ Β) τὸ al Τ α, εῖναι ἕνα ὡρισμὲνο
στοιχεῖον τοῦ Α (ἀντιστοίχως, τὸ 61 T 6, εῖναι ἕνα ὡρισμὲνο στοιχεῖον τοῦ Β). Τὰ (d)
Kai (6) δὲν μᾱς λένε τίποτε· ἄλλο γιὰ τὰ Α Kai B. · “
“Av τώρια μπορῆ νὰ ἐγκατασταθῆ μία ἀντιστοιχία ,ἓν πρὸς ἓν μεταξὺ τῶν
στοιχείων -τοῦ Α καὶ τῶν στοιχείων τοῦ Β (Kai συμφωνήσουμὲ νὰ παριστανουμε τ’ ἀντί-
στοιχα στοιχεῖα μὲ τὰ γράμματα αν Kai βν ἀντιστοίχως, ὅπου τὸ ν. παίρνει τὶς τιμὲς
του ἀπὸ Kan-(110 σύνολον) στήν ὁποίαν ἀντιστοιχία τὰ σλ Τ αμ καὶ βλ i βμ νὰ εῖναι
στοιχεῖα ἀντίστοιχα, ὅποιο Kl’ ἂν εἶναι τὸ διατεταγμὲνο ζεῦγος (λ,μ),
τότε τὰ Α καὶ Β ἐφωδιασμὲνα ἀντιστοίχως μὲ τῑς πράξεις Τ Kai i καλοῦνται «ίσ-ό..
μ o ρφα» ὡς πρὸς αὐτὲς τὶς πράξεις ἢ ὡς πρὸς τὰ ἀξιωματικὰ συστήματα (α) καὶ (6).
Παρατηροῡμε τώρα ὅτι ἂν στὰ ἀξιωματικὰ συστήματα (α) Kai (6) ἀντικαθιστοιῖισαμε
τὰ σύμδολα Τ Kai _|_ ἀπὸ ἕνα Kai τὸ Ιίδιο σύμδολο π.χ. τὸ ο, τότε τὰ (α) Kai (β)
θὰσυνὲπιτι-ταν.Βλὲπουμελοιπὸνότι, ἀκριδῶς ὅπως Kai τὰ σύνολα
Α Kai Β, ἔτσι Kai τὰ ἀξιωματικὰ συστρήματα (α) καὶ
(6), ποὺ τὰ ὁρίζουν δὲν διαφέρουν παρὰ μόνον στὸν
σ υ μ 6 ο λ ι a μ ό. ,Γαικόῑ, θὰ μποροῦσε κανεῑς νὰ πῆ ὅτι, ὅταν ἔχουμε δυὸ σύνολαΑ Kai B ποὺ τὸ καθὲνα τους εἶναι ἑφωδιασμὲνο μὲὡρισμὲνες πράξεις ποὺ ὑποδηλώνονται ἀπὸ ὡρισμένασὺμδολα, θὰτὰλὲμε(<ῐσόμορφαη>, ἂν καὶ μόνον ἂνἱ i) μποροῡυνὰ ἐγκατασταθοῦν μεταξύ τους ταυτοχρόνως oi ἑξῆςἀντιστοιχίες ἓν πρὸς Ev: -

Μία ἀντιστοιχία μεταξὺ τῶν A Kai B,
Μία ἀντιστοιχία μεταξὺ τῶν πράξεων τοῦ A Kai τῶν πράξεων τοῦ Β,
Μία ὰντιστοιχία μεταξὺ τῶν σ-υμδόλων τοῦ A Kai τῶν πμόόλων τοῦ Β,

κ ai 2) ὕστερα ἀπὸ τὴν ἐῪκατάσ-ταση τῶν τριῶν αὐτῶν ἀντιστοιχιῶν, δια-πιστοῦται ὅτι
τὸ ἀντ ίστο.ιχο στοιχεῖον στὸ Β κάθε συμδολικῆς ὲκ-
φράσεως ποὺ περιέχεται στὸ Α δὲν εἶναιπαρὰ ἠ συμ-
ὃολική ἔκφραση στὸ Β ποὺ λαδαίνουμε ὅταν ἐφαρμό-
σωμε στὰ σύμὸολα τῆς δοσμὲνης ἐκφράσεως τήν τρίτη
ἀντιστοιχία. -
Μποροῡμε τώρα ν’ ἀναδιατυιτώσουμε μιὰ προηγούμενη παρα-τήρηση ὡς ἑξῆς; Μιὰ
οὐσιώδης διαφορὰ ἀνάμεσα στὰ προαφηρημὲνα καὶ στὰ
ἀφηρη μὲνα μαθη ματικὰ εῖναι ὅτι τὰ προαφηιρημὲνα
χρησι μοποιοῦσαν ἀποκλειστικὰ σύνολα ποὺ oi σημερι-
νοῑ ἀξιωματικοί τους ὁρισμοί ὸρίζσυν μόνον σύνολα
ῐσόμορφα μεταξύ τους, ἑνῶ ἕνας τέτσιίος περ-ιορισμὸς
δὲν Ισχύει γιὰ τ’ ἀφηρημὲνα μαθηματικά. Ἀπ’ ἐδῶ ἕπει-αι
Kai τὸ συμπέρασμαῑ ‘O μόνος σωστὸς τρόπος ν’ ἀντιμετωπί-
μση κανεῑς τὰ προαφηρη μὲνα μαθηματικὰ εῖναι νὰ τὰ
θεωρήση σὰν μιὰ εΙδικὴ περίπτωση τῶν ἀφηρημὲνων.
Ξαναγύρισε ἔτσι ἡ Μαθηματική Ἐπιστήμη σ-ιήν ἁποψη τοῦ Ἀριστοτέλους ὄτι πρέ-
πει νὰ προχωροῡμε ἐι( τοῦ γενικοῦ π ρ ὁ ς τ ὁ μ ε ρ ι κ 6 ν.Ἦ (Τὴν ἄποψη
αὐτὴ θὰ δρῆ ὁ άναγνώσ-ιης Kai στὸν πρόλογο τοῦ 6ι6λίου τοῦ Bourbak στὸ ὁποῖον ἤδη
παρα-πέμψαμε).
Οἱ μαθηματικὲς ἀπόψεις ποὺ προὸάλαμε δὲν εἶναι oi μοναδικὲς (στὸ 6ι6λίο τῶν
Fraenkel Kai Bar - Hillel στὸ ὁποῖον παραπέμιψαμε, ea δρῆ ὁ ἀναγνώσ-ιης τὶς περισ-
σότερες ὀτιτὸ τὶς τρὲχουσες ἀπόψεις δὲν πρόλαόε νὰ περιλὰὅη ὅμως αὐτὸ τήν σημαντική
θεωρία τοῦ ὁρισμοῦ τοῦ Krasner ’Β ποὺ ἀνοίγει πραγματικὰ ἕνα νὲο δρόμο
στή σκὲψη). Νομίζω ὅμως ὅτι, ὅποιαν ἐξὲλιξη κι’ ἂν πάρουν τὰ μαθηματικὰ, θ’ ἀφήση
πάντα τήν σφραγῖδα του τὸ σημερινὸ στάδιο τῶν ἀφῃρημένων μαθηματικῶν Kai δὲν δλὲιτω
γιατί θὰ πρέπει νὰ θυσιάση ἑκουσίως ὸ ἅνθρωπος τήν ἐλευθερία ποὺ ἄνοιξε σ-ιήν σκὲψη
του ἡ ἀρχή τῆς ἐλλείψεως λογικῆς ἀντιφάσεως.
Ὀἰ-πιὸ ἀντίθετες ἀπόψεις πρὸς τ’ ἀφηρημὲνα μαθηματικὰ ποὺ ἔχουν ὣς τὼρα ἀνα-
πτυχθῆ εῖναι, ὅσο ξὲρω, οἱ ἀπόψεις τῶν διαισθητιστῶν (ἀ-γγλικὰε intuitionnists),
ποὺ ἀμφισὸητοῡν τὴν ἰσχὺν. ἀκό μη καῖ τ μη μάτων τῶν προαφηρη-
μ ἑνω ν μ-αθη ματ ι κῶν. (0i ἀπόψεις τους εἶναι ἄξιες πολλῆς προσοχῆς, μὲ τὴν
ἔννοια ποὺ εἶναι χρήσιμη ὴ αὐστηρή κριτική μιᾶς 6αθυστόχαστης ἀντιπολιτεύσεως σὲ μιὰ
νικήτρια ἑπαναστατική συμπολίτευση ποὺ ἀντιπροσωπεύει τὸ πνεῦμα τῶν καιρῶν). Ol ἀ-ιτό-
ψεις τῶν διαισθητιστῶν διατυπώθηκαν γιὰ πρώτη φορὰ στήν ἀρχαιότητα ἀπὸ τὸν Ζήνωνα
τὸν Έλεότη, κατανοήθηκαν ὅμως μόλις στὸ δεύτερο, ἥμισυ τοῦ 19ου αίῶνος ἀπὸ τὸν
KroneCker πού κι αὑτός, μὲ τὴ σειρὰ του, κατανοήθηκε μόλις στὸν 2οὸν αΙῶνα ἀπὸ τὸν
Brouwer, ποὺ εἶναι ἴσως ὸ πρῶτος χρονολογικὰ μαθηματικὸς ποὺ ξεπὲρασε τὸν Ζήνωνα
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(τόσο καταπληκτικα προφητικὸ ἦταν, στὴν κατεύθυνσή του, τὸ πνεῦμα τοῦ Ζήνωνος τοῦ
Ἐλεάτου), «
Γενικώτερα, 6 διάλογος ποὺ γίνεται σήμερα άνάμεσα στῑς διάφορες σχολὲς τῆς Μαθη-
ματικῆς Φιλοσοφίας, δίνει πολὺ συχνὰ τὴν ἐντύπωση πὼς εῖναι 6 άντίλαλος ἑνὸς διαλόγου
ποὺ ἓγινε στὴν Ἑλληνική ἀρχαιότητα. Ὁ Εὔδοξος Kai 6 Εὐκλείδης εῖναι οἱ πνευματικοὶ
πατέρες τῶν αξιωματιστών,’ὁ Ζήνων τῶν διαισθητιστῶν. Καὶ 6 Πλάτων μᾶς φαίνεται με-
ρικὲς φορὲς τόσο σύγχρονος, πού, ἀδυνατεῖ κανείς ν’ άναζητήση πνευματικοὺς ἀπογόνους
Too.” .
'H παρατήρηση αὐτὴ δὲν ἱκανοποιεῖ μόνο τὴν ιέθνική μσς ὑπερηφάνεια, ἀλλα θέτει
Kai δύο ὲνδιαφὲροντα προδλήματαε
’1. Τώρα, ποὺ ξὲρουμε τὴν λεπτότητα τοῦ ὰρχαιοελληνικοῡ μαθηματικοῦ πνεύματος,
πῶς μττῸροῡμε và δικαιολογήσουμε μερικὲς ἐλλείψεις τῆς Εύκλειδείου θεμελιώσεως;
Τὴν άττάντηση δέδαια δυσκολεύει τὸ γεγονὸς ὅτι δὲν ξέρουμε ἂν τὸ παλαιότερο γνω-
στὸ κείμενο Εὐκλειδείου Γεωμετρίας ποὺ ὑπάρχει εἶναι πιστὸν ἀντίγραφο τοῦ ά-
γνώστου μας πρωτστύττου. Ἀνεξάρ-ι-ητα ἀπ’ αὐτὸ ὅμως, ὴ πιὸ προσιτή πεῖρα, μεγάλων
ἀνθρώπων ὅπως ὸ Νεύτων, ὸ Lagrange, 6 Riemann,... μᾶς δείχνει ὅτι καὶ τὰ μεγαλύ-
τερα ἀκόμη πνεύματα ξεττερνιῶνται σὲ ἀκρίδεια σ’ ἕνα μεταγενέστερο στάδιο τῆς ἀνθρω-
πίνης σκὲμεως.
“ Αν τὸ διατιθέμενο Εὐκλ. κείμενον εῖναι πιστὸν ὰντίγραφο, διαφωτιστικα εἶναι νο-
μίζω τὰ γ’) καὶ ς’) τῶν Στοιχείων (I).30 Γιατὶ αὐτα Φανερα δὲν εῖναι ὁρι-
σμοί, εῖναι μαθη ματικαὶ προτάσεις (αἰτήματα ἢ κοινὲς ἔννοιες
ἣ θεωρήματα ὰφοῡ λοιπὸν δὲν ἀναφέρονται ἀποδείξεις τους, τα θεωρεῖ 6 Εὐκλείδης ὡς εἶδος
κοινῶν ἐννοιῶν τόσο φανερῶν, ποὺ οὔτε να άναφερθῆ τὸ προφανές τους εἶναι καν ἀνάγκη).
01 προτάσεις αὐτὲς. (ποὺ συνδυάζουν έννοιες ποὺ ἤδη ὥρισε 6 Εὐκλείδης) κάνσυν, νομίζω,
πιθανὴ τὴν εῐκασία ὅτι 6 Εὐκλείδης στήριξε πολλα στήν ἔννοια τῆς δ ι a στ άσε ω ς π o ù
-roû φάνηκε ταυτόχρονα όασικὴ καὶ αὐτονόητη. Δὲνθαῆταν
Ιίσως ὺ-ιτερόολικὸ να πῆ κανεῖς ὅτι οἱ ἀρχαῖοι Ἕλληνες μπόρεσαν να δημιουργήσόυν ἀλη-
θινα μαθηματικὰ ἐπειδὴ ἐπέτυχαν να ἐξαγάγουν ἀπὸ τὶς χαῶδεις έμπειρικὲς ἔννοιες δια-
στάσεων ποὺ προϋπῆρχαν μια διαισθητικὴ μὲν ἀλλ’ ἀφηρη μένη
ἔννοια διαστάσεως, στήν ὁποίαν ὁ Εὐκλείδης στήριξε τὸ οἰκοδόμημά του.
Τα ιγ’) Kai ιδ’) τῶν σπόρων»Μ δείχνουν καθαρα ὅτι 6 Εὐκλείδης μὲ τήν ἐκφραση
«ὅροι» δὲν ἐννοεῖ «ὁρισμοὺς» ἀλλὰ γεωμετρικὲς ’ὀντότητες (τα σημεῖα, τῖς εὐθεῖες, τα
ἐτι-ίπεδα,. . .). Σκεπτόμαιστε, λοιπόν, συνδυάζσντας τα προηγούμενα μήπως δὲν πρέπει
ν’ άντιμετωπίζουμε -τὸ πρῶτο κεφάλαιον τῶν Στοιχεῖων (δηλαδή τοὺς Ὄρους) σαν «ὁρι-
σμοὺς» μὲ τήν ἔννοια ποὺ πῆρε στα μαθηματικὰ άργότερα αὐτὸς 6 ὅρος ἀλλα μᾶλλον
σαν ὺποδείξεις προωρισμένες να ξαναφέρουν στὴ μνήμη μσς ἔννοιες Kai προτάσεις ποὺ
ἤδη τὶς-ἕχει ἀπὸ τὴ διαίσθηση. Δὲν ὺποοτηρίζω ὅτι Eran ἔχουν ἀπαραιτήτως τα πράγ-
ματα, άλλα τὸ προτείνω σαν ἕνα θέμα για ἐξέταση.
Ἐξ ἴσου ὺποστηρίξιμες εἶναι καὶ ol ἀπόψεις l) τῶν αλλοιώσεων στὸ κείμενο καὶ ll) τοῦ
«θαμπόψατος» ποὺ προκάλεσε στοὺς ἀρχαίους ἡ άνακάλυψη τῶν διαστάσεων. .‘H τελευ-
ταία περίπτωση ξανατταροισιάζεται πολλὲς φορὲς σι-ἠν ἱστορία τῶν μαθηματικῶν (ἔν-
νοιες παραγώγου Kai ὁλοκληράψατος στὸν 17ον Kai τὸν 18ον αῐῶνα, π.χ.).
Ή πρώτη ἅποψη ποὺ ὑποστηρίξαμε ἔχει ἴσως σχέο-η καὶ μὲ τὸ γεγονὸς τῆς τοποθε-
τήσεως ποὺ λάδαιναν οἱ Ἐλληνες ἀπέναντι στα Μαθηματικά· δὲν ἦταν αὐτα γι’ αὐτοὺς
μόνο ἕνα τινευμστικὸ οῐκοδόμημα, ἀλλ’ αντιπροσώπευαν Kai τὸ ὃάθος τῆς ὑποστάσεως
τοῡ φυσικοῦ κόσμουᾞΙ
Ἐρχόμαστε Eran, φυσιολογικά, στὸ δεύτερο πρόὸλημα ποὺ προκύπτει άπὸ ’τὴν δια-
πίστωση τῶν ἀναλογιῶν μεταξὺ τῶν διαφορῶν ποὺ παρουσιάζουν άνάμεσά τους οἱ ά-ιτό-
ψεις τῶν ἀρχαίων Ἑλλήνων μαθηματικοφιλοσόφων καὶ τῶν διαφορῶν ποὺ παρουσιάζουν
μεταξύ τους οἱ σημερινοί στοχσιστὲς ρτα ἴδια θέματα.
Τὸ πρόδλημα αὐτὸ εἶναι, ἂν μπορῆ μ’ ἐλπίδα ν’ ἀποὸλέ-ιτη ὁ ἅνθρωπος στήν δη-
μιουργία μιᾶς κ α θ ο λ ι κ o ῡ κ ü p ο υ ς μαθηματικῆς ἐπιστήμης ἢ
ἕνα τέτοιο ὅνειρο εἶναι χίμαιρα, διότι οἱ διαφορὲς ποὺ συναντοῦμε προέρχονται ἀπὸ ὑπο-
κειμενικοὺς λόγους ποὺ πάντοτε θα ἑξακολουθοῡν να ὺττάρχουν (ἴσως μὲ ἄλλα ὀνόματα);
Πρόῦλημα πολύπλοκο καὶ ὅχι μόνον μαθηματικά, γιάτῑ σζυνδέεται μὲ τὸ πρόδλημαῑ
Μέχρι ποίου ση μείου ἐπηρεάζεται ὴ λογική τοῦ αν-
θρώπου ἀπὸ τὴν μεταδολὴ τῶν ὑλικῶν καὶτῶν πνευ-
μ ατ ι κ ὢν συνθη κ ὣ ν τοῦ περιδάλλοντός του;
Oi ἔρευνες σέ τέτοια ζητήματα συνδέονται καὶ μὲ ἔρευνες ὰνθρωπολογικῆς φύσεως
σὲ παλιὲς ἐποχὲς ἢ σὲ πρωτόγονες φυλές.
“Av θέλει ὁ Θεός, θα ξανάλθουμε, κάποτε στα ἑνδιαφέροντα αὐτα ζητήματα στα
«Σύγχρονα Θέματα»· για να δια-ιτιστωθῆ άλλη μια φορα ὅτι δέν μττορεῖ κανεῖς να Ka-
ταλάόη καλὰ τὸ παρὸν ἂν δὲν κάνη πνευματικὲς αναδρομὲς στὸ άττώταπο παρελθὸν Kai
ἂν δὲν προσ-ιταθήοτ] να μαντέψη τὸ μέλλον.
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Σημειώσεις
1. D a V i d H il b e r t, Γερμανὸς μαθηματικός, ἀπὸ τοὺς μεγαλυτέρους ὅλων τῶν
αἰώνων. Ἡ ἐργασία στὴν ὁποίαν παραπέμπουμε δημοσιεύθηκε τὸ 1899, ὑπὸ μορφὴν συγγράμ-
ατος, τοῦ «Grundlagen der Geometrien. Νέα έκδοση αὐτοῦ (7η) έδημοσιεύθηκε 16 1930.
,ἱεὶρῑίς δε Berlin_1930. ’
2. «Αἱ μαθηματικαὶ ἔννοιαι παρὰ Πλάτωνι», ὑπὸ Π. Ζερβοῢ, πανηγυρικὴ ὁμιλία είς τὴν
Ἀκαδημίαν Ἀθηνῶν κατὰ τὸν ἑορτασμὸν τῶν Γενεθλῖων τοῦ Πλάτωνος1 κατὰ τὴν 22αν
Μαΐου 1950. “
3. Η e n ri P o i n c a r é, Γάλλος μαθηματικὸς (1854-1912), τὸν όποΐον θεωροῦν
γενικά, ὣς τὸν μεγαλύτερον μαθηματικὸ τῶν τελευταίων ὲβδομῆντα ἐτῶν. ’Ἐγραψε καὶ βιβλία
ἐπὶ τῶν ἀρχῶν τῆς ἐπιστήμης, ἀπὸ τὰ ὁποῖα 16 πιὸ φημισμένο εἶναι ἴσως 16 ((Έπισι-ήμη καί
’Υπόθεσιςιν οὲὐτὸ μεταφράστ-ηκε καὶ Ἑλληνικά, ἀπὸ τὸν Π. Ζερβὺ τὸ 1912, στὴν σειρὰ τῶν
ἐκδόσεων Φέ η.
4. Νομίζω ὅτι ἡ Εὐκλείδειος γεωμετρία διατηρεῖ καὶ σήμερα τὴν μορφωτικὴ ἀξία της·
αὐτὸ δὲν σημαίνει ὅτι δὲν πρέπει να ληφθοῦν ὑπ’ ὄψει οἱ νεώτερες ἀντιλήψεις ἢ ὅτι δὲν πρέπει
να μποῦν καίΙ στοιχεῖα νεωτέρων μαθηματικῶν στ-ὴν Μέση Παιδεία.

5. 'H αἰτία ποὺ δέν διατηροῦν οἱ σχολικὲς μεταποιήσεις τὴν ἀξία τοῦ Εὐκλειδείου πρω- k
τοτύπου δέν εἶναι, νομίζω, μόνον παιδαγωγική ,Εἶναι ἐνδεχόμενον ότι οῑ συγγραφεῖς τῶν
σχολικῶν βιβλίων στηρίζονται συνήθως στὰ βιβλία τῶν ἀμέσως προηγουμένων τους συγγρα-
φέων καὶ ὅχι στὸ πρωτότυπο· φθάνουμε ἕτσι διαδοχικὰ σὲ βιβλία γραμμένα πρὶν ἀπὸ 16 βι-
βλίοδτοῦ Hilbertxal ἑπομένως πρὶν κατανοη θῆ πλή ρως 16 Εὑκλ. Ol-
κ ο ό μ η μ α. ι Ν
6. E. “Σ. Σ τ α μ ά τ η; «Εὐκλείδου Γεωμετρία», Τόμος Ι, Εἰσαγωγή, ἀρχαῖον κεί-
μενον, μετάφρασις. Ἀθῆναι 1952.
7. Felix Klein: Elementary Mathematics from an Advanced standpoint. Geome-
try (σελ. 138 κ.ἑ.) (”Αγγλικὴ μετάφραση ἀπὸ 16 γερμανικό, ἔκδοση Dover, Η.Π.Α., 1939).
B. Τὴν ἔννοια (ιπρόσθετα αἰτήματα» τὴν χρησιμοποιήσαμε γιὰ λόγους διδακτικούς· τὸν
ἀκριβῆ τρόπο μὲ τὸν ὁποῖον ἐκφράζεται 6 Hilbert θὰ τὸν βρῆ 6 ἀναγνώστης λίγο πιὸ πέρα.
9. Τὴν ἔννοια αὑτὴ τοῦ συνόλου χρησιμοποιοῦμε ἑδῶ γιὰ λόγους διδακτικοὺς. Οί λογικὲς
ἀντιφάσεις στῐς ὁποῖες ὁδηγεῖ, καμμιὰ φορά, ἡ χωρὶς περιορισμοὺς χρησιμοποίησή της ἀνάγ-
κασαν τοὺς μαθηματικοὺς νὰ τὴν ἐγκαταλείψουν καί ν’ ἀναζητήσουν ἀ ξ ι ω μ α τ ι κ α σ υ-
σ τ ή μ α τ α ποὺ να ὁρίζουν ἔννοια συνόλου μὴ ἀντιφατική“ αὐτὸ ἔχει έπιτευχθῆ, κατὰ δια-
φόρους τρόπους, νομίζω όμως, ὅτι δὲν ἔχει λεχθῆ ἡ τελευταία λέξη σ’ αὐτὰ τὰ θέματα.””Υ-
πάρχουν καίΙ ἄλλες ἀντιλήψεις για τὰ ζητήματα αὐτά. Π α ρ α π o μ π έ ς;
Ι. Α.Α. Fraenkel καὶ Y. Bar—Hillel: Foundations of
8,6 t T h e o ry, North—Holland Publlishing Çompany, Amsterdam, 1958. (T6 πλου-
σιωτεῗῗ.ἵ1ῗ4ωὲ guy??? afllsaiitoe It? 1'? ξηότέμιῗῖαε αἵθ’] a d é f i n i t i o n, Journal de
Mathématiques Pures et Appliqués, Cauthier—Villars, Paris (Ἐπαναστατικὴ νέα θεμε-
λίωση τῆς θεωρίας τῶν συνόλων σὲ μορφὴ έκτεταμένης ἀλλ’ ὅχι ἀκόμη πλήρους μελέτης· νο-
μίζω ὅτι εἶναι ἀπὸ τὶς βαθύτερες μελέτες στὰ θέματα αὐτὰ ποὺ ἔχουν ποτὲ γίνει).
ΙΙΙ. Ε. Ka mke: Θ εω 9 ία τ ὧν συνόλω ν. (Ἑλληνικὴ μετάφραση ἀπὸ
τὸ Γερμανικὸ ὑπὸ Δημ. Γκιόκα, ἕκδοσις Α. Καραβία, Ἀθῆναι 1963). Βλ. τίς παρατηρήσεις
ποὺ βρίσκονται στὸ τέλος τοῦ βιβλίου καθὼς καὶ τὶς Προσθῆκες Ι καὶ IIl στὶς ὁποῖες προσ-
παθΞ-ισαμε v’ ἀναπτύξουμε κατὰ τρόπον προσιτὸν μερικὲς νεώτερες ἀπόψεις γιὰ τὰ ζητήματα
αυτ .
10. G. Choquet: ”Αλγεβρα τῶν συνόλων (“Ελληνικὴ μετάφραοηἀπὸ τὸ Γαλλικὺ ὑπὸ Δημ. Γκιόκα), σελ. 34 κ.ἑ.

11.Π. Ζερβοῦ; ΪΑπειροστικὸς Λογισ ὸς (Ἀθῆναι, 1929), σελ. 3οκ.ἑ.
12. Ol περισσότεροι ἀπὸ τοὺς σημερινοὺς μαθηματικους· ὑπάρχουν ὅμως καὶ ἀντίθετες
ἀπόψεις, π.χ. τῶν διαισθητιστῶν (intuitionnistes).
13. T6 ἀξιοσημείωτο εἶναι ἑδῶ ὅτι 6 Hilbert καὶ 6 Poincaré εἶχαν ἀντίθετες ἀπόψεις
σὲ ἄλλα ζητήματα μαθηματικῆς φιλοσοφίας. I
1 ΙΥπάρχουν καὶ ἐξαιρέσεις, αὺτὲς ὅμως δὲν ἑδημιούργησαν κατάστασιν πρὶν ἀπὸ τὸν
19ον α ῶνα.
15. Αὐτὸ δὲν σημαίνει ὅτι οί ἀριθμοὶ παίζουν τώρα λιγώτερο σημαντικὸ ρόλο σ’τὰ μα-
θηματικά· ἀπεναντίας, ἡ θεώρηση γενικωτέρων ἀντικειμένων τῆς μαθηματικῆς σκέψεως έγινε
ἀφορμὴ νά κατανοήσουμε καλύτερα τὴ θέση τῶν ἀριθμῶν καὶ νά διακρίνουμε ποιὲς ἰδιότητες
ἀνήκουιὲψάποκλειστικὰ στοὺς ἀριθμοὺς καὶ ποιὲς σὲ γενικώτερα ἀπὸ τοὺς ἀριθμοὺς ἀντικείμενα
της σκ εως.
“ 16. Οἱ μὴ Εὐκλείδειες γεωμετρίες τοῦ Lobatsevski καὶ τοῦ Bolyai ἀφ’ ἑνὸς καὶ τὰ
quaternions τοῦ Hamilton ἀφ’ ἑτέρου πρέπει, νομίζω, νὰ Θεωρηθοῦν ὡς μεγάλα βήματα ὅχι
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μόνον λόγῳ τῆς μαθηματικῆς σημασίαςτους ἀλλὰ καὶ διότι ἔδωσαν στὸν ἄνθρωπο ν έα
(ὡς πρὸς τοὺς ἀριθμοὺς καὶ ὡς πρὸς τὴν Εὐκλ, γεωμετρία) ἀντικείμενα τῆς μαθημ. σκεψεως·
μὲ τὴν ἔννοια αὐτή, πρέπει νά δικαιολογήσουμε καὶ τὸν ένθουσιασμὸ τοῦ μεγάλου Hamllton
ποὺ ἀφιέρωσε τὴν ζωή του στὴν συστηματικὴ ἀνάπτυξη ἐπιστήμης στηριγμένης στα quater-
nionS' ένοιωθε ἀσφαλῶς τὴν γενικώτερη σημασία τῆς ἀξιωματικῆς μεθόδου καὶ ἐνεργῶντας σὲ
Α ιὰ είδικὴ, περίπτωση, έξοικείωνε τοὺς νεωτέρους μαθηματικοὺς μὲ τὴν ἰδέα νά ἀναπτύσσουν
πιστήμτῖαέπάνω σὲ ἀντικείμενα διαφορετικά ἀπὸ τοὺς ἀριθμοὺς καὶ τὰ ἀντικείμενα τῆς Εὐκλ.
YEW-LEI; I999 (Hilbert) προσπάθειες ὅμως εἶχαν γίνει καὶ παλαιότερα, ἡ δὲ πρώτη ὁλοκλη-
ῗᾶομένη ἀξιωματικὴ διατύπωση εἶναι ἴσως αὑτὴ ποὺ έδωσε ό Mach (1984) στ-ὴν Κλασσικὴ
nxalzn'i‘a. χρονικὰ ὅρια ποὺ θέτουμε εἶναι πολὺ σχετικὰ καὶ ἀποβλέπουν μόνο στὸν χον-
δρικὸ χρονικὸ προσανατολισμὸ τοῦ ἀναγνώστη” κατὰ βάθος, 0' ὅλες τὶς ἑποχὲς ὑπάρχουν
ιικλασσικοῐ» καὶ ((μοντέρνοι» μαθηματικοί.
19. Βλ. σελ. 194-195 τοῦ βιβλίου τοῦ Felix Klein στὸ ὁποῖον παραπέμψαμε στὴν
20. Βλ. καὶ N. B o u r b a k i. Ψευδώνυμον ὑπὸ τὸ ὁποῖον συνεργάζονται μερικοὶ ἀπὸ τοὺς
διαπρεπεστέρους συγχρόνους Γάλλους μαθηματικούς, ὅπως οίΗ. Cartan. Cartier, Chevalley,
Choquet, Diendonné, Godement, Grothendieck, Lazard, Serre, d. Schwartz, A. Weil
κ.ἄ. Έκδίδουν ἀπὸ ἀρκετὰ. χρόνια, τμηματικά, τὸ σύγγραμμα Element. de Mathématique,
στὸ ὁποῖον ἐπιδιώκουν νὰ θεμελιώσουν, μὲ αὐστηρὴ λογικὴ συνέπεια, ὅλους τοὺς βασικοὺς κλά-
δους τῶν νεωτέρων μαθηματικῶν. ‘H ἐκλογὴ τῶν θεμάτων τους ἐπηρεάζεται ἀπὸ τὶς αὐστη-
ρὲς δογματικὲς μαθηματικὲς ἀντιλήψεις ποὺ ἔχει ὴ ὁμὰς αὐτ-ἡ.
Τὸ σύγγραμμα τοῦ Bourbaki παίζει γιὰ τὰ νεώτερα μαθηματικὰ ἕνα ρόλο ἀνάλογο μ’
ἐκεῖνον ποὺ ἕπαιξαν τὰ μεγάλα Γαλλικὰ Cours d’ Analyse (C. Jordan, E. Picard, E. Gour-
sat, J. Hadamard) γιὰ τὴν κλασσικὴ ἀνάλυση. κ-
21. Ἡ θεωρία τῶν συνόλων έδημιουργήθηκε στὸ δεότερο ἥμισυ τοῦ 19ου αίῶνος ἀπὸ
τὸν G. Cantor. Θεωοεῖται ἀπὸ πολλοὺς ὡς τὸ μεγαλύτερο ἐννοιολογικὸ ἐπίτευγμα στόι μαθη-
ματικὰ μετά τὰ ἑπιτεύγματα τῶν ἀρχαίων Ἑλλήνων.
’Στὴν (ιΚαντοριανὴη μορφή της ἡ θεωρία αὺτὴ ἀναπτύσσεται στὸ βιβλίο τοῦ Kamke στὸ
ὁποῖον ἤδη παραπέμψαμε (10, III). p
22. Παραπέμπω σχετικῶς στὸ ὠραῖο βιβλίο τοῦ Kamke ποὺ μετέφρασε στὰ Ἑλληνικὰ
g κ. Γὸιόκας. Βλ. ἀκόμη τὴν ὡραία ἕκδοοη ἀπὸ τὸν J0urdain_ τῶν ἔργων τοῦ Cantor, έκ-οσις uver.
23. Βλ. πρὸ παντὸς τὴν διάλεξη τοῦ Π. Ζερβοῦ ((Ἠ λογικὴ τοῦ ἀπείρου», πρακτικὰ τῆς
Ἀκαδημίας Ἀθηνῶν.
24. Ὀ ὅρος (ιπ ρ 0 α ξ ι ω μ α τ ι κ ὰ μαθηματικὰ») ποὺ χρησιμοποιοῦν μερικοὶ ξένοι
συγγραφεῖς ἔχει τὸ μειονέκτ-ημα ὅτι παραβλέπει τὸ ὅτι ἡ Γεωμετρία τοῦ Εὐκλείδου ἀ π 0 τ ε-
λ εἰ ἀξιωματικὰ μαθηματικά.
25. Ἀκολουθῶντας τὸν Π. Ζερβὸ (Ἑναρκϊήριος, 1918) μεταφράζουμε έτσι τὸν γαλλικὸ
ὅρο groupe (ἀγγλικάε group). 'O ἀείμνηστος Κ. Καραθεοδωρῆ εἶχε προτείνει τὸν ὅρο «σύμ-
πλεγμα» ποὺ τονίζει τὴν ιιὸργανικὴυ σχέση ποὺ ἔχουν μεταξύ τους τὰ στοιχεῖα τοῦ groupe.
Τὸ μειονέκτημα τοῦ όρου ασὺμπλεγμα» εἶναι τὸ ότι τὸ ἀντίστοιχόν του complexe (ἀγγλικὰε
complex) χρησιμοποιεῖται διεθνῶς μὲ πολλὲς ἔννοιες διαφορετικὲς ἀπὸ τὴν ἔννοια τοῦ groupe.
26. Ἀπὸ ἑπιστ-ημονικὸ χρέος ἀναφέρω έδῶ ὅτι τὸ πρῶτο Ἑλληνικὸ ἄρθρο (ὃημοσιευμέηο
σιὴν Ἑλλάδα) τοπολογίας ὀφείλεται στὸν Καθηγητὴ Ν. Κριτικό· ἦταν μιὰ νέα ἀπόδειξη γιὰ
τὸ θεώρημα τοῦ Jordan γιὰ τίς ἀπλὲς κλειστὲς καμπύλες τοῦ ἐπιπέδου, που δημοσιεύθηκε
προπολεμικά· ἡ είσαγωγή του περιεῖχε ἀρκετά στοιχεῖα κλασσικῆς τοπολογίας.
27. Βλ. καὶ Χ α ρ ι κ λ ε ί α ς Π. Ζ ε ρ β 0 5 : Είσαγωγικαὶ σημειώσεις εἰς τὴν
μελέτην 106 ἔπους καὶ τῆς λυρικῆς ποιήσεως τῶν ἀρχαίων Ἑλλήνων. (Ἀθῆναι, 1955), σελ. 36.
23. Παραπέμψαμε ἥδη στὰ σχετικὰ ἄρθρα τοῦ Krasner' τὶς ίδέες του ἀνάπτυξε ὁ Kra-
sner καὶ στὸ Πανεπιστήμιον Ἀθηνῶν σὲ δυὸ διαλέξεις του τὸ φθινόπωρο 106 1961.
29. Βλ. I. Π. Ζ ε ρ β 0 6: Αἰ μαθηματικαὶ ἔννοιαι παρὰ. Πλάτωνι. ·
II. E. Σ τ α μ ά τ ης Περὶ τῆς θεωρίας τῶν συνόλων παρὰ Πλάτωνι (περιο-
δικὸν «Πλάτων», Τεύχη Α’ καὶ Β’, 1960).

30. Παίρνουμε ἀπὸ τὸ βιβλίον τοῦ E. Σταμάτη «Εὐκλείδου Γεωμετρία» (σελ. 36):
γ’. Γραμμῆς δὲ πέρατα σημεῖα.
στ’. Ἐπιφανείας δὲ πέρατα γραμμαί.
31. ιγ’. ’Ὀρος ἐστίν, ὅ τινός ἐστι πέρας.

ιδ’. Σχῆμα ἐστι τὸ ὑπό τινος ἢ τινων ὅρων περιεχόμενον. (Βλ. Εὐκλείδου Γεωμε-
τρία, ἕκδοσις κ. E. Σταμάτη, σελ. 36).
32. Bk.‘ καὶ τὸ ὡραῖο βιβλίον τοῦ J. W. N. S u 1 l i v a n: Limitations of Science.

’Υπάρχει καίΙ Ἑλληνικὴ μετάφρασή του, μὲ τὸν τίτλοῑ Ο l. κ α τ α κ τ ή 0 ε ι ς τ ἦ ςἐπιστή μης γύρω στά μεγάλα προβλήματα, ἀπὸ τὸν Π. Ἰωαννίδη
(”Εκδοση τῶν «Φίλων τοῦ βιβλίου») Χ
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