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l. Εἰσαγωγὴ

Ἠ παροῦσα ἐργασία ἀποτελεῖ είοαγωγήν είς τὴν οίκονομετρι·

κήν τεχνικὴν τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ (linear programming).

Τήν είσα γωγήν ταύτην ἐθεωρήσαμεν σκὸπιμον, ἀφ’ ἑνὸς μὲν λόγῳ

τῆς εὐρυτάτης πρακτικῆς χρησιμότητος τῆς ὡς ἅνω τεχνικῆς, ἀφ’ ἐτέ-

ρου δὲ ,λόγῳ τῆς πλήρους σχεδὸν ἐλλείψεως κειμένων τα ὁποῖα θα

ἠδύνατο νὰ συμβουλευθῇ ὁ μὴ μαθηματικῶς κατηρτισμένος ἀναγνώ-

στης, ὁ ἐνδιαφερόμενος διὰ τὴν ἐκμάθησιν τῶν βασικῶν άρχῶν τῆς

τεχνικῆς.

Πρὸς κατανόησιν τῆς ἐννσιολογικῆς τοποθετήσεως τοῦ Γραμμι-γ

κοῦ Προγραμματισμοῠ σημειοῡμεν κατωτέρω ὀλίγα τινα περὶ Προ-

γραμματισμοῦ γενικῶς.

‘H dvendeetq τῶν μέσων ίκανοποιήσεως τῶν ἀνθρωπίνων ἀναγ-

κῶν ἐπιβάλλει τήν ἐφαρμογήν ὁρθολογιστικῆς τινος διαδικασίας κατὰ

τήν χρησιμοπσίησιν τῶν ἑκάστοτε δεδομένων ποσοτήτων ἐκ τῶν μέ-

σων αὐτῶν. Ὁ Προγραμματισμὸς ἀναφέρεται είς τὸ σύνολον τῶν

- οἰκονομικῶν σκέψεων αἰ ὁποῖαι καθορίζουν τήν μορφὴν τῆς ὁρθολο-

γιστικῆς αὐτῆς διαδικασίας, ἥτοι τὸν τρόπον κατανομῆς τῶν άνεπαρ-

κῶν μέσων μεταξὺ τῶν διαφόρων οἰκονομικῶν χρήσεων βάσει προ-

καθωρισμένων κριτηρίων. Συνεπῶς, ὁ Προγραμματισμός δύναται να

ὁρισθῇ ὡς ἠ διαδικασία καταστρώσεως τοῦ προγράμματος οἰκονομικῆς

ὁράσεως.

Ὑπὸ τὴν ὡς ἅνω ἔννοιαν ὁ Προγραμματισμὸς εἶναι Θεμελιῶδες

φαινόμενον τῆς οἰκονομικῆς ζωῆς, δύναται 1δέ νὰ λεχθῇ ὅτι κατ’ ἁρ-

χήν πᾶσαι αἱ οἰκονομικαί μονάδες άνεξαρτήτως σκοποΟ καί μεγέ-

Θους προγραμματίζουν. Ἠ κατάστρωσις ἐν τούτοις προγράμματος

οἰκονομικῆς δράσεως άνταποκρινομένου ἐπιτυχῶς πρὸς τοὺς σκο-

ποὺς καὶ τὰς συνθήκας τῆς προγραμματιζοὺσης οἰκονομικῆς μονάδος,

εξαρτᾶται άπὸ πλείστους παράγοντας. Μεταξὺ τῶν παραγόντων αὐ-

τῶν ἡ μέθοδος ὑπολογισμοῦ τοῦ προγράμματος ἐπέχει ίδιαιτέραν σημα-
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σίαν (I). 'O Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς εἶναι μία ἐκ τῶν διαφόρων

μεθόδων ὑπολογισμοῦ τοῦ προγράμματος οἰκονομικῆς δράσεως. Ἐπι.

διώκει, ὡς καί αἰ λοιπαὶ μέθοδοι οἰκονομικοῦ προγραμματισμοῡ, τὴν

εὕρεσιν τοῦ προγράμματος ἐκείνου τὸ ὁποῖον συμφωνεῖ περισσότερον

πρὸς τὰ δεδομένα οἰκονομικὰ κριτήρια. Ὓπερέχει έν τούτοις τῶν ἅλ-

λων μεθόδων ὡς πρὸς τὸν βαθμὸν προσαρμοστικότητος εἰς διαφόρους

κατηγορίας προβλημάτων καί ὡς πρὸς τὰς δυνατότητας ἁντιμετωπί-

σεως πολυπλόκων περιπτώσεων. Ἀπὸ άπόψεως οἰκονομικῆς Θεωρίας

όΤραμμικος Προγραμματισμὸς παρουσιάζει ἐπίσης ἐνδιαφέρον, καθό-

σον άκολουθεῑ γραμμήν ούσιωδῶς διάφορον τῆς ἐκ παραδόσεως ἁκο-

λουθουμένης γραμμῆς τῆς ὁριακῆς ἀναλύσεως.

Μολονότι 6 Γραμμικὸς Προγγραμματισμος ἔχει ἤδη δοκιμασθῇ

εἰς τήν πρᾶξιν ἐπιτυχῶς (ἰδίως εἰς Η.Π,Α,) δὲν ἔτυχεν άκόμη εὐρείας

άποδοχῆς. Τοῦτο ὀφείλεται, νομίζομεν, έν μέρει μὲν εἰς τὸ γεγονὸς

ὅτι ή τεχνική εἶναι νέα (’), κυρίως δὲ εἰς τὸ ὑψηλὸν τεχνικὸν ἐπίπεδον

τῶν σχειικῶν δηιοσιευμάτων. Εἰς τήν παροῦσαν ἐργασίαν κατεβλή-

θη προσπάθεια άπλουστεύσεως τῶν ἐκτιθεμένων ἐννοιῶν. Ἀπεφεύ-

χθη σχεδὸν τελείως ἡ μαθηματική ἐπιχειρηματολογία καὶ ἐδόθη ἰδιαι-

τέρα ἔμφασις εἰς τὴν οἰκονομικήν ἑρμηνείαν τῶν βασικῶν σημείων τῆς

μεθόδου. 'H παρουσίασις αὕτη τοῦ θέματος δέν εἶναι βεβαίως πλή-

ρης, ἀλλὰ δέν βλάπτει τὸν σκοπὸν τῆς παρούσης ἐργασίας ὁ ὁποῖος

εἶναι, ὡς ἐλέχθη, εἰσαγωγικός. Ἐξ ἄλλου ἡ ἐκμάθησις τοῦ Γραμμι·

κοῦ Προγραμματισμοῦ εἶναι δυνατή ἄνευ προηγουμένης έκμαθήσεως

τῆς μαθηματικῆς θεωρίας, ὅπως ἀκριβῶς ἡ ἐκμάθησις τοῦ χειρισμοῦ

μιᾶς πολυπλόκου μηχανῆς εἶναι συνήθως δυνατὴ ἄνευ πλήρους γνώ-

σεως τῶν τεχνικῶν λεπτομερειῶν αὐτῆς.

Πλὴν τῆς μαθηματικῆς θεωρίας, ιμερικαί ἄλλαι ἑνδιαφέρουσαι

πλευραί τοῦ Γραμμικοῡ Προγραμματισμοῡ δέν ῆτο ἐπίσης δυνατὸν

να συζητηθοῠν ἐνταῦθα. Ἐλπίζομεν ὅτι τά κενὰ αὐτὰ θα συμπλη-

ρωθοῡν βαθμιαίως.

"O,“ χρειάζεται περισσότερον εἶναι. νομίζομεν, ἡ άνάλυσις

πραγματικῶν περιπτώσεων ἐκ τῆς Ἑλληνικῆς Οἰκονομίας, Πρὸς τοῦ·

το θα ἦτο ἰ’σως ἀναγκαῖον νὰ διερευνηθοῠν προηγουμένως αἰ δυνα-

τότητες ἐφαρμογῆς τοῦ Γραμμικοῠ Προγραμματισμοῠ εἰς διάφορα

οἰκονομικὰ προβλήματα, κυρίως προβλήματα σχετιζόμενα μέ τὴν οἰ-

].·Η πληρότης καὶ ἀκρίβεια τῶν πληροφοριῶν ἐπὶ τῶν

ὁποίων βασίζεται ὁ ύπολογισμὸς εἰναι ἐπίσης σημαντικοὶ παράγοντες διὰ

τὴν κατὰστρωσιν ἐπιτυχοῦς προγράμματος. OI παράγοντες αὐτοὶ--ἐν πολ-

λοῖς στατιστικῆς ἢ λογιστικῆς φύσεως-δέν ἐξετάζονται ἐνταῦθα,

2. Μετὰ τὸ 1948 ἥοχισε νὰ γίνεται γνωστή.

2 .
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κονομικὴν ἀνάπτυξιν ’τῆς χώρας. Παρὰ τὰς προσπαθείας μας δέν

ἠδυνήθημεν νά συλλέξωμεν τὰ ἀπαιτούμενα στοιχεῖα διὰ τήν ἀνά-

λυσιν ἐνὸς πραγματικοῦ προβλήματος, ὡς ὑπελογίζαμεν ἀρχικῶς.

Τὰ κύρια τμήματα τῆς ἐργασίας εἶναιε τὸ τμῆμα ΙΙ, εἰς τὸ 6-

ττοῖον δίδονται γενικαί πληροφορίαι περὶ τοῦ θεωρητικοῦ χαρακτῆ-

ρος τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῠ ὡς ἐπίσης καί ἐνδείξεις τινές

περὶ τῶν πρακτικῶν δυνατοτήτων αὑτοῦ, καὶ τὸ τμῆμα ΙΙΙ, εἰς τό ὸ-

·ιτοῖον ἀναλύεται ἡ διαδικασία ἐφαρμογῆς τῆς μεθόδου εἰς μίαν τυπι-

κήν περίπτωσιν προγραμματισμοῠ. Ἐλπίζομεν ὅτι ἡ κατανόησις τοῦ

τμήματος ΙΙΙ θα καταστήσῃ τὸν ἀναγνώστην ἰκανὸν νὰ χρησιμοποιῇ

τὸν Γραμμικὸν Προγραμματισμον εἰς ὡρισμένας κατηγορίας προβλη-

μάτων.

II. Bacnu‘: χαρακτηριστικὰ καὶ οἰκονομική σημασία

τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ

1. Θεμελιώδεις ἔννοιαι καὶ ὑποθέσεις

εΩς ἐλέχθη, 6 Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς χρησιμοποιεῖται διά

τήν λύσιν προβλημάτων οἰκονομικοῦ προγραμματισμοῡ. Τά προβλή

ματα ταῦτα δύνανται νὰ καταταγοῡν εἰς δύο γενικὰς κατηγορίας.

Ὴ πρώτη περιλαμβάνει «προβλήματα μεγιστοποιήσεως» ἤτοι ἐπιτεύ-

ξεως τοῦ μεγίστου δυνατοῦ ἀποτελέσματος διὰ δοθέντων οἰκονομικῶν με’,

οων. ‘H δευτέρα περιλαμβάνει «προβλήματα ἐλαχιστοποιήσεως», ἤτοι

ἐπιτεύξεως ὡρισμένου οἰκονομικοῦ σκοποῦ διὰ τῆς ἐλαχίστης δυνατῆς

θυσίας. Ἀμφότεραι σῖ ὡς ἅνω κατηγορίαι προβλημάτων ἀποτελοῦν

δύο διαφόρους ἐκδηλωσεις τοῦ Οἰκονομικοῠ Ἀξιώματος.

Αἱ δυνατότητες τῆς νέας τεχνικῆς εἶναι εὐρεῖαι ὅχι ὅμως καί ἀπε-

ριόριστοι. Ποῖα ἀκριβῶς προβλήματα ἐμπίπτουν εἰς τήν σφαῖραν

τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ θά καταφανῇ ἐκ τῆς ἀναλύσεως

τῶν ἐννοιολογικῶν βάσεων αὐτοῦ.

Μολονότι 6 Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς ὡς συγκεκριμένη τεχ

νική άνεπτύχθη κατὰ τήν τελευταίαν δεκαετίαν, αἰ κυριώτεραι ἕν-

νοιαι καί ὑποθέσεις αὑτοῦ δὲν εἴναι νέαι. Ἀπαντῶνται συχνάκις εἰς

τὰς συγγενεῖς θεωρίας αἰ ὁποῖαι ἠκολούθησαν τὴν παράδοσιν

Quesnay, κυρίως δὲ εἰς τὰς θεωρίας γενικῆς ἰσορροπίας τῶν Walras(*).

Cassel(2), Pareto (Β), Leontief (4) καί von Neumannfi). Ὁ Γραμμικος

W’Economie Politique Pure, Paris 1926 (4 ἕκδοσις)

2. Theory of Social Economy, London 1932.

3. Manuel d'Economie Politique, Paris 1907.

4. The Structure of American Economy, N. Y. 1941.

5. A Model of General Economic Equilibrium. Review of Economic

Studies. Vol. 13, 1945-46.
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’Προγραμματισμὸς ἐπηρεάσθη ἰδιαιτέρως ἀπὸ τὰς ἐργασίας τῶν Leon-

"tief καὶ von Neumann.‘H τεχνικὴ τῶν «εἰσροῶν - ἐκροῶν» (τοῦ Lec‘mtief)

ἦτο ή ἀφετηρία τῶν πρώτων ὑποδειγμάτων τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμ-

ματισμοῡ, τὸ δὲ «ὑπόδειγμα» von Neumann ὑπέδειξε τὸ εἶδος

τῶν ἀπαιτουμένων μαθηματικῶν μέσων διὰ τὸν χειρισμὸν «γραμμι-

κῶν» συναρτήσεων Kai γενικῶς μὴ διαφορισίμων παραστάσεωνθ).

Τέλος 6 Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς χρησιμοποιεῑ τὴν ἔννοιαν τῆς

«παραγωγικῆς διαδικασίας» καί τήν, ύπόθεσιν τῶν «σταθερῶν ἀναλο-

γιῶν» αἰ ὁποῖαι ἐχρησιμοποιήθησαν ἐπίσης εἰς τὰς προαναφερθείσας

ἐργασίας.

Ἀναλύομεν ἐν συνεχείᾳ τὴν ἔννοιαν τῆς «παραγωγικῆς διαδικα-

σίας» Kai τάς μετ’ αὐτῆς ουνδεομένας θεμελιὼδεις ὑποθέσεις τοῦ

Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ.

«ΓΙαραγωγική διαδικασία» (productive process, activity), εἶναι ἠ

συγκεκριμένη μέθοδος ἐκτελέσεως ἐνὸς οἰκονομικοῦ ἔργου, π.χ., ἡ

,χρησιμοποίησις 3,5 Kai 4 μονάδων ἐκ τῶν συντελεστῶν παραγω-

-γῆς α, β καὶ γ ἀντιστοίχως, διὰ τήν παραγωγὴν μιᾶς μονάδος ἐκ τοῦ

ἀγαθοῦ Α. Ὲκάστη παραγωγική διαδικασία δύναται Va χρησιμο-

ποιηθῇ εἰς οἰονδήποτε (θετικὸν) ἐπίπεδον-ἐὰν βεβαίως ἐπιτρέπουν

αἱ διαθέσιμοι ποσότητες συντελεστῶν. T6 ἐττίπεδον χρησιμοποιή-

-σεως τῆς παραγωγικῆς διαδικασίας. ὀνομαζόμενον «ἐπίπεδον δρά-

σεως», μετρᾶται ἐκ τοῦ ἀριθμοῦ τῶν μονάδωνῧ) τοῦ παραγομένου

οἰκονομικοῦ ἔργου.

'Y π o θ ἐ o ε ι ς : A. Σταθεραὶ ἀναλογίαι (Fixed Coefficients of Pro—

duction). Αἰ ὑφ’ ἑκάστης παραγωγικῆς διαδικασίας χρησιμοποιούμε-

ναι ποσότητες συντελεστῶν παραγωγῆς εὑρίσκονται εἰς σταθερὰν

σχέσιν πρὸς τὴν παραγομένην ποσότητα τῶν ἀγαθῶν, άνεξαρτήτως

τοῡ ἐπιπέδου δράσεως τῆς παραγωγικῆς διαδικασίας. Οὕτω ἡ παρα-

γωγὴ 3, 4, 6...ν μονάδων ἐκ τοῦ ἀγαθοῦ Α, εἰς τὸ άνωτέρω παράδει-

’γμαΙ ἀπαιτεῖ 3, 4, 6.... ν φορὰς τὰς ἀρχικὰς ποσότητας 3, 5, 4 τῶν

συιτελεστῶν παραγωγῆς a, β, γ, οὕτως ὥστε;

 

 

3 4 6 ν 1 ποσότης Α

T = -Ἰῖ =ἶ=»π =T= Trooétnq a = σταθερὸς άριθμὸς

3_4 6_v 1_rrooérncA_

1—5 - Tao" : -30- ·- π -Τ- ποιότης β τ σταθερὸς ἀριθμὸς

73?: = 1—2. =ἦ:π= ἐῖ- =W= σταθερός ἀριθμὸς

1. Βλ. παρ. 2 παρόντος τμήματος καὶ παρ. 2 τμήματος ΙΙΙ.

2. 'O καθορισμὸς τῆς μονάδος ἐξαρτᾱται ἐκ τοῦ χρησιμοποιουμένου με-

τρικοῦ συστήματος.
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Εἰς τήν οἰκονομικήν φιλολογίαν ἡ ἀνωτέρω ὑπόθεσις άπανῐᾱςαι ς’ωνή.

θως ὡς ὑπόθεσις «σταθερᾶς κατὰ κλίμακα· ἀποῡόσεως», (constant

returns to scale).

B. Πεπερασμένος ἀριθμὸς παραγωγικῶν διαδικασιῶν (finality). ‘H

ὑπόθεσις τῶν σταθερῶν ἀναλογιῶν ὁὲν ἀποκλείει την ἀντικατάστα

σιν μεταξὺ τῶν συντελεστῶν παραγωγῆς, ὡς θὰ ἦτρ, Buvat6v νὰ vo-

μισθῇ ἐκ πρώτης ὅψεως. Ἀπλῶς ἀποκλείει τοιαύτην avnKardotcow

ἐντὸς τῆς αὐτῆς παραγωγικῆς διαδικασίας, ἅπαξ καθορωθεῐοης, Πᾶσα

ἀντικατάστασις μεταξὺ συντελεστῶν παραγωγῆς δέον ουνεηῶς νὰ

θεωρῆται ὡς καθορίζουσα νέαν παραγωγικήν διαδικασίαν, Ὀ Γραμ-

μικὸς Προγραμματιαμσς ὑποθέτει ἐν τούτοις-έν ἀντιθέσει πρὸς τὴν

ὁρισκήν ἀνάλυσιν-ότι αἰ δυνατότητες ἀντικαταστάσεως μεταξὺ τῶν

συντελεστῶν παραγωγῆς εἰναι περιωρισμέναι. Συνεῑτῶς καί 6 ἀριθμὸς

τῶν παραγωγικῶν διαδικασιῶν, τῶν προσδιοριζομένων ἐκ διαφόρου

μίξεως τῶν συντελεστῶν παραγωγῆς, εἶναι ἐπίσης ηεριωριομένος,

Γ. Προσθετικότης (additivity). Δύο ἢ καί περισοότεραι παραγω·

μγικαί διαδικασίαι εἶναι δυνατὸν νὰ χρησιμοποιηθοῦν ταυτοχρόνως εἰς,

οἰονδήποτε ἐπίπεδον δράσεως (προϋποτιθεμένου ὅτι at ὑπάρχουσαι

ποσότητες συντελεστῶν τό ἐπιτρέπουν)· τότε ὴ συνολικῶς χρησιμοΙ

ποιουμένη ποσότης συντελεστῶν παραγωγῆς ίσοῦται πρὸς τὸ ἄθροι-

σμα τῶν ποσοτγήτων τῶν συντελεστῶν, αἰ ὁποῖαι θα ἐχρησιμοποι-

οῦντο ἂν ἑκάστη παραγωγική διαδικασία ἐλάμβανε χώραν ἐντὸς δια-

φόρου χρονικῆς περιόδου. T6 αὐτὸ ἰσχύει διὰ τό σύνολον τῶν παρα·

γομένων ἀγαθῶν. ’Έστω π.χ. ὅτι δύο παραγωγικαί BlaBLKaoial Π,

καί Π, χρησιμοποιοῦνται τουτοχρόνως εἰς ἐπίπεδα δράσεως 3 καί 2.

άντιατοίχως, ”Av ή Π, ἀπαιτεῖ 2, ‘/,. 1 μονάδας ἐκ τῶν συντελεστῶν

παραγωγῆς α, β, γ ἀντιστοίχως διὰ τήν παραγωγὴν τῆς μονάδος τοῦΙ

ἀγαθοῦ Α, ἡ δέ Π, ἀπαιτεῖ 3, 1, 1 μονάδας ἐκτῶν ὡς ἅνω συντελε-

στῶν διὰ τήν παραγωγήν τῆς μονάδος τοῦ ἀγαθοῦ Β, τότε θὰ ἔχω--

μεν διὰ τὰ σημειούμενα ἐπίπεδα δράσεως :

Ἀπαιτούμεναι ποσότητες συντελεστῶν παραγωγῆς :

2X3 + 3X2=12 μονάδες ἐκ τοῦ συντ, a

l/,)'(3+1)(2=3'/2 ))μ >> » >> β

1X3+1X2= 5 )) » ν ν γ

καὶ σύνολον παραγομένων ἀγαθῶνε 3 μονάδες Α καί 2 μονάδες B.

Ἡ οἰκονομικὴ ἔννοια τῆς ὑποθέσεως περί προσθετικότητος εἶ-

ναι ὅτι ἡ ταυτόχρονος διεξαγωγή διαφόρων παραγωγικῶν διαδικα--

σιῶν δέυ ἐπηρεάζει εὐνοϊκῶς ἢ δυσμενῶς τὸ συνολικὸν οἰκονομικὸν

ἀποτέλεσμα ῆ τὸ συνολικὸν κόστος.
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Δ) Διαιρετότης (divisibility). Ὑποτίθεται ὅτι ἑκάστη παραγωγικὴ

ι’διαδικασία δύναται ,νὰ διεξαχθῇ ὄχι μόνον εἰς οἰονδήποτε ἀκέραιον

ἀλλὰ καὶ εἰς οἰονδήποτε(“) κλασματικον ἐπίπεδον δράσεως, ἄνευ κα-

’ταστρατηγήσεως τῆς ὑποθέσεως τῶν σταθερῶν ἀναλογιῶν. Οὕτω ἡ

παραγωγικὴ διαδικασία Π, (τοῦ ἀνωτέρω παραδείγματος) ὑποτίθεται

ὅτι δύναται νὰ διεξαχθῇ είς ἐπίπεδα δράσεως 1110, 11500 κλπ. μὲ

ἀποτέλεσμα τήν δαπάνην 1110, 1/500 κλπ. ἐκ τῶν ποσοτήτων 2.1/2. 1

τῶν χρησιμοποιουμένων συντελεστῶν παραγωγῆς καὶ παραγωγὴν

1/10, 1/500 κλπ. ἐκ τῆς μονάδος τοῦ προϊόντος Α.

Ε. Μεγιστοποίησις ἢ ἐλαχιστοποίησις (optimisation). Ύποτίθεται ὅτι

-αἰ οἰκονομικαί μονάδες δύνανται νὰ ἔχουν εἰς τήν διάθεσίν των δύο ἢ

περισσοτέρας παραγωγικας διαδικασίας ἑκάστη τῶν ὁποίων ὁδηγεῖ

εἰς διάφορον οἰκονομικὸν ἀποτέλεσμα, οὕτως ὥστε νὰ συμφέρῃ ἠ

ἐπιλογή μιᾶς ἢ περισοοτέρων παραγωγικῶν διαδικασιῶν αἰ όποῖαι

καθιστοῦν μέγιστον τὸ οἰκονομικὸν ἀποτέλεσμα ἐκ δοθέντων παρα-

γωγτκῶν μέσων, Ὁμοίως, ὑποτίθεται ὅτι τὸ αὐτὸ οἰκονομικὸν άποτέ·

λεσμα εἶναι δυνατὸν νὰ ἐπιτευχθῇ διὰ τῆς χρησιμοποιήσεως δύο ἢ

’περισσοτέρων παραγωγικῶν διαδικασιῶν, όπότε τίθεται τὸ ζήτημα

τῆς ἐκλογῆς τῆς ὀλιγώτερον δαπανηρᾶς μεταξὺ αὐτῶν.

Ἡ γενικὴ συνάρτησις παραγωγῆς τῆς όριακῆς ἀναλύσεως, ἡ

πὸττοία βασίζεται ἐπὶ τῆς ὑποθέσεως τῆς ἀπερισρίστου δυνατότητος

ἀντικαταστάσεως μεταξὺ τῶν συντελεστῶν, μολονότι χρήσιμος διὰ

λόγους θεωρητικῆς γενικεύσεως, εἶναι ἀνεφάρμοστος πρακτικῶς. ‘O

ἐπιχειρηματίας ἀντιλαμβάνεται συνήθως τήν ἐπιχείρησίν του ὡς ἕν

σύνολον παραγωγικῶν διαδικασιῶν, ἑκάστη τῶν ὁποίων χρησιμο-

ποιεῖ ὡρισμένας ποσότητας συντελεστῶν παραγωγῆς καί παράγει

-ὡρισμένον οἰκονομικὸν, ἀποτέλεσμα. Ἀντικατάστασις μεταξὺ τῶν

συντελεστῶν παραγωγῆς θεωρεῖται ἐπίσης δυνατή, ἀλλ’ ὡς καθορί·

-ζουσα νέας παραγωγικὰς διαδικασίας. Αί τεχνικαί συνθῆκαι τῶν πε-

γρισσοτέρων ἐπιχειρήσεων δέν ἐπιτρέπουν τήν ἀντικατάστασινσυντε-

,λεστῶν παραγωγῆς ἐντὸς τῆς αὐτῆς παραγωγικῆς διαδικασίας. Γε-

νικῶς δύναται νὰ λεχθῇ ὅτι κύριον πλεονέκτημα τῆς ἐννοίας τῆς «πα-

Ιραγωγικῆς διαδικασίας», ὡς γίνεται δεκτὴ ὑπὸ τοῦ Γραμμικοῦ Προ-

γραμματισμοῦ. εἶναι ὅτι συμφωνεῖ πρὸς τήν οἰκονομικὴν καί λογιστι-

,κήν πρᾶξιν. .

Ἠ ὑπόθεσις περὶ σταθερῶν ἀναλογιῶν, μολονότι ἐκ πρώτης

ὅψεως περιοριστική, εἶναι βάσιμος θεωρητικῶς. Ἐὰν αἰ ποσότητες

1. Θετικόν,
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τῶν συντελεστῶν παραγωγῆς σί ὁποῖαι λαμβάνουν μέρος εἰς μίαψ

παραγωγικὴν διαδικασίαν μεταβάλλωνται ἀναλόγως, οὐδείς λόγοςῑ

ὑπάρχει ὅπως μὴ διατηρῆται σταθερά ἠ σχέσις μεταξὺ χρησιμο·

ποιουμένων ποσοτήτων παραγωγῆς καί παραγομένης ποσότητος

ἀγαθῶν, ἀνεξαρτήτως ἐπιπέδου δράσεως τῆς παραγωγικῆς διαδικα·

σίας. Αἰ εἰς τήν πρᾶξιν παρατηρούμενοι περιπτώσεις αὐξανομένης ἢ’

φθινούσης κατὰ κλίμακα ἀποδόσεως ὁφείλονται εἰς τήν διατήρησιν

σταθερᾶς τῆς ποσότητος ἑνός έκ τῶν χρησιμοποιουμένων συντελε-

στῶν καθ’ ὃν χρόνον αἰ ποσότητες τῶν ἄλλων μεταβάλλονται ἢ,

εἰς τὴν εἰσαγωγήν νέων παραγωγικῶν διαδικασιῶν(“), Εἶναι λοι-

πὸν θεωρητικῶς δυνατὸν νὰ ὁρίσωμεν καταλλήλως καί εἰς κάθε

στάδιον παραγωγῆς τὸν ἀριθμὸν καί τὸ ἐπίπεδον τῶν παρα

γωγικῶν διαδικασιῶν οὕτως ὥστε να ληφθοῦν ὑπ’ ὄψιν αἰ ἀνω

τέρω περιπτώσεις αὐξανομένης ἢ φθινούσης κατὰ κλίμακα ἀπο--

δόσεως. Ὑπὸ τήν ἔννοιαν ταύτην πᾶσα συνάρτησις παραγωγῆς, συ-

νεπῶς Kai ἡ καμπυλοειδής συνάρτησις παραγωγῆς τῆς ὁριακῆς ἀνα-

λύσεως, δύναται νὰ ἐκφρασθῇ ὡς σύνολον παραγωγικῶν διαδικα-

σιῶν. Ἀπὸ πρακτικῆς ὅμως ἀπόψεως δημιουργοῦνται ὑπολογιστικαί

δυσχέρειαι ὅταν ἡ παραγωγικὴ συνάρτησις λαμβάνῃ καμπυλοειδῆ

μορφήν, κυρίως λόγῳ τοῦ μεγάλου ἀριθμοῦ παραγωγικῶν διαδικα-

σιῶν, 6 ὁποῖος πρέπει νὰ ληφθῇ ὑπ1 ὅψιν κατὰ τὸν ὑπολογισμόν,

ἐκτὸς βεβαίως ἂν ἰκανοποιοὺμεθα με προσεγγίσεις, Οὕτω, θὰ ἠδύ-

νατο νὰ λεχθῇ ὅτι, ἀπὸ πρακτικῆς ἀπόψεως, εἰς τὰς ἀναφερθείσας

περιπτώσεις 6 Γραμμικὸς Προγραμματιαμὸς ἐγγίζει τὰ ὅρια τῶν δυ-

νατοτήτων του (βλ. παρ. 2 κατωτέρω).

“Η ὑπόθεσις περί περιωρισμένου ἀριθμοῦ παραγωγικῶν διαδικα

σιῶν δύναται νὰ θεωρηθῇ ὡς μᾶλλον σύμφωνος πρὸς τήν πραγματι-

κότητα. Μέ ἐξαίρεσιν ἴσως τήν γεωργίαν καί τινας χημικὰς βιομηχα.

νίας, 6 άριθμοςτῶν ὑφ’ ἑκάστης οἰκονομικῆς μονάδος διαθεσίμων δι-

αδικασιῶν, ἤτοι παραγωγικῶν μεθόδων χρησιμοποιήσεως τῶν συντε-

λεστῶν παραγωγῆς, ε’ἰναι περιωρισμένος.”Αλλὰ καί εἰς τήν περίπτω-

σιν τῶν ἀναφερθεισῶν ἐξαιρέσεων δυνατὸν αἰ ἑκάστοτε τεχνολογικαίε

καί οἰκονομικαί συνθῆκαι να περιορίζουν οημαντικῶς τὸν ἀριθμόν τῶνν

οἰκονομικῶς βασίμων παραγωγικῶν διαδικασιῶνρ).

1. Δυνατὸν αἰ νέαι παραγωγικαί διαδικασίαι νά μὴ σχετίζονται ἀμέσως·

μὲ τήν ὑπ’ ὄψιν οἰκονομικήν μονάδα, ὡς εἰς τὴν περίπτωσιν τῶν «ἐξωτερικῶν-

βιομηχανικῶν οἰκονομιῶν».

2. Αἰ ὑποθέσεις περὶ σταθερῶν ἀναλογιῶν καί περιωρισμένου ἀριθμοῦ·

παραγωγικῶν διαδικασιῶν ἔχουν ἰδιαιτέραν σἠμασίαν διὰ τήν θεωρίαν τῆς

ἀπασχολήσεως εἰς τὰς ὑπαναπτύκτους χώρας. Εἰς τὰς χώρας αὐτὰς παρα.-
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‘H ὑπόθεσις περί προσθετικότητος φαίνεται, ἐκ πρώτης ὅψεως,

ὡς μὴ γενικῶς ἰσχύουσα. Οὕτω π.χ., εἰς βιομηχανικάς τινας ἐκμεταλ-

λεύσεις ἡ παραγομένη θερμότης ἐκ καταναλώσεως ποσότητος ἄνθρα-

κος δυνατὸν νὰ χρησιμοποιῆται ταυτοχρόνως ὑπὸ δύο ἢ περισσοτέ-

ρων παραγωγικῶν διαδικασιῶν. "Av αἰ παραγωγικαί διαδικασίαι·

ἐλάμβανον χώραν εἰς διαφόρους χρονικὰς περιόδους θὰ ἦτο προφα-

νῶς ἀναγκαία ἡ κατανάλωσις περισσοτέρου ἄνθρακος. Παρόμοιαι

περιπτώσεις παρατηροῦνται εἰς διαφόρους κλάδους τῆς οἰκονομικῆς

ζωῆς. Εἰς ἑκάστην ὅμως τῶν περιπτώσεων αὐτῶν δυνάμεθα-ἄνευ

ἀλλοιώσεως τῆς οὐσίας-να θεωρήσωμεν τὰς ἐν ἀλληλοεπιδράσει πα-

ραγωγικὰς διαδικασίας ὡς συνιστώσας μίαν ν έα ν παραγωγικὴν

διαδικασίαν. Συνεπῶς ὑπὸ τὴν ἔννοιαν ταύτην ή ὑπόθεσις περί προσ-

θετικότητος δέν παραβιάζεται.

Ἡ ὑπόθεσις περί διαιρετότητος δυνατὸν νὰ ἰσχύῃ εἰ’ς τινας περι-

πτώσεις, κατὰ κανόνα ὅμως εἶναι άντιπραγματική. Π.χ, εἰς τήν πα-

ραγωγήν διαρκῶν ἀγαθῶν (πλοίων. αὐτοκινήτων, ραδιοφώνων κλπ.)

τὰ ἐπίπεδα δράσεως τῶν παραγωγικῶν διαδικασιῶν εἶναι νοητὰ μό-

νον εἰς ἀκεραίους ἀριθμούς. Ἠ ὑπόθεσις περί διαιρετότητος εἶναι έν

τούτοις χρήσιμος ἀπὸ ὑπολογιστικῆς ἀπόψεως, Εἰς περιπτώσεις συγ-

κεκριμένων ἐφαρμογῶν τῆς τεχνικῆς. πρέπει νὰ λαμβάνεται ὑπ’ ὄψιν

ή φύσις τῶν παραγομένων ἀγαθῶν καί να γίνωνται αἰ ἀναγκαῖαι

προσαρμοναί εἰς τὰ ἀποτελέσματα τῆς ἀναλύσεως.

“Η ὑπόθεσις περί μεγιστοποιήσεως ἢ ἐλαχιστοποιήσεως εἶναι

«κανονιστική». Δέν ἐπιδιώκει δηλαδὴ νὰ ἑρμηνεύσῃ τήν πραγματικὴν

ἐπιχειρηματικὴν συμπεριφοράν, ἡ ὁποία ἐνδέχεται να μή συμφωνῇ μὲ

16 Οἰκονομικὸν Ἀξίωμα, ἀλλ’ ἁπλῶς σημαίνει ὅτι ἡ οἰκονομική μονὰς

πρέπει νὰ βασισθῇ ἐφ’ ὡρισμένων κριτηρίων ἐπιλογῆς κατὰ τὴν οἰκο-

τηρεῖται συνήθως σοβαρὰ ἀνεργία μή δυναμένη νὰ θεραπευθῇ οὔτε δι’ αὐξή-

σεως τῆς ἐνεργοῦ ζητήσεως κατὰ τὰ κεϋνσιανὰ διδάγματα (αὔξησις ἐνεργοῦ

ζητ ήσεως δημιουργεῖ συνήθως πληθωρισμόν), οὔτε δι’ ἀντικαταστάσεως-μέσῳ

τοῦ μηχανισμοΟ τῆς ἀγορᾶς-τοῦ ἐν σχετικῇ ἀνεπαρκείᾳ συντελεστοῦ (π.χ. τοῦ

κεφαλαίου) ὑπὸ τοῦ συντελεστοῦ «ἐργασία» συμφώνως πρὸς τήν νεοκλασικήν

θεωρίαν τῆς ὁριακῆς ἀποδοτικότητος. Ἠ ἐπίμονος ἀνεργία ὀφείλεται προφα-

νῶς εἰς τήν περιωρισμένην δυνατότητα ἀντικαταστάσεως μεταξύ τῶν συντελε-

στῶν παραγωγῆς ὡς ἀκριβῶς ὑποτίθεται ὑπὸ τοῦ Γραμμικοῡ Προγρσμματι-

σμοῡ. Ἀπαλοιφή τῆς ἀνεργίας εἰς τὰς χώρας αὑτὰς εἰναι δυνατὴ μόνον δι”

ἀναλόγου αὐξήσεως τῆς ποσότητος τῶν ἐν ὰνεπαρκείᾳ συντελεστῶν. Βλ, λίαν·

ἐνδιαφερούσας ἀναλύσεις ὑπὸ Masao Fukuoka: Full Employment and Constant

Coefficients of Production. Quart. Journal of Economics, February 1955, καὶ E.

Simpson : Inflation, «Deflation and Employment in Italy» εἰς Review of Econo-

mic Studies, 1949 - 1950.
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νομικὴν αὐτῆς δρᾶσιν, ἂν ἐνδιαφέρεται δια τὴν μεγιστοποίησιν τοῦ

οἰκονομικοῦ ἀποτελέσματος ἢ τήν ἐλαχιστοποίησιν τῆς οἰκονομικῆς

θυσίας.

2. Διατί «Γραμμικὸς» Προγραμματισμός.

Oi μαθηματικῶς ἐνήμεροι ἐκ τῶν ἀναγνωστῶν θα ἐμάντευαν ἤδη

τὴν σημασίαν τοῦ ἐπιθέτου «Γραμμικός». T6 ἐπίθετον τοῦτο ἀναφέρε-

ται εἰς τὴν μαθηματικήν φύσιν τῶν προβλημάτων εἰς τὰ ὁποῖα ἐφαρ-

μόζεται ὴ τεχνικὴ τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ. ΕΗ ὑπόθεσις περί

σταθερῶν ἀναλογιῶν άντιστοιχεῖ εἰς «γραμμικας παραστάσεις» δυνα-

μένας νὰ ἐκφρασθοῦν ὡς εὐθεῖαι γραμμαί εἰς τὸ> Καρτεσιανὸν σύστη-

μα συντεταγμένων. Ἐπί πλέον, ήὺῐτὸ μεγιστοποίησιν συνάρτησις

εἶναι ἐπίσης γραμμική παράστασις (βλ. παρ. 2 τμῆμα ΙΙΙ). ‘H

«γραμμικότης» τῶν ἐν λόγῳ προβλημάτων ἀποκλείει τὴν ἐφαρμογὴν

τῶν συνήθων μεθόδων τοῦ διαφορικοῦ λογισμοῦ κατὰ τὴν μεγιστο-

ποίησιν ἢ ἐλαχιστοποίησιν (“). Ἀντί τῶν μεθόδων αὐτῶν χρησιμοποι-

εῖται εἰδικὴ ἀνάλυσις, βασιζομένη εἰς τήν θεωρίαν τῶν «κυρτῶν συνό-

λων» καί τὴν γεωμετρίαν πολυδιαστάτων χώρων.

Ἡ μὴ γραμμικότης τῶν προβλημάτων, εἴτε λόγῳ τῆς μορφῆς τῆς

ὑπὸ μεγιστοποίησιν συναρτήσεως, εἴτε λόγῳ τῆς μὴ γραμμικῆς διατυ-

πώσεως τῆς συναρτήσεως παραγωγῆς(·,.·, ἀποκλείει τήν ἐφαρμογήν

τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ. Οὕτω, μολονότι ό Γραμμικὸς

Προγραμματισμὸς δύναται να ἐφαρμοσθῇ εἰς εὐρυτάτην κατηγο-

ρίαν προβλημάτων, δὲν δύναται να θεωρηθῇ ὡς γενικὴ μέθοδος. Τινές,

ἀντί τοῦ εἰδικοῦ ὅρου «Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς» χρησιμο-

ποιοῦν τούς γενικούς ὅρους «Ἀνάλυσις Δραστηριότητος»

Koopmans)(9). ἢ «Μαθηματικός Προγραμματισμὸς» (Dorfn1an)(‘).

Οί ὅροι οὗτοι ἐπιδιώκουν να καλύψουν πάσας τὰς περιπτώ-

1. Ἐφαρμογὴ τοῦ διαφορικοῦ λογισμοῦ εἶναι δυνατή, ἂν ή ὑπὸ μεγιστο-

ποίησιν ῆ ἐλαχιστοποίησιν συνάρτησις ἔχει πρώτην παράγωγον μηδὲν καὶ δευ-

τέραν παράγωγον μικροτέραν τοῦ μηδενὸς (μεγαλυτέραν τοῦ μηδενός ἂν πρό-

,κειται περὶ ἐλαχιστοποιήσεως). 'H γραμμικὴ ὅμως συνάρτησις ἔχει πρώτην

παράγωγον σταθερὸν ἀριθμὸν καί δευτέραν παράγωγον μηδέν.

2. Ἠ γραμμική διατύπωσις καμπυλοειδῶν συναρτήσεων παραγωγῆς εἷ-

ναι κατ’ ἀρχὴν δυνατή ἐφ’ ὅσον, ὡς ἤδη ἐλέχθη, πᾶσα συνάρτησις παραγω-

γῆς θα ἠδύνατο νὰ διασπασθῇ εἰς ἓν πλῆθος παραγωγικῶν διαδικασιῶν

,ὑπὸ τὴν ἔννοιαν ’τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ. Ἀπὸ ὑπολογιστικῆς ὅμως

ἀπόψεως δὲν συμφέρει πάντοτε ὴ διατύπωσις αὕτη.

. 3. Koopmans, T.C. ed. Activity analysis of production and 3110cation,

Cowles Commission for Research in Economics, 1951.

4. Dorfman, R., Mathematical or linear programming, American Economie

Review, 1953.
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’σεις προγραμματιομοῦ, ἀνεξαρτή τως τῆς μαθηματικῆς φύσεως αὐτῶν.

,Διεξάγειαι ἤδη ἐρευνητικὴ ἐργασία πρὸς γενίκευσιν τῶν μαθηματικῶν

μεθόδων, ἐδημοσιεύθησαν δέ ἐργασίαι ἐπί τῶν μὴ γραμμικῶν περιπτώ

σεων προγραμματιομοῦ (1). Πάντως μέχρι τῆς στιγμῆς δέν ἀνεκοι-

νώθη γενικὴ μέθοδος χε ρισμσῦ τῶν περιπτώσεων αὐτῶν. ’

3. Δυναμικὸς Προγραμματισμός.

”Αν αῖ διαθέσιμοι παραγωγικαί διαδικασίαι άνήκουν τεχνολογι-

·κῶς εἰς τὴν αὐτὴν χρονικὴν περίοδον δέν ἀπαιτεῖται χρονικὸς συσχε

τισμὸς τοῦ προβλήματος. "Av ὅμως ol παραγωγικαί διαδικοαίαι ἀνή

κουν εἰς διαφόρους χρονικὰς περιόδους τότε εῖναι ἀναγκαῖον ὅπως

γεἰσαχθῇ 6 χρόνος ὡς ἓν ἐκ τῶν στοιχείων τοῦ προβλήματος.

Ta προβλήματα τῆς πρώτης κατηγορίας καλοῦμεν προβλήματα

στατικοῦ προγραμματισμοῦ, τῆς δὲ δευτέρας κατηγορίας προβλήματα

δυναμικοῦ προγραμματιομοῦ. Τυπικὸν πρόβλημα τῆς δευτέρας κατη-

γορίας εἶναι ὴ κατάστρωσις πραγράμματσς οἰκονομικῆς ἀναπτύξεως

μιᾱς περιοχῆς. Εἰς 16 πρόβλημα αὑτὸ πρέπει τὰ ληφθῇ ὑπ’ ὅψιν ἠ

δ ι α χ ρ o ν ι κ ὴ κατανομὴ τῶν διαφόρων κατηγοριῶν ἐπενδύσεων

πρὸς ἐπίτευξιν τοῦ τελικοῦ σκοποῦ. “Ο Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς

δύναται να ἐφαρμοοθῇ μὲ μικρὰς ἀνσπροσαρμογας εἰς τὰ προβλήματα

τοῦ δυναμικοῦ πογραμματισμοῦ. Πάντως ἀπὸ άπόψεως ύπσλογισμσῦ

τα προβλήματα ταῦτα εἶναι γενικῶς πολύπλοκα. Εἰς μερικας περι-

πτώσεις εἶναι δυνατή ή ἐφαρμογή εἰδικῆς τεχνικῆς πρὸς συντόμευσιν

τῶν ὑπολογισμῶν (2). ’

4. Μέθοδος Simplex.

Ἠ μαθηματικὴ θεωρία τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ ὁδηγεῖ

εἰς τήν διαμόρφωσιν μιᾱς γενικῆς μεθόδου λύσεως τῶν γραμμικῶν»

προβλημάτων, γνωστῆς ὑπὸ τὸ ὄνομα «μέθεδος simplex» (BA. Kai

παρ. 3 τμήμ. ΙΙΙ.). ‘H μέθοδος αὕτη χαρακτηρίζεται ὡς «ἀνιχνευτική»

(iterative) διότι ἐξετάζει συστηματικῶς διαφόρους λύσεις πρὸς άνεύ

ρεσιν τῆς «ἀρίστης», Σημειοῡμεν κατωτέρω μερικα ἐκ τῶν κυριωτέρων

πλεονεκτημάτων τῆς μεθόδου simplex:

α) Καθιστᾱ δυνατὴν τήν λύσιν προβλημάτων προγραμματιομοῦ

μεγάλης κλίμακος εἰς σχετικῶς βραχὺ χρονικὸν διάστημα. Οὕτω ἓν

1. K 11 11 n, H. \V. a n d T u c k e r, A. \V. Non - linear programming

εἰς Second Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability,

Univ. Press of California, Berkeley.

2. D a n t z i g, G. B. Block triangular systems in Linear Programming,

The Rand Corporation Research Memorandum R.M._1273, April, 8, 1954,
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πρόβλημα προγραμματιομοῦ 50 ἀγνώστων τὸ ὁποῖον συνεπάγεται

συνήθως ἅνω τῶν 100.000 πολλαπλασιασμῶν, δύναται νά λυθῇ ὑπὸ

πεπειραμένου ὑπαλλήλου δια τῆς μεθόδου simplex ἐντὸς μιᾶς περί-

που ἑβδομάδος. Προβλήματα τοιαύτης ἐκτάσεως δέν δύνανται να

λυθοῦν διὰ τῶν συνήθων μεθόδωνθ). Πάντως. πέραν ἐνὸς ὁρίου (π.χ.

προβλήματα ἅνω τῶν 150 ἀγνώστων),ή ἐφαρμογὴ τῆς μεθόδου simplex

καθίσταται δυσχερής ἢ ἀδύνατος, ἐκτὸς ἂν εἶναι δυνατὸν να περιο-

ρισθῇ 6 ἀριθμὸς τῶν ἀγνώστων τοῦ προβλήματος δια διαδικασίαςι

τινος συγχωνεύσεως τῶν μεταβλητῶν εἰς γενικωτέρας όμάδας(’).

β) Παρέχει τὰ μέσα αὐτομάτου ἐλέγχου τῶν ὑπολογισμῶν ὡς

ἐπίσης κοί κριτήρια βάσει τῶν ὁποίων καθορίζεται ἂν ἐπετεύχθη ή-

«ἀρίστη» λύσις, ἢ ἂν ,πρέπει να συνεχισθοῦν oi ὑπολογισμοί.

γ) Δίδει χρησίμους πληροφορίας ὡς πρὸς τας οἰκονομικὰς ἐπι--

δράσεις πάσης ἀποκλίσεως ἀπὸ τὴν «ἀρίστην λύσιν».

δ) Δύναται να χρησιμοποιηθῇ διὰ τήν λύσιν κοινωνικοοικονομι·

κῶν προβλημάτων τύπου Leontief, τα ὁποῖα λόγῳ τοῦ μεγέθους των-

άπαιτοῦν συνήθως χρῆσιν δαπανηρῶν άριθμομηχανῶν (5).

ε) Ἀπὸ ἀπόψεως ἐφηρμοσμένων μαθηματικῶν, γενικῶς, δύνα->

ται να χρησιμοποιηθῇ δια τήν λύσιν μεγάλων συστημάτων γραμμι-

κῶν ἐξισώσεων ἢ ἀνισοτήτων.

στ) Τέλος σημαντικὸν πλεονέκτημα εἶναι ἡ ἁπλότης τῆς μεθό·

δου. Ἀνειδίκευτος ὑπάλληλος γραφείου δύναται να χρησιμοποιήσῃ,

ταύτην άποδοτικῶς μετα όλιγοήμερον ἐξάακησινῢ).

5. Ἐφαρμογαὶ τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ,

Εἰς τὴν παράγραφον ταύτην σημειοῦμεν ἐνδεικτικῶς μερικας ἀπὸ

τὰς γνωστοποιηθείσας ἐφαρμογὰς τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ

εἰς διαφόρους οἰκονομικοὺς κλάδους.

α) Ἑλαχιστοποίησις κόστους μεταφορᾱςβ).

1. Ἐκτὸς βεβαίως ἂν διατίθεται ἠλεκτρονιακή άριθμομηχανή.

2. Βλ. προτεινομένας ὑποδείξεις δια τήν βελτίωσιν τῆς μεθόδου εἰς.

Dantzig ὡς ὑποσημείωσις 1.

3. Ὀμοίως δύναται να χρησιμοποιηθῇ διὰ τὴν λύσιν μιᾶς κατηγορίας

προβλημάτων τῆς θεωρίας «παιγνίων» ὴ οἰκονομικὴ σημασία τῶν ὁποίων ἀρ·

χίζει να ἀνογνωρίζεται σήμερον (Βλ. κεφ. 19, 20 Kai 24 εἰς Κ o o p m a n s,

T.C., ed. «Activity analysis of production and allocation», Cowles Commission

for Research in Economics, 1951).

4. 'H διατύπωσις βεβαίως τοῦ προβλήματος ἀπαιτεῖ σχετικὴν πεῖραν

καί γνῶσιν τῶν εἰδικῶν συνθηκῶν ἑκάστης περιπτώσεως προγραμματιομοῦ.

5. L o m a x, K. S.. «Allocation and Programming in Modern Economics».

The Manchester School of Economics N0 3, Sept. 1953. M o r t o n, G. «Notes
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Ἐπιδιώκεται ὴ ἐλαχιστοποίησις τοῦ κόστους μεταφορᾶς ἐμπο-

ρευμάτων ἀπὸ διάφορα· σημεῖα προελεύσεως εἰς διάφορα σημεῖα

προορισμοῦ καί εἰς ποσότητας προκαθωρισμένας δι’ ἕκαστον ση-

μεῖον προορισμοῦ. Τα προβλήματα ταῦτα εἶναι ἐξαιρετικῶς πολύ·

πλοκα ὅταν 6 ἀριθμὸς τῶν σημείων προελεύσεως ἢ προορισμοῦ εἶ’*

ναι μέγας, ἷΗ διαδικασία λύσεως τῶν προβλημάτων αὐτῶν δύναται

να ἐπεκταθῇ ἐπίσης εἰς προβλήματα δια ν 0 μ ῆ ς ἀ γ α θ ῶ ν εἰς

διάφορα κέντρα καταναλώσεως, ἢ εἰς προβλήματα ά γ o p ᾶ ς π ρώ-

τ ω ν ὑ λ ῶ ν ἀπὸ διάφορα σημεῖα πρὸς ἐξυπηρέτησιν γεωγραφι-

κῶς κεχωρισμένων βιομηχανικῶν μονάδων.

β) Ὀρθσλογιστικὴ χρησιμοποίησις κεφα-

λαιουχικοῦ ἐξοπλισμοῦ ἐπιχειρήσεωνθ). Συνή·

θης τύπος βιομηχανικῶν, προβλημάτων.

γ) Διαχωρικὴ ίσορροπία άγορῶνθ). Ἐπιδιώκε-

ται ἡ εὕρεσις τοῦ ἐξισορροπητικοῦ πλέγματος τιμῶν 16 ὁποῖον ἐν·

δέχεται νὰ προκύψῃ ὑφ’ ὡρισμένας συνθήκας άνταγωνισμοῦ μεταξὺ

τοπικῶς κεχωρισμένων ἀγορῶν.

δ) Μεγιστοποίησις στρεμματικῆς ἀποδό-

σ ε ω ς. (“). Ἐπιδιώκεται ἡ ἐπιλογή τῶν καλλιεργειῶν, αἱ ὁποῖαι κα-

θιστοῦν ,μέγιστον 16 οἰκονομικὸν ἀποτέλεσμα (κέρδος ἢ ποσότητα-

on Linear Programming». Economica, Nov. 1953. K i 1:1 g, R. A., and R. J,

F r e u 11 d: «A procedure for solving 3 Linear Programming problem) Journal

Paper No 563, North Carolina Agricultural Experiment Station, july. 1953.

K O o p m a n s, T. C., «Efficient allocation of resources», Cowles Commis-

sion for Research in Economics, 1939.

1. L o m a x, K. S., «Allocation and Programming in Modern Economics»,

The Manchester School of Economics, Sept. 1953. C a h τι, Α. S. «The ware-

house problem (:1bstract)»: Bulletin of the American Mathematical Society,

Oct. 1948.

2. S a m u e 1 s o 11 P., «Spatial price equilibrium and Linear Program'

ming’. A111. Ec. Reviev. XLII, 3.

3. B ole s N. Ι.. «Linear Programming and Farm Management Analy-

sis», Journal of Economics, Febr. 1955. O. H e a d y. cSimplified presenta-

tion and logical aspects of Linear Programming technique», journal of Farm

Economics, Proceedings, 1954. D a n t z i g. G. B., A. Ο r d e n, and P.

W o 1 f e, The generalized simplex method for minimizing 21 Linear form under

Linear inequality restraints», The Rand Corp., Research Memor., RM -1264.

Η 0 l 1 e y, J. L., A dynamic model: I Principles of model structure, Econo-

metrica, Oct. 1952. K i n g, R. A. Some applications of activity analysis in

Agricultural Economics, Journal of Farm Economics, Dec. 1953. K i n g, R. Α..

and R. J. Freund: A procedure for solving a Linear Programming problem»,

Journal Paper No 563, North Carolina Agricultural Experiment Station, July,

1953.
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παραγωγῆς). Ὀ Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς ἐφαρμόζεται ἤδη εὐρύ-

τατα 6116 διαφόρων ἀγροτικῶν Ἰνατιτούτων εἰς Ἀμερτκήν.

ε),“ΙΞλαχιστοποίησις τοῦ κόστους διατρο-

-φ ῆ ς κ τ η ν ῶ ν (1). Ἐπιζητεῖται 6 Kaeoploncm τῆς «ἀρίστης»

δυνατῆς διαίτης οὕτως ὥστε ἀφ’ ἑνὸς μὲν να διατηρῆται ἀμείωτος

ἠ οἰκονομικὴ ἀπόδοσις τῶν κτηνῶν, ἀφ’ ἑτέρου δέ να ἐξασφαλίζε-

ται ή ἐλαχιστοποίησις τοῦ κόστους τῶν κτηνοτροφῶν.

στ) «Μ ῖ ξ ι ς» (2). Τὰ προβλήματα μίξεως άπαντῶνται εἰς κάθε

κλάδον τῆς οἰκονομικῆς ζωῆς, ἰδίως δέ εἰς τὰς χημικας βιομη-

χανίας. Π.χ. παραγωγή ἀγαθῶν μέ ὡρισμένας χημικας ἰδιότητας,

ἐκ τῆς μίξεως πρώτων ὑλῶν γνωστῆς συστάσεως καί ίδιοτήτων, κατὰ

τρόπον ἐλαχιστοποιοῦντα τὸ κόστος παραγωγῆς.

ζ) Οἰκονομικὴ ἀνά πτυξις μιᾶς πε ριοχῆς(”)-

Εἰς τὴν περίπτωσιν ταύτην ἐπιδιώκεται ἡ ὃιαχρονική κλιμάκωσις

τῶν ἐπενδύσεων καί ἠ «ἀρίστη» δυνατὴ κατανομὴ τῶν διαθεσίμων

ἐργατικῶν δυνάμεων πρὸς ἐπίτευξιν ἐνὸς ἐπιπέδου οἰκονομικῆς ἀνα-

πτύξεως. Δυνατὸν ἐπίσης να ἐπιζητῆται ἀπορρόφησις πληθυσμιακοῦ

πλεονάσματος ἐντὸς προκαθωρισμένων χρονικῶν ὁρίων μέ ταυτόχρο-

vov μεγιστοποίησιν τοῦ κατα κεφαλήν εἰσοδήματος.

ΙΙΙ. Διατύπωσις καί λύσις ἑνὸς τυπικοῦ προθλήμειτος προγραμματιομοῦ

1. Μερικαὶ διευκρινήσεις.

Θα παρακολουθήσωμεν τήν διαδικασίαν ἐφαρμογῆς τοῦ Γραμ-

μικοῦ Προγραμματισμοῦ εἰς ἓν πρόβλημα προγραμματιομοῦ τῆς φαν-

ταστικῆς ἐπιχειρήσεως Α. Προηγουμένως εἶναι ἀνάγκη να διευκρινή

’σωμεν μαθηματικὰς τινας ἐννοίας τάς ὁποίας χρησιμοποιοῦμεν εἰς

’τήν ἀνάλυσιν.

α) Διά ν υ σ μ α : (4) 'Y116 16v ὅρον διάνυσμα θα ἐννοοῦμεν ένιαῦ·

1. M o r t o n, G. Notes on Linear Programming, Economica Nov. 1953.

N e u m a n n, P. Some calculations on least - cost diets, Oxford Bulletin

of Statistics, Aug. 1954.

2.C-harnesA., Cooper W. W., and Henderson Α. An

introduction to Linear Programming, Journal of Economics, Feb. 1955. L o m a X

K. S., Allocation and Programming in Modern Economics, The Manchester

School of Economics ΝΟ 3, Sept. 1953. C h a r n e s A., C o o p e r W. W.

a n d M e 1 Ι o n B., Blending aviation gazolines, Econometrica, April, 1952.

3. C h e n e r y H. The role of industrialisation in development pro-

grams, American Econ. Rev. Proceedings, May 1955. M o o r e Ε, Regional

Economic Reaction Paths, Am. Ec. Rev. Proc. May 1955.

4. Ἐπεχειρήσαμεν αρχικῶς να ἀποφύγωμεν τὴν χρησιμοποίηοιν τοῦ ὅρου
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θα μίαν στήλην ἀριθμῶν ἐγγραφομένων καθ’ ὡρισμένην τάξιν, π.χ.;

Oi ἀριθμοί. 1, 4, κοί 3 ἀποτελοῦν στοιχεῖα τοῦ διανὺσματος (1)..

1

4

3

  

β) Πρόσθεσις διανυσμάτωνε ὴ πρόσθεσις τῶν ἀντιστοίχων στοιε-

χείων τῶν διανυσμάτων αὐτῶν π.χ.;
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Πρόοθεσις διανυσμάτων εἶναι δυνατὴ μόνον ὅταν τά ἐπί μέρους-

διανύσματα ἔχουν τὸν αὐτὸν ἀριθμὸν στοιχείων.

γ) Πολλαπλάσιασμὸς διανύσματος ἐπί ἀριθ-

μό v: 6 πολλαπλασιασμὸς ἐνὸς ἑκάστου τῶν στοιχείων τοῦ δια-ν

νύσματος ἐπί 16v ἀριθμὸν αὐτόν. Π.χ.;
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δ) Γραμμικὸς συνδυασμὸς διανυσμάτωνε τὸ ἀθροιπ-

σμα (ἢ διάφορα) τῶν διανυσμάτων αὐτῶν ἑκάστου πολλαπλασιαζομέ--μ

νου ἐπί ἕνα ἀριθμόν (Ξ).

«διανυσμα», ἀλλὰ διεπιστώσαμεν ὅτι τοῦτο Θα ἐγίνετο πρὸς ζημίαν τῆς ἀνα-

λύσεως. Ἡ χρησιμοποίησις τῆς λέξεως «στήλη» θα ῆτο ἴσως ἐπαρκὴς ἂν δέν-

ἀπῃιοῦντο ὡρισμέναι άλγεβρικαίπράξεις.

1, Ἠ γενικὴ μαθηματική ἔννοια τοῦ διανύσματος δέν εἶναι ἀπαραίτητος

εἰς τὴν ἀνάλυσιν. Σημειοῦμεν ἐν τούτοις ὅτι γεωμετρικῶς ἕκαστον διάνυσμα

ὁρίζει σημεῖον μέ συντεταγμένα τα στοιχεῖα τοῦ διανύσματος. 'O ἀριθμὸς

τῶν διαστάσεων τοῦ γεωμετρικοῦ χώρου ἰσοῦται συνεπῶς πρὸς τὸν ἀριθμὸν’

τῶν στοιχείων τοῦ διανὺσματος. Ἐπειδὴ εἰς τὰ προβλήματα τοῦ Γραμμικοῦ

Προγραμματισμοῦ ὑπεισέρχονται πολλάκις διανύσματα σχετικῶς μεγάλου αρι-

θμοῦ στοιχείων, εῖναι προφανὴς ὁ τοπολογικὸς χαρακτὴρ τῶν ἐν λόγῳ προ-

βλημάτων καὶ ἡ σχέσις των μὲ τὴν Γεωμετρίαν πολυσυστάτων χώρων.

2. Ὁ ἀριθμὸς δύναται να εἰναι καί μηδὲν.
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Τοὺς ἀριθμοὺς 2,5 καί 3 καλοῦμεν συντελεστὰς ἢ ἀπλῶς πολλα·

πλασιαστάς, 'O ὑπολογισμὸς τῆς ἀνωτέρω παραστάσεως γίνεται βά-

σει τῶν λεχθέντων. Πολλαπλάσιάζομεν, πρῶτον, ἕκαστον διάνυσμα

,, ἐπί τὸν ἀντίστοιχον ἀριθμόν;

— -ιο- -30-
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Ἐν συνεχείᾳ προσθέτομεν τα άντίστοιχα στοιχεῖα καί λαμβάνο-

μεν τελικῶς τὸ διάνυσματ

Ι 46 i

32 _

40

16

  

Τὰς ἀπλας αὑτὰς ἐννοίας θα χρησιμοποιήσωμεν κατωτέρω. Ού-

δεμία ἄλλη μαθηματικὴ γνῶσις άπαιτεῖται πρὸς παρακολούθησιν τῆς

ἀναλύσεως, πλὴν βεβαίως στοιχειώδους ἀριθμητικῆς.

2. Διατύπωσις τοῦ προβλήματος

‘Y 11 o θ 6 σε ι ς (1). Α. Κατὰ τὸν χρόνον τοῦ ύπολογισμοῦ ή ἐπι-

χείρησις Α δύναται να διαθέσῃ 100, 80, 150 μονάδας (3) ἐκ τῶν συν·

τελεστῶν παραγωγῆς α, β, γ ἀντιστοίχως. T6v περιορισμὸν αὐτὸν δυ-

νάμεθα να ἐκφράσωμεν ὑπὸ μορφὴν διανύσματος :

ἰοιῖ

so

150

11,:

 

 

T6 σύμβολον Πο παριστᾷ συνοπτικῶς 16 ἀνωτέρω διάνυσμα. Ἀ-

1. Πλὴν τῶν ἐνταῦθα σημειουμένων ὑποθέσεων ίσχύουν παραλλήλως καί

αἰ γενικαί ὑποθέσεις τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ (Τμῆμα l).

2. Αἰ «μονάδες» μετρήσεως καθαρίζονται ἐκ τοῦ χρησιμοποιουμένου με·

τρικοῡ συστήματος,
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νάλογα σύμβολα θα χρησιμοποιήσωμεν καί εἰς ᾶλλας περιπτώσεις

κατωτέρω.Τὸ Π,, θα καλέσωμεν ((διάνυσμα διαθεσίμων συντελεστῶν».

B. ‘H ἐπιχείρησις Α ἔχει εἰς τὴν διάθεσίν της πέντε διαφόρους

παραγωγικας διαδικασίας, τας ὁποίας θα ἐκφράσωμεν δια τῶν δια-

νυσμάτων Π,, Π,, Π,, Π,, Π,,τ

.11.: ξ , 11,:

  

  

  

    

Τὰ ἀνωτέρω διανύσματα θα ὁνομάσωμεν «διανύσματα δρά·

σεως»(·). Τὸ Π, σημαίνει ὅτι πρὸς παραγωγήν μιᾶς μονάδας ἐξ ἐνὸς

ὡρισμένου ἀγαθοῦ (9), ἀπαιτοῦνται 2 μονάδες ἐκ τοῦ συντελεστοῦ α,

2 μονάδες ἐκ τοῦ συντελεστοῦ β καί οὐδεμία μονάς ἐκ τοῦ συντε·

στοῡ γ(“). Ἀναλόγω( ἐρμηνεύονται καί τά λοιπα διανύσματα.

Γ. 'H ἐπιχείρησις Α δύναται νά χρησιμοποιήσῃ μίαν ἢ περισσο-

τέρας ταυτοχρόνως ποραγωγικας διαδικασίας Kai εἰς οἰονδήποτε ἐπί·

πεδον δράσεως-ἂν βεβαίως at συνολικῶς ἀπαιτούμενοι ποσότητες

συντελεστῶν δέν ὑπερβαίνουν τὰ ὅρια τα ὁποῖα καθορίζει 16 διάνυ-

σμα Π,,,

Δ. Τὸ καθαρόν κέρδος ἐκ τῶν παραγωγικῶν διαδικασιῶν (--δια-

νυσμάτων δράσεως) Π,, Π,, Π,, Π, καί Π, χρησιμοποιουμένων εἰς 16

ἐπίπεδον δράσεως τῆς μονάδος, εἶναι 2, 2, 3, 4 Kai 6 νομισματικαί μο

νάδες ἀντιστοίχως. Δια τὸν ὑπολογισμὸν τοῦ κέρδους ἀφαιρεῖται τὸ

-κατα μονάδα κόστος ἀπὸ τὴν τιμήν τῶν ἀντιστοίχων ἀγαθῶν (4).

Αἰ ἀνωτέρω ὑποθέσεις καθορίζσυν τὰς τεχνολογικας καί οἰκονο-

μικας συνθήκας ἐντὸς τῶν ὁποίων δύναται να κινηθῇ ἠ ἐπιχείρησις Α.

Τὸ πρόβλημα τώρα εἶναι να καθορισθῇ βάσει τῶν ὑποθέσεων

αὐτῶν τὸ πρόγραμμα δράσεως τῆς ἐπιχειρήσεως. Τοῦτο σημαίνει

καθορισμόνε α) τοῦ ε’ίδους τῶν χρησιμοποιηθησομένων παραγωγικῶν

1. Structural or activity vectors.

2. Al διάφοροι παραγωγικαί διαδικασίαι δυνατὸν να παράγουν ἑτερο-

ειδῆ ἢ ὁμοειδῆ άγαθά.Ένταῦθα θα ὑποθέσωμεν ὅτι παράγουν ἐτεροειδῆ ἀγαθά.

3, ot a, β, γ θεωροῦνται συντελεσταί παραγωγῆς άπὸ ἐπιχειρηματικῆς

ἀπόψεως καὶ δέν άνταποκρίνονται κατ’ ἀνάγκην εἰς τὴν κλασικήν διαίρεσινε

ἐργασία, ἔδαφος, κεφάλαιον. Ἀπὸ τῆς ἀπόψεως αὐτῆς θα ῆτο δυνατὸν νά

εἰσαχθῆ εἰς τὸ πρόβλημα οἰοσδήποτε ἀριθμὸς παραγωγικῶν συντελεστῶν, Ὁ

συντελεστής α ἐνταῦθα δύναται να θεωρηθῇ ὡς «χρηματικὸν κεφάλαιον»,

ὁπότε ἐξηγεῖται εὐκόλως πῶς εἶναι δυνατὴ ἠ παραγωγὴ μέ δύο μόνον συντε-

λεστὰς εἰς τός δύο πρώτας περιπτώσεις.

4. Δυνατὸν τὸ κέρδος νὰ ὑπολογίζεται βάσει προβλεπομένων τιμῶν,
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διαδικασιῶν καί β) τοῦ ἐπιπέδου δράσεως αὐτῶν, κατα τρόπον ὥστε

11 ἐπιχείρησις να ἐπιτύχῃ τὸ μέγιστον δυνατὸν κέρδος ἐκ τῆς πωλή-

σεως τῶν προ”.ίόντων

“Av θέσωμεν λ,, 71',, λ, ,λ καί λ5 ,διὰ τα ζητούμενα ἐπίπεδα δρά-

σεως τῶν παραγωγικῶν διαδικασιῶν Π,, Π, Π,,. Π καὶ Π5 ἀντιστοί-

χως, τότε ὴ συνάρτησις φ(λ)·

¢(1)=21,+21,+31,+41,+61,

ἐκφράζει τὸ κέρδος τὸ ὁποῖον ὴ ἐπιχείρησις ἐπιδιώκει να καταστήσῃ,

μέγιστον, ὑπὸ τὰς ἐνταῦθα ὑποθέσεις (1). Προφανῶς μερικα λ δυνα-

τὸν να λάβουν τιμὴν μηδέν(’), ὅπερ σημαίνει 611 11 άντίστοιχος πα-

ραγωγικὴ διαδικασία δὲν περιλαμβάνεται είς τὸ πρόγραμμα.

‘O τελικὸς περιορισμὸς τοῦ προγράμματος δράσεως τίθεται βε·

βαίως ὑπὸ τῆς ὑπαρχούσης ποσότητος συντελεστῶν παραγωγῆς.

Δέον συνεπῶς να εἰναι;

λ,Π,-Ι-λ,Π,-Ι-λ,Π,-Ι-λ,Π,-)-λ,,Π,,<Π,, (1)Υ

ἥ. ἐκφράζοντες ἀριθμητικῶς τα δισνύσματα;

’τοο-

 

   

 

  

 

 

21 2 '1 2 2

λι εινι ι +1 ι τι 1 τι 3 εει

  

ἢ άναλυτικώτερον (συμφώνως πρὸς τα ἀνωτέρω ὑπὸ στοιχ. 1. δ λε-

χθέντα)ε

21.+21.+11.+ 21. + 21.<100

2λ,-)-Ολ,-Ι-1λ,-1-1λ,-)-2λ,< 80 (2)

Ολι —|— 171, -1- 271,, -Ι-1λ, -1- 271,, <150

Ἡ σημασία τῶν ἀνωτέρω άνισοτήτων εἶναι προφανής; Ἡ πρώ

τη σημαίνει 611 ἡ συνολικῶς δαπανωμένη ποσότης ἐκ τοῦ συντελε-

στοῦ a κατα τήν ἐκτέλεσιν τοῦ προγράμματος δράσεως δέν πρέπει να

ὑπερβαίνη τὴν συνολικῶς διατιθεμένην ποσότητα τῶν 100 μονάδων

τοῦ συντελεστοῦ αὑτοῦ. Ἀνάλογος ἑρμηνεία πρέπει να δοθῇ καί εἰς

τας ἄλλας δύο ἀνισότητας. Οὕτω 16 σύστημα (2) σημαίνει 611 αἱ

ὑπὸ τοῦ προγράμματος ττροβλεπόμεναι συνολικσί ποσότητες τῶν

1. Γνωρῐζομεν ὅτι 16 καθαρὸν κέρδος τῆς παραγωγικῆς διαδικασίας Π,

εἰς τὸ ἐπίπεδον τῆς μονάδος εἰναι 2. "Av συνεπῶς λ, εἶναι τὸ ἐπίπεδον δρά-

σεως τῆς Πι τότε θα ἔχωμεν 2λι διὰ τὸ συνολικὸν κέρδος ἐκ τῆς παραγωγι-

κῆς ταύτης διαδικασίας.Ὀμοίως σκεπτόμενοι καὶ διὰ τας λοιπὰς παραγωγικας

διαδικασίας καί προσθέτοντες τα ἐπί μέρους γινόμενα λαμβάνομεν τὴν συ-

νάρτησιν“κέρδους Φίλ).

2, Ὀχι ὅμως καί ἀρνητικήν.



Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς 33

συντελεστῶν α. β καὶ γ δέν πρέπει v6 ὑπερβαίνουν τας ἀντιστοίχως

διαθεσίμους ποῠότητας τῶν συντελεστῶν αὐτῶν. Συνοπτικῶς λοιπὸν

τὸ πρόβλημα τῆς ἐπιχειρήσεως Α δύναται να διατυπωθῇ ὡς ἀκολού-

θως. Να εὑρεθοῦν αἱ (μὴ ἀρνητικαί) τιμαί τῶν λ, τοιαῦται ὥστε;

(MM—“~27“ -Ι- 2λ, -Ι- 3λ, -Ι- 471, -Ι- 6λῧεμέγιστον

ὑπὸ τὸν περιορῑῡμόνε ἰ

’λΙΠι ’1- λιιΠΞ “1“ λιιΠιι -1- λιΠι "l— λᾶΠΔ ς no

Πρὶν προχωρήσωμεν ἐν τούτοις εἶναι ἀνάγκη, δια λόγους διευ-

κολύνσεως τῶν ὑπολογισμῶν, ὅπως μετατρέψωμεν τάς ἀνωτέρω ἀνι-

σότητας εἰς ἰσόϊητας. Ή μετατροπή μιᾶς ἀνισότητος εἰς ἰσότητα γί-

νεται δι’ ἁπλῆς προσθήκης εἰς 16 ἀσθενέστερον μέρος τῆς ἀνισότη-

τος τῆς διαφορᾶς ὴ ὁποία ὁρίζεται ὑπὸ τῆς ἀνισότητος ταύτης.’Π.χ.

ή ἀνισότης 548 μετατρέπεται εἰς ἰσότητα ἂν προσθέσωμεν εἰς τὸ

ἀριστερὸν μέλος τὴν διαφορὰν 8—5=3. ‘H ἀκολουθουμένη ἐνταῦθα

διαδικασία μετατροπῆς τῶν άνισοτήτων εἰς’ ἰσότητας δέν διαφέρει

οὐσιωδῶς. εΟρίζομεν τρία νέα διανύσματα Π,, Π,, Π,, τοιαῦτα (bate:

 

 

    

Οἰκονομικῶς, τὸ Π,, σημαίνει ὅτι ἐπιτρέπει τὴν μ ὴ χ ρ η σιμ o-

11 o ί η σιν μιᾶς μονάδος ἐκ τοῦ συντελεστοῦ α. Τα Π, καί Π,, ἐπι-

τρέπουν τὴν μή χρησιμοποίησιν μιᾶς μονάδος ἐκ τῶν συντελεστῶν β καί

γ ἀντιστοίχως. Τά δύο μηδενικα εἰς ἕκαστον διάνυσμα σημαίνουν ὅτι

ὴ μ ὴ χ ρ η σιμ ο π o l η σ ι ς ποσοτήτων ἐξ ἑνὸς συντελεστοῦ δέν

ἀπαιτεῖ δαπάνας ἐκ τῶν δύο ἄλλων συστελεστῶν. Λόγῳ τῆς οἰκονο-

μικῆς των σημασίας θα ὁνομάσωμεν τὰ Π,,. Π, καί Π,, «διανύσματα

ἀδρανείας» (ί).

"Av τώρα ὡρισμέναι ποσότητες συντελεστῶν παραγωγῆς μένουν

ἀχρησιμοποίητοι, διότι εἶναι πολλάκις τεχνικῶς ἀδύνατος ὴ χρησι-

μοποίησις ὡρισμένων ποσοτήτων ἐξ ἑνὸς συντελεστοῦ ἄνευ ἀντιστοί-

χων ποσοτήτων ἐκ τῶν ἀλλων συντελεστῶν (ὑπόθεσις σταθερῶν ἀναέ

λογιῶν) τα ἀντίστοιχα διανύσματα ἀδρανείας πρέπει να περιλαμβά-

νωνται εἰς τὸ πρόγραμμα δράσεως ὑπὸ κατάλληλα ἐπίπεδα. Θα όνο-

μάσωμεν τα ἐπίπεδα ταῦτα, «ἐπίπεδα ἀδρανείας», καθόσον χρησιμο-

ποίησις εἰς οἰονδήποτε ἐπίπεδον ἑνὸς διανύσματος ἀδρανείας, σημαί-

νει άπλῶς μὴ χρησιμοποίησιν ὡρισμένων ποσοτήτων ἐκ τῶν συντελε-

1. Slack vectors ῆ disposable activities.
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στῶν παραγωγῆς. Αἰ τιμαί τῶν ἐπιπέδων ἀδρανείας δέν δύνανται να

εἶναι μικρότεραι τοῦ μηδενὸς (δηλαδὴ ἀρνητικαί) οὔτε μεγαλύτεραι

τῶν ποσοτήτων τῶν ἀντιστοίχων συντελεστῶν.

"Av θέσωμεν λε, λ,, λ, διὰ 16 ἐπίπεδα ἀδρανείας Π,, Π, καί Π,

άντιστοίχως, τότε ὴ παράστασις (l) ylvEtal:

1,n,+1,n,+1,11,+1,n,+1,n,+1,n,+ 1,n,+1,n, = Π,, (3)

καί ἀναλυτικῶςε

2λ,-)ῌ2λ,-Ι,-1λ,-)-2λ,-)-2λ,-)-1λ,,-)-Ολ,-)νολ, =100

27x,+01,+1713—1—171,+271,—|—0716—|—171,—|~0 · λ,Ξ = 80 (4)

01,—1—171,+27\,+171,+271,+018+O71,.+ 1λ, =150

Τὸσύστημα(4)σημαίνει ὅτι τὸ σύνολον τῶν παραγω-

γικῶς χρησιμοποιουμένων ποσοτήτων συντελεστῶν

σζὺν τῷ συνόλῳ τῶν μὴ χρησιμοποιουμένων ποσο-

τήτων αὐτῶν ἰσ ο ῦ τ αι πρὸς ’τὰς συνολικῶς διαθεσίμους ποσότητας

συντελεστῶν.

"Av τέλος ὑποθέσωμεν ὅτι δέν ζημιοῦται ἡ ἐπιχείρησις Α ἐκ τῆς

μὴ χρησιμοποιήσεως ὡρισμένων ποσοτήτων ἐκ τῶν συντελεστῶνβ),

τότε τὸ καθαρὸν ἀποτέλεσμα ἐκ τῆς εἰσαγωγῆς διανυσμάτων ἀδρα-

νείας εἰς τὸ πρόγραμμα ὑφ’ οἰονδήποτε ἐπίπεδον ε’ίναι μηδὲν καί

συνεπῶς ή συνάρτησις φ(λ) μένει ἀμετάβλητος.

Μετα τὸν καθορισμὸν τῶν διανυσμάτων ἀδρανείας τὸ πρόβλημα

δύναται να λάβῃ ὁριστικὴν διατύπωσιν ὡς ἀκολούθως;

Να εὑρεθοῦν αἰ (μὴ ἀρνητικαί) τιμαί τῶν λ, τοιαῦται ὥστεε

φ(λ)ΞΖλ,-)-2λ,-)-3λ,-)-4λ,-ί-6λ,Ξμέγιστον (5)

ὑπὸ τὸν περιορισμόνε

71,Fl,+7\,Fl,—|—71,Fl,+71,Fl,—|-—75Fl5—|—7,Fl,+717H7+713Fl.=Flo (6)

3. Λύσις τοῦ προβλήματος.

'H παράστασις (6), 11 ὁποία εἶναι περιληπτικὴ μορφὴ τοῦ συστή-

ματος (4), ἐπιδέχεται διαφόρους λύσεις. ‘H ἐπιχείρησις Α ἐνδιαφέρε-

ται μόνον δι’ ἐκείνην τὴν λύσιν ή ὁποία ίκανοποιεῖ ταυτοχρόνως τὴν

(5), ἤτοι καθιστᾷ μέγιστον τὸ ἀναμενόμενον κέρδος. Ἠ μέθοδος sim-

plex, περί τῆς ὁποίας ὡμιλήσαμεν εἰς τὸ προηγούμενον τμῆμα, χρη-

1. Δέν λαμβάνεται ὑπ’ ὄψιν τὸ διαφυγὸν κέρδος τῆς ἐπιχειρήσεως ἐκ τῆς

μὴ χρησιμοποιήσεως ποσοτήτων ἐκ τῶν συντελεστῶν. Πάντως εἰναι ἐνδεχό-

μενον ὅπως ὴ μὴ χρησιμοποίησις ποσοτήτων συντελεστῶν προκαλῇ ζημίας, ἂν

π,χ, δέν εἰναι δυνατὴ ὴ ὃιατήρησις καὶ ἐπαναχρησιμοποίησις αὐτῶν. (BA. καί

ὑπ’ ἀριθ. 2 παρατήρησιν εἰς 4 κατωτέρω).
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Ὃιμοποιεῖται ἀκριβῶς πρὸς ἀνίχνευσιν τῆς λύσεως ταύτης δια συστη-

ματικῆς ἐξετάσεως ἐνὸς ἀριθμοῦ λύσεων.

Πρῶτον στάδιον ὑπολογισμῶν. Ἐκλέγομεν ὡς ἀ-

φετηρίαν τῶν ὑπολογισμῶν τὴν ἁπλουστέραν «δυνατὴν»(·) λύσιν θέ-

τοντες 71,=71,=71,=71,=71,=0 καί 716:100. 71,:80, 71,:1500). “Ι-Ι λύσις

παῦτη σημαίνει ὅτι οὐδεμία παραγωγικὴ διαδικασία χρησιμοποιεῖται

ι(ἐφ“ ὅσον τα ἐπίπεδα δράσεως τῶν διαθεσίμων παραγωγικῶν διαδι-

ικασιῶν εἶναι μηδέν), αἱ δέ διατιθέμεναι ποσότητες συντελεστῶν τια-

Ἴραμένουν ἀχρησιμοποίητοι (ἤτοι ἀπορροφῶνται ἀπὸ 16 διανύσματα

ἀδρανείας τῶν ὁποίων τα ἐπίπεδα 71,, 71,, λ, λαμβάνουν τὴν μεγίστην

-δυνατὴν τιμήν). Κατα συνέπειαν καί τὸ κέρδος τῆς ἐπιχειρήσεως εἰ·

-ναι δέν;

μη φίλ)Ξ2><Ο-)-2><Ο-)-3><Ο-)-4><Ο-)-6><Ο

Πρίν προχωρήσωμεν πρὸς εὕρεσιν καλλιτέρας λύσεως θα κατα-

·γράψωμεν συστηματικῶς τα τεχνικὰ καί οἰκονομικὰ δεδομένα τοῦ

προβλήματος, ὡς ἐπίσης καὶ τὴν ἀρχικήν λύσιν ὡς κατωτέρω;

Πινακιον α’.

l l Ι l |

 

 

 

 

 

     

κ.κ. -> 2 2 3 4 6

1. Ι

B Π, Π,, Π, Π,, τι. Π. Π, n. Π.

Π,, 100 1 2 2 1 2 2

n. 80 1 2 1 1 2

Π,, 150 1 τ 2 ι 2

l ο.κ. 4+ ‘ l —2 —2 —3 l —4 —6         
 

Ἐὰν ἀφήσωμεν πρὸς στιγμὴν κατα μέρος τ’ὴν τελευταίαν σειράν,

γτὸ ὑπόλοιπον μέρος τοῦ πινακίου εἶναι μᾶλλον σαφές.

α) Κάτωθεν τοῦ στοιχείου Β, τὸ ὁποῖον συμβολίζει τὴν λέξιν

«βάσις», ἐγγράφονται τὰ ἐκλεγόμενα διανύσματα πρὸς κατάστρω-

σιν τοῦ ἑκάστοτε προγράμματος (Β).

1, «Δυνατὴ» λύσις σημαίνει λύσις ίκανοποιοῡσα τὴν παράστασιν (6) ὅχι

ὅμως κατ’ ἀνάγκην καί τὴν (5).

2. Ol λόγοι τῆς ἐκλογῆς αὐτῆς ἀναφέρονται κατωτέρω.

3. Θα καλοῦμεν ἐνίοτε τὰ διανύσματα τοῦ προγράμματος διανύσματα

βάσεως,
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β) Κάτωθεν τοῦ Flo σημειοῦνταί αἰ ὑπάρχουσαι ποσότητες τῶν-

συντελεστῶν παραγωγῆς a, β, γ. Ταύτοχρόνως ὅμως οἰ αὐτοί ἀριθ-

μοί παριστοῦν τὰ ἐπίπεδα δράσεως (ἢ ἀδρανείας, ὡς ἐν προκειμένῳ)

τῶν ἀντιστοίχων διανυσμάτων τῆς βάσεως· . ὡς δεικνύεται εἰς τὸ πι-

νάκιον, αῖ 100, 80 καί 150 μονάδες ἐκ τῶν συντελεστῶν α, β καί y~ ’

ἀντιστοίχως, καθορίζουν 16 ἐπίπεδα τῶν διανυσμάτων Π,, Π7 καί Π,,.

Οὕτω αἰ στῆλαι κάτωθεν τῶν Β καί Π,, παριστοῦνὸμοῦ τὸ έκάστοτε.

ἐκλεγόμενον πρόγραμμα δράσεως, ὡς καθορίζουσαι τὰ ἐκλεγόμενα

διανύσματα καί τὸ ἐπίπεδον αὐτῶν.

γ) Εἰς τὰς ὑπολοίπους στήλας τοῦ πινακίου ἀναγράφονται πάν-

τα τὰ χρησιμοποιούμενα διανύσματα (δράσεως ἢ ἀδρανείας) μετα

τῶν στοιχείων αὐτῶν. T6 μηδενικὰ στοιχεῖα δέν ἀναγράφονται.

Κατὰ τὴν ταξινόμησιν τα διανύσματαάδρανείας ἐτέθησαν πρὸ τῶν·

διανυσμάτων δράσεως διὰ λόγους εὐχερείας ὑπολογισμῶν.

δ) Εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ πρέπει να σημειωθῇ ὅτι πάντα 16 δια

νύσματα Fl°,.Fl,, . . . . ,ΠΒ δύνανται ινα ἐκφρασθοῦν ὡς γραμμικοί.

αυνδυασμοὶθ) τῶν διανυσμάτων τῆς βάσεως Π,, Π,, Π,,.

"Ag λάβωμεν π.χ. τὸ διάνυσμα διαθεσίμων συντελεστῶν Π,, δυνά-

μεθα v6 θέσωμεν;

Π,,ειοο Flfi+80 n,+150 Π,,

 

    

O Ο -- 100

=1oo ἐ +80 ίι3 +150 1]) = 128:11,,

   

Εἰς 16v ἀνωτέρω γραμμικὸν συνδυασμὸν ὡς, πολλαπλασιασταίὶ

τῶν διανυσμάτων ἐτέθησαν τὰ ἀντίστοιχα στοιχεῖα τοῦ διανύσματος

Π,,. 'H οἰκονομικὴ ἔννοια τοῦ συνδυασμοῦ αὐτοῦ εἶναι ὅτι αἰ ὑπάρ

χουσαι ποσότητες τῶν συντελεστῶν α, β, γ, διατίθενται ἐξ ὁλοκλήρου,

ἂν τὸ ἐκλεγόμενον πρόγραμμα περιλαμβάνῃ τὸ διάνυσμα Π,, εἰς ἐπί-

πεδον 100, τὸ διάνυσμα Π7 εἰς ἐπίπεδον 80 καὶ τὸ διάνυσμα Π,, εἰς

ἐπίπεδον 150. «Διατίθενται ἐξ ὁλοκλήρου» σημαίνει ἐνταῦθα-λόγῳ-

τῆς φύσεως τῶν διανυσμάτων τοῦ προγράμματος-ὅτι δέν χρησιμο-

ποιοῦνται. ‘H ἑρμηνεία εἶναι προφανῶς πλέον ἐνδιαφέρουσα ὅταν εἰς

τὸ πρόγραμμα περιλαμβάνωνται καί διανύσματα δράσεως (Ξπαρα-

γωγικαί διαδικασίαι), ὡς συμβαίνει εἰς τα πινάκια β’ καί γ’ κατωτέρω.

“Ομοίως, τὸ διάνυσμα Π, δύναται v6 ἐκφρασθῇ ὡς;

1, Βλέπε τὰ ὑπὸ στοιχεῖα 5 λεχθέντα τῆς παραγρ. 1 τοῦ παρόντος,

τμήματος.
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11‘.=2n6+1n,+1na

O

’ί

O

1 Ο

:‘2 8 +1 +1g=l1=n4

   

 

 

 

  

Είς τὸν συνδυασμὸν αὐτὸν ἐτέθησαν ὁμοίως ὡς πολλαπλασια-

·σταί τῶν διανυσμάτων 16' στοιχεῖα τοῦ FL. Γενικῶς πᾶν διάνυσμα

τοῦ πινακίου δύναται v6 ἐκφρασθῇ ὡς γραμμικὸς συνδυασμὸς τῶν

διανυσμάτων τοῦ έκλεγομένου προγράμματος, ἂν θέσωμεν ὡς πολ·

λαπλασιαστὰς 16 ἀντίστοιχα στοιχεῖα τοῦ ,ὑπ’ ὄψιν διανύσματος.

Ποία τώρα εἶναι ἡ οἰκονομικὴ ἔννοια τῆς ἐκφράσεως ἑνὸς δια·-

νύσματος δράσεως, π.χ. τοῦ Π,,, ὡς γραμμικοῦ συνδυασμοῦ τῶν δια-

νυσμάτων τοῦ προγράμματος. Σκεπτόμενοι ὡς καί προηγουμένως, δυ·

νάμεθα v6 διατυπώσωμεν την ἔννοιαν ταύτην ὡς ἑξῆςε Αί ’ἁπαιτού

μεναι ποσότητες συντελεστῶν παραγωγῆς 616 τήν χρησιμοποίησιν

π.χ. τοῦ διανύσματος δράσεως Π, είς τὸ ἐπίπεδον δράσεως ’τῆς μο·

1165013, [σοῦνται ἀκριβῶς πρὸς τὰς ποσότητας αί ὁποῖαι ἀπορροφῶν-

ται 6116 16 διανύσματα; Π,, είς ἐπίπεδον 2, Π7 εἰς ἐπίπεδον 1 καὶ ΠΒ

ἐίς ἐπίπεδον 1. Ἐν ἄλλοις λόγοις ἔχομεν ἐνώπιόν μσς ὃ ύ 0 διαφό-

ρους συνδυασμοὸς τῆς αι’) τ ῆ ς ποσότητος παραγωγικῶν συντελε-

στῶν. Δεδσμένου ὅτι εἵμεθα είς θέσιν v6 γνωρίζωμεν 16 καθαρὸν

κέρδος ἑκάστου συνδυασμοῦ (διότι δίδεται ὑπὸ τοῦ προβλήματος τὸ

ὑφ’ ἑκάστου διανύσματος ἀναμενόμενον καθαρὸν κέρδος), δυνάμεθα

“νὰ άποφασίσωμεν έαν συμφέρῃ ἤ ὅχι ἡ ἀφαίρεσις ποσοτήτων συντε-

λεστῶν 6116 16 διανύσματα τοῦ προγράμματος, διὰ τήν δραστηριο-

ποίησιν ἐνὸς νέου διανύσματος. Ἐνταῦθα βεβαίως ἡ σύγκρισις αὕτη

γίνεται αὐτομάτως διότι γνωρίζομεν ὅτι 16 διανύσματα ἀδρανείας

δίδουν μηδὲν καθαρὸν κέρδος, ὁπότε συμφέρει ὁπωσδήποτε ἠ εἰσα-

γωγὴ ἐνὸς διανύσματος δράσεως είς τὸ πρόγραμμα. “Ὀταν ὅμως τὸ

’πρόγραμμα περιλαμβὰνῃ ἤδη διανύσματα δράσεως (ὡς είς 16 ἐπό-

μενα πινάκια β’ καί γ’) τότε ἡ ἀνωτέρω σύγκρισις δια τοῦ τεχνά-

σματος τοῦ γραμμικοῦ συνδυασμοῦ εἶναι βααική διὰ τὴν εὕρεσιν τῆς

καλλιτέρας δυνατῆς λύσεωςθ).

Ὡς θὰ παρετήρησεν ὁ άνογνώστης 16 διανύσματα no, Πι . .. Π,ἶ

έκφραζόμενα ὡς γραμμικοί συνδυασμοί τῶν διανυσμάτων τοῦ προ-

1, Πᾱν διάνυσμα ἀδρανείας δύναται ἐπίσης v6 ἐκφρασθῇ ὡς γραμμικὸς

,συνδυασμὸς τῶν διανυσμάτων τοῦ προγράμματος· Ἡ ἔννοια τοῦ συνδυασμοῦ

αὐτοῦ δύναται νὰ καθορισθῇ κατ’ ἀναλογίαν τῶν λεχθέντων διὰ τὰ λοιπὰ

διανύσματα, λαμβανομένης βεβαίως ὑπ’ ὄψιν τῆς φύσεως τῶν διανυσμάτων

ἀδρανείας.
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γράμματος, δέν ἀλλάσσουν ἀριθμητικὴν μορφήν, παραμένοντα ὡς

ἀκριβῶς ἐδόθησαν ἀρχικῶς 6116 τοῦ προβλήματος. Τοῦτο ὅμως συμ-

βαίνει μόν ον είς τὸ πρῶτον πινάκιον τῶν ὑπολογισμῶν, λόγῳ·

τῆς ἀριθμητικῆς φύσεως τῶν διανυσμάτων ἀδρανείας (1) 16 ὁποῖα

ἐξελέγησαν είς τό ἀρχικὸν πρόγραμμα. Οὕτω ἐκλέγοντες ὡς ἀφετη-

ρίαν ἓν πρόγραμμα ἀπαρτιζόμενον ἀπὸ 16 διανύσματα ἀδρανείας,

εἷς οὐδένα σχεδὸν ὑπολογισμὸν εἶναι ἀναγκαῖον νά προβῶμεν

κατὰ τὴν κατάστρωσιν τοῦ πρώτου πινακίου. Ἀρκεῖ v6 καταγρά-

ψωμεν 16 δεδομένα τοῦ προβλήματος K616 τήν ὑποδειχθεῖσαν, σει

ράν (πινάκ. α’). Οὗτος εἶναι εἷς ἐκ τῶν λόγων χρησιμοποιήσεως,

διανυσμάτων ἀδρανείας εἰς τὸ ἀρχικὸν πρόγραμμα. Ἕτερος, πλέον

οὐσιώδης λόγος, εἶναι ὅτι διὰ τοῦ τρόπου αὐτοῦ όιποφεύγεται ἠ-

ὑπερπήδησις τῆς «ἀρίστης» δυνατῆς λύσεως, ἐφ’ ὅσον ἀρχίζομεν

τοὺς ὑπολογισμούς 6116 τήν λύσιν ἐκείνην ἡ ὁποία δίδει καθαρὸν

κέρδος μηδέν.

ε) Τὰ στοιχεῖα Κ.Κ. είς 16 πρῶτον τετραγωνίδιον τοῦ πινακίου-

σημαίνουν «καθαρὸν κέρδος». “Η φορὰ τῶν βελῶν δεικνύει ὅτι 16

τετραγωνίδια τῆς ἕναντι σειρᾶς καὶ τῆς κάτωθεν στήλης χρησιμο-γ

ποιοῦνται 516 τήν ἐγγραφὴν τοῦ καθαροῦ κέρδους ἑκάστου διανύ-

σματος. “Επειδή 16 διανύσματα ἀδρανείας ἔχουν καθαρὸν κέρδος

μηδέν, 16 ἀντίστοιχα τετραγωνίδια μένουν κενά, ἀναγράφεται δέ,

μόνον 16 καθαρὸν κέρδος 16 ἀντιστοιχοῦν είς 16 διανύσματα δρά-

σεως, κατὰ 16 δεδομένα τοῦ προβλήματος.

στ) Είς τὴν τελευταίαν σειρὰν τοῦ πινακίου, ἔναντι τῶν στοι-

,χείων Ο.Κ. (=6p1cnc6v κέρδος) ἐγγράφεται ἠ 5 1 6 φ ο ρ 6 K 6 θ α-

ροῦ κέρδους ἠ λαμβανομένη έκ τῆς ὑπὸ στο 1-

χείων δ ἀνωτέρω ὑποδειχθείσης συγκρίσεως. "Ac ὑποθέσωμεν-

π.χ. δτι θέλωμεν νά καθαρίσωμεν ποίαν έπίδρασιν θὰ ἔχῃ έπί ’τοῦ

καθαροῦ κέρδους ἠ εἰσαγωγὴ είς τὸ πρόγραμμα τοῦ διανύσματος,

δράσεως Π,, Πρῶτον, ἑκφράζομεν τοῦτο ὡς γραμμικὸν συνδυασμὸν·

τῶν διανυσμάτων τῆς βάσεως κατὰ 16 γνωστὰ :

ns=1.ns+1.n,+2.ns

1, Ἐπειδὴ δηλαδὴ περιέχευν ἀνὰ μίαν μονάδα καί δύο μηδενικὰ ἔκα-

στον κατὰ τρόπον ὥστε χρησιμοποιούμενα είς τὸν γραμμικὸν συνδυσομὸν

ἁφήνουν τὴν ἀριθμητικὴν φύσιν τῶν ἄλλων διανυσμάτων ἀναλλοίωτον. Μα-

θηματικῶς 16 ’διανύσματα ἀδρανείας ἀποτελοῦν τὴν· ἀρχικήν «βάσιν» τοῦ

συστήματος ῆ τὰς συντεταγμένας ἐνὸς χώρου v διαστάσεων (νΞὸ ἀριθμὸς

,τῶν έν ἀνεπαρκείᾳ συντελεστῶν) βάσει τῶν ὁποίων δύνανται v6 éKtppcxoBon

ὡς γραμμικοί συνδυασμοί 16 ὑπόλοιπα διανύσματα τοῦ προβλήματος, κεί-

μενα ἐντὸς τοῦ αὑτοῦ χώρου.
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Ἡ ἀνωτέρω σχέσις σημαίνει ὅτι ἡ ἀπαιτουμένη ποσότης συντ-ε-ι

λεοτῶν παραγωγῆς 516 τήν χρησιμοποίησιν τοῦ Π,, είς ἐπίπεδον

δράσεως 1, εἶναι ἰ’ση μέ τὰς ποσότητας συντελεστῶν τὰς ὁποίας

χρησιμοποιοῦν τὸ διάνυσμα FlG etc ἐπίπεδον 1, 16 διάνυσμα Π, είς

ἐπίπεδον 1 καί τὸ διάνυσμα Π,, etc ἐπίπεδον 2.

Δεύτερον, σ υ γ κ ρ ί ν 0 μ ε ν 16 καθαρὸν κέρδος 16 ὁποῖον δίε

δουν 0t δύο ἀνωτέρω συνδυασμοί(’) τ ῶ ν α ὐ τ ῶ ν π o σ ο τ ή τ ω v

συντελεστῶν παραγωγῆς. Γνωρίζομεν ὅτι πάντα τὰ διανύσματα ἀ·-

ὃρανείας φέρουν ἐξ ὑποθέσεως καθαρὸν κέρδος μηδέν (ἤτοι, 1 X 0+

1 X 0+2 X 0=0, ὅπου τὰιτρία πρῶτα μηδενικὰ εἶναι 16 καθαρὰ

κέρδη τῶν Π,,, Π,, Π,,), 16 δέ Fl3 είς τὸ ἐπίπεδον δράσεως τῆς μονάδος

φέρει κέρδος 3. Συγκρίνοντες συνεπῶς λαμβάνομεν 0—3=—3, ὅπερ

σημαίνει ότι 16 ὁριακὸν κέρδος τοῦ διανύσματος Π,, εἶναι 3 μονά-

δες(“). Ἑπομένως ἡ είσαγωγή τοῦ Π,, είς 16 πρόγραμμα δύναται νὰ

βελτιώσῃ τὸ συνολικὸν κέρδος τῆς ἐπιχειρήσεως. Κατὰ τὸν αὐτὸν

ἀκριβῶς τρόπον γίνεται ὁ προσδιορισμὸς τοῦ «ὁριακοῦ κέρδους» ὅλων

τῶν διανυσμάτων. Γενικῶς ὅταν ὑπάρχῃ ἓν ἢ περισσότερα ἀρνητικὰ

στοιχεῖα είς τήν τελευταίαν σειρὰν τοῦ πινακίου βελτίωσις τοῦ συνο-

λικοῦ κέρδους εἶναι δυνατὴ δι’ είσαγωγῆς etc 16 πρόγραμμα ένὸς ἐκ

τῶν ἀντιστοίχων διανυσμάτων. Κατ’ ἀντιστοιχίαν ὅταν ἓν στοιχεῖον

εῖναι θετικὸν ή εἰσαγωγὴ είς 16 πρόγραμμα τοῦ ἀντιστοίχου διανύ-

σματος μειώνει 16 συνολικὸν κέρδος τῆς ἐπιχειρήσεως ὡς τοῦτο καθο-

ρίζεται ὐπὸ τοῦ ἤδη έκλεγέντος προγράμματος. “Ὀταν ἓν ἢ περισσό-

τερα στοιχεῖα τῆς τελευταίας σειρᾶς τοῦ πινακίου εἶναι μηδέν, οὔτε

κέρδος οὔτε ζημία προκαλοῦνται ἐκ τῆς εἰσαγωγῆς τῶν ἀντιστοίχων

διανυσμάτων είς 16 πρόγραμμα.

Λόγῳ τῆς φύσεως τῶν διανυσμάτων ἀδρανείας, τὰ ὁποῖα δίδουν

κέρδος μηδέν, οὐδεμία σχεδὸν σκέψις άπαιτεῖται διὰ τὴν κατάρτισιν

τῶν στοιχείων τῆς τελευταίας σειρᾶς τοῦ πινακίου α’. Ἀ π λ ῶ ς έ γ-

γράφομεν 16 στοιχεῖα τῆς πρώτης σειρᾶς είς

τὰ ἀντίστοιχα τετραγωνίδια μέ ἀντίθετον ση-

μ ε ῖ ο ν.

Κατόπιν τῶν ὅσων ἤδη ἐλέχθησαν. ἁπλῆ ἐπισκόπησις τοῦ πινα-

κίου α’ δεικνύει ὅτι ἡ ἐπιχείρησις δύναται νὰ ἐπιτύχῃ καθαρὸν κέρδος

ἂν μεταβάλῃ 16 ἀρχικὸν πρόγραμμα. T6 πρόβλημα ε’ίναι. τώρα πῶς

1. Ὠς παριστῶνται έκ τῶν δύο μελῶν τῆς ἑξισώσεως.

2. Τὸ ἀρνητικὸν σημεῖον τοῦ ὁριακοῦ κέρδους ὀφείλεται είς τὸ ὅτι τό

καθαρὸν κέρδος τοῦ Π,, τίθεται ὡς ἀφαιρέτης, δέν πρέπει δέ νὰ έκλαμβάνεται

ὡς ὁριακή ζημία ὴ ὁποία σημειοῦται διὰ θετικοῦ σημείου. 'O τρόπος αὐτὸς

παρουσιάσεως ἔχει ὡρισμένα πλεονεκτήματα ἀπὸ ἀπόψεως ὐπολογισμοῦ,
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θὰ γίνῃ ἡ μεταβολή. Είδικώτερον πρέπει νὰ καθορισθοῦν; α) Ποῖον

διάνυσμα πρέπει v6 εἰσέλθῃ είς τὸ πρόγραμμα, β) Ποῖον διάνυσμα

πρέπει νὰ ἐξέλθῃ τοῦ προγράμματος.

Ἐφ’ ὅσον ἡ ἐπιχείρησις ένδιαφέρεται διὰ 16 μέγιστον δυνατὸν

κέρδος, λογικὸν εἶναι νὰ ἐπιζητῆται ἠ είσαγωγή είς τὸ πρόγραμμα τοῦ

διανύσματος 16 ὁποῖον δίδει 16 μεγαλύτερον ὁριακὸν κέρδος.Ἐνταῦθα

16 διάνυσμα αὐτὸ εἶναι 16 Π5 είς 16 ὁποῖον ἀντιστοιχεῖ κέρδος 6

μονάδες. Γενικῶς, ἐπιβάλλεται ἡ είσαγωγή είς 16 πρόγραμμα τοῦ

διανύσματος etc 16 ὁποῖον ἀντιστοιχεῖ ὁ ἀ ρ ν η τ ι κ ὸ ς ἀ ρ ι θ μ 6 c

μέ τὴν μεγαλυτέραν ἀπόλυτον τιμήν, ὁ εὑρισκό-

μενος etc τήν τελευταίαν σειρὰν τοῦ πινακίου(1).

Πρὸς καθορισμὸν τοῦ διανύσματος τὸ ὁποῖον πρέπει νὰ ἐξέλθῃ

τοῦ προγράμματος. ἀντικαθισῖώμενον ὐπὸ τοῦ «είσερχομένου» διανύ-

σματος, σκεπτόμεθα ὡς ἀκολούθωςε Ἐφ’ ὅσον 16 Π,, εἶναι 16 πλέον

ἐπικερδές διάνυσμα, συμφέρει ἡ χρησιμοποίησις αὐτοῦ etc 16 ἀνώτα-

τον δυνατὸν ἐπίπεδον δράσεως.Τὸ ἐπίπεδον αὐτὸ έξαρτᾶται ἐκ τῆς πο-

σότητος τῶν ἐν άδρανείᾳ συντελεστῶν παραγωγῆς, κυρίως δέ (2) ἐκ τῆς

ποσότητος τοῦ έν σχετικῇ (ὡς πρὸς 16c τεχνολογικὰς συνθήκας τοῦ Πῡ)

ἀνεπαρκείσι εὑρισκομένου συντελεστοῦ. 'O έν σχετικῇ ἀνεπαρκείᾳ συν-

τελεστής ἀντιστοιχεῖ είς 16 μικρότερον ἐκ τῶν πηλίκων, τὰ ὁποῖα λαμ-

βάνονται ἂν διαιρέσωμεν τὰς ποσότητας καί τῶν τριῶν συντελεστῶν

παραγωγῆς διὰ τῶν ἀντιστοίχων στοιχείων τοῦ Π,, Ἐνταῦθα ἔχομεν

100/2=50, 80/2=40, 150/2=75, συνεπῶς 6 συντελεστής β εἶναι 6 ἐν

σχετικῇ ἀνεπαρκείᾳ εὑρισκόμενος καί καθαρίζει ἀνώτατον ἐπίπεδον

δράσεως τοῦ Fl5 40 μονάδας. Τοῦτο σημαίνει ὅτι 6 λ ό κ λ η ρ ο ς ἠ

ποσότης τοῦ συντελεστοῦ β (40X2=80) χρησιμοποιεῖται ὑπὸ τοῦ

((είσερχομένου» διανύσματος καί συνεπῶς τὸ διάνυσμα Π, (16 ὁποῖον

ὑποδηλοῖ ἀδράνειαν τοῦ συντελεστοῦ β), δέν ἔχει ιθέσιν είς 16 πρό-

γραμμα, Γενικῶς, πρὸς καθορισμὸν τοῦ «έξερχομένου» διανύσματοςῑ

Διαιροῦμεν 16 στοιχεῖα τοῦ Πο διὰ τῶν ἀντιστοίχων 9e11chv(“) στοι-

χείων τοῦ εἰσερχομένου διανύσματος καί καθορίζομεν ἐν συνεχείᾳ

ὡς «ἐξερχόμενον» διάνυσμα 16 διάνυσμα τοῦ προγράμματος 16 6v11-

1. Ἀν ὑπάρχουν είς τὴν τελευταίαν σειρὰν δύο ἢ περισσότεροι to 0 1

ἀρνητικοί ἀριθμοὶ μέ ἀπόλυτον τιμὴν μεγαλυτέραν τῆς ἀπολότου τιμῆς τῶν

ἄλλων ἀρνητικῶν ἀριθμῶν ἐκλέγεται πρὸς εἰσαγωγήν είς 16 πρόγραμμα οίον-

δήποτε ἐκ τῶν διανυσμάτων 16 ὁποῖα ἀντιστοιχοῦν είς τοὺς ἴσους ἀρνητικσὺς

ἀριθμούς.

2. Λόγῳ τῆς ὑποθέσεως τῶν σταθερῶν ἀναλογιῶν,

3. Δέν λαμβάνονται ὑπ’ ὄψιν τὰ μηδενικὰ καὶ τὰ ἀρνητικὰ στοιχεῖα.
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στοιχοῦν εἰς 16 μικρότερον πηλῖκον(*). Τὸ, «είσερχόμενον» διάνυσμα

’Π,, καί 16 «ἐξερχόμενον» διάνυσμα Π, καταδεικνύονται διὰ τῶν έντό

νων καθέτων K61 ὁριζοντίων γραμμῶν τοῦ πινακίου.

Εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ περατοῦται τὸ πρῶτον στάδιον τῶν ὑπολο-

γισμῶν. Μηχανικῶς σί μέχρι τοῦδε ὑποδειχθεῖσσι κινήσεις ἔχουν ὡς

ἀκολούθως ;

α) Κατάστρωσις τοῦ πινακίου α’ βάσει τῶν δοθεισῶν πληροφο-

«ριῶνε έγγραφὴ etc τό πινάκιον τῶν διανυσμάτων δράσεως καί ἀδρα-

νείας κατὰ τὴν ὑποδειχθεῑσαν τάξιν· έγγραφὴ τῶν ἀριθμῶν 0t ὁποῖοι

παριστοῦν 16 K666p6 κέρδη τῶν διανυσμάτων είς 16 οἰκεῖα τετρα-

γωνίδια τῆς πρώτης σειρᾶς τοῦ πινακίου· ἐγγραφή τῶν αὐτῶν ἀριθ·

’ μῶν ἀλλὰ μέ ἀρνητικὸν σημεῖον etc 16 ἀντίστοιχα τετραγωνίδια τῆς

τελευταίας σειρᾶς τοῦ πινακίου (βλ, πινόκ. α’).

β) Καθορισμὸς τοῦ «είσερχομένου» διανύσματος βάσει τοῦ 6p-

νητικοῦ στοιχείου μέ τήν μεγαλυτέραν ἀπόλυτον τιμήν, τοῦ εὑρισκο-

μένου εἰς τήν τελευταίαν σειράν.

γ) Καθορισμός τοῦ «ἐξερχομένου» διανύσματος βάσει τοῦ μι-

κροτέρου ἐκ τῶν πηλίκων τὰ ὁποῖα σχηματίζονται ἐκ τῆς διαιρέσεως

τοῦ Π,, διὰ τῶν ἀντιστοίχων θ ε τ ι κ (I) ν στοιχείων τοῦ «εἰσερχομέ-

νου» διανύσματος.

Καταφαίνεται ὅτι ὁ χρόνος τοῦ μηχανικοῦ ὑπολογισμοῦ τοῦ πι-

νακίου α’ εἶναι ἐλάχιστος.

Δεύτερον στάδιον ὑπολογισμῶν. ME ἀφετηρίαν

16c πληροφορίας τοῦ πιιακίου α’, προχωροῦμεν είς τὸ δεύτερον στά-

διον τῶν ὑπολογισμῶν ἐκ τῶν ὁποίων τελικῶς συντίθεται 16 πινά-

κιον β’.

‘1. “Av εὑρεθοῦν δύο ἢ περισσότερα πηλίκα ἰ σ α καὶ μ ι κ ρ ὁ τ ε ρ α

τῶν ἄλλων πηλίκων, πρὸς εὕρεσιν τοῦ «ἐξερχομένουι- διανύσματος ἐργαζόμεθα

-ὡς άκολούθωςς Διαιροῦμεν τὰ στοιχεῖα τὰ ὁποῖα κεῖνται ἀμέσως δεξιὰ τῶν

διαιρετέων τῶν ἰ’σων πηλίκων (καὶ ἐπὶ τοῦ πρώτου κατὰ σειρὰν διανύσματος

ἀδρανείας), διὰ τῶν ἀντιστοίχων στοιχείων τοῦ «εἰσερχομένου», διανύσματος.

16 διάνυσμα τῆς βάσεως τὸ ὁποῖον άντιστοιχεῖ είς 16 (ἀλγεβρικῶς) μικρότε-

ρον ἐκ τῶν οὕτω ληφθέντων πηλίκων, χαρακτηρίζεται ὡς «ἑξερχὸμενον» διά-

νυσμα. "Av δύο ἢ περισσότερα ἐκ τῶν νέων πηλίκων, εἶναι ἶσα καὶ μικρό-

τερα τῶν ἄλλων πηλίκων, συνεχίζεται ὁ ὑπολογισμὸς καθ’ ὅμοιον τρόπον, μέ

διαιρετέους τὰ ἀμέσως έπὸμεναστοιχεϊα κ.ο.κ. μέχρις ὅτου εὑρεθῇ ἓν (ἀλγε-

βρικῶς) μικρότερον πηλῖκον.
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T6 πινάκιον β’ διαφέρει σημαντικῶς ἀπὸ 16 πινάκιον α’, Αἰ δια-

φοραί ὁφείλονται εἰς τὴν ἀντικατάστασιν τοῦ διανύσματος Π, διὰ

τοῦ διανύσματος Π, είς τήν βάσιν. Λόγῳ τῆς ἀντικαταστάσεως ταύτης

κατέστη ἀναγκαῖον, ἀφ’ ἑνὸς μέν v6 ὑπολογισθοῦν ἐκ νέου τὰ ἐπί·

ττεδα τῶν διανυσμάτων τοῦ προγράμματος, ἀφ’ ἑτέρου δέ v6 ἀνα·

προσαρμοσθοῦν 16 στοιχεῖα πάντων τῶν διανυσμάτων (I'll—FIE)

κατὰ τρόπον ὥστε νὰ δύναται ἓν ἕκαστον ἐξ αὐτῶν νὰ ἐκφρασθῇ

ὡς γραμμικὸς συνδυασμὸς τῶν διανυσμάτων τῆς βάσεως, μέ πολλα·

πλασιαστὰς 16 στοιχεῖα τοῦ ὑπ’ ὄψιν διανύσματος.

Δέν εἶναι δύσκολον νὰ έρμηνευθῆ οἰκονομικῶς διατί άπαιτεῖται

ὑπολογισμὸς νέων ἐπιπέδων διὰ τὰ διανύσματα τῆς βάσεως. Καθὼ-

ρίσθη ἤδη ὅτι 16 ἀνώτατον δυνατὸν ἐπίπεδον δράσεως τοῦ Πι

εἶναι 40 μονάδες. Διὰ τήν χρησιμοποίησιν τοῦ Πὗ είς τό ἐπίπε-

δον αὐτὸ ἀπαιτοῦνται; 1) ὁλόκληρος ἠ έν άδρανείᾳ ποσότης τοῦ-

συντελεστοῦ β (συνεπῶς τὸ Π, ἀφαιρεῖται ἐκ τῆς βάσεως). 2) 80 μο-

νάδες (2)(40), έκ τοῦ συντελεστοῦ α καί συνεπῶς τὸ διάνυσμα

Π,, ἐξακολουθεῖ v6 παραμένῃ είς τὸ πρόγραμμα μέ ἐπίπεδον

ἀδρανείας 20 μονάδας (=100—80), 3) 80 μονάδες ἐκ τοῦ συντε-

λεστοῦ γ καί συνεπῶς τὸ διάνυμα ἀδρανείας Π,, παραμένει είς τὸ·

πρόγραμμα μέ ἐπίπεδον 70 μονάδας (=150—80).

‘H ἀριθμητικὴ ἀναπροσαργογὴ τῶν διανυσμάτων Π,-Π,, οὕτως

ὥστε νὰ δύνανται νὰ έκφρασθοῦν ὡς γραμμικοί συνδυασμοί τῶν

διανυσμάτων τῆς βάσεως, εἶναι ἀναγκαία, ὡς ἥδη ἐλέχθη, διὰ τήν

σύγκρισιν τοῦ καθαροῦ κέρδους ἑκάστου διανύσματος μέ τὸ καθαρὸν

κέρδος 16 ὁποῖον δίδει ἠ α ὐ τ ἠ ποσότης συντελεστῶν χρησιμοποιι
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συμέιη ὅμως ὑπὸ τῶν διανυσμάτων τῆς βάσεως. Ἐκ τῆς συγκρίσεως

αὐτῆς θα καταφανῆ ἂν ὑπάρχῃ δυνατότης καταρτίσεως ἄλλου καλλι-

τέρου προγράμματος ἣ ἐὰν τὸ ἤδη καταρτισθέν εῖναι 16 ζητούμενον-

Μηχανικῶς ή κατάστρωσις τοῦ πινακίου β. γίνεται ὡς ἀκολούθως τ.

α) At δύο πρῶται σειραὶ τοῦ πινακίου α’ μεταφέρονται εἰς 16 111-

νάκιον β’ ἂνευ οὐδεμιᾶς μεταβολῆς (1).

β) Εἰς τήν βάσιν άναγράφεται 16 διάνυσμα Π,, άντί τοῦ διανύσμα-

τος Π,. Ἀριστερὰ τοῦ Πὗ ἀναγράφεται 16 καθαρὸν κέρδος τοῦ δια»

νύσματος 6 νομισματικαὶ μονάδες.

. γ) Διαιροῦνται πάντα τὰ στοιχεῖα τὰ εὑρισκόμενα εἰς τὴν σειρὰν·

τοῦ «ἐξερχομένου» διανύσματος Π, είς 16 πινάκιον α’, διὰ τοῦ στοι-

χείου 16 ὁποῖον εὑρίσκεται εἰς τήν διασταύρωσίν τῆς σειρᾶς αὐτῆς

καί τῆς στήλης τοῦ «εἰσερχομένου» διανύσματος εἰς τὸ πινάκιον α’.

T6 προκόπτοντα πηλίκα ἐγγράφονται εἰς τὰ ἀντίστοιχα τετραγωνί-

δια τῆς σειρᾶς τοῦ <<είσερχομένου>> διανύσματος ΠΕ εἰς 16 πινάκιον

β’. Οὕτω π.χ. 16 ἕβδομον στοιχεῖον τῆς σειρᾶς ἔναντι τοῦ Π, (πινάκ.,

β’) προσδιορίζεται ἐκ τῆς διαιρέσεως τοῦ στοιχείου 1, ἑβδόμου εἰς

τήν σειρὰν· ἔναντι τοῦ Π, εἰς 16 πινάκ. α’, διὰ τοῦ στοιχείου 2 16

ὁποῖον εὑρίσκεται εἰς τὴν διασταύρωσιν τῆς αὐτῆς σειρᾶς καί τῆς

στήλης τοῦ ((έξερχομένου» διανύσματος είς 16 πινάκ. α’. “Ο ἀναγνώ-

στης δύιαται v6 ἐλέγξῃ δι’ ἀναλόγων ὑπολογισμῶν τὰς λοιπὰς ἐγ·-

γραφὰς τῆς σειρᾶς ἔναντι τοῦ Π, εἰς 16 πινάκ. β’.

δ) Ὁ ὑπολογισμὸς τῶν λοιπῶν στοιχείων τοῦ πινακίου β’ χρειά,

ζεται περισσοτέραν προσοχήν. "Ac ὑποθέσωμεν ὅτι θέλωμεν νὰ ὑπολο-

γίσωμεν 16 στοιχεῖον 16 ὁποῖον πρέπει v6 ἐγγραφῇ εἰς 16 τετραγω-

νίδιον τ τοῦ πινακ. β’ (2),

1) Εὑρίσκομεν 16 στοιχεῖον τοῦ άντιστοίχου τετραγωνιδίου τ’ είς

τὸ πινάκιον α (3).

t 2) Ἀφαιροῦμεν ἀπὸ τὸ εὑρεθέν στοιχεῖον τοῦ τ’ 16 y1v61112v0v:

τοῦ στοιχείου 16 ὁποῖον εὑρίσκεται είς τήν διασταύρωσιν τῆς σειρᾶς

τοῦ τ’ καί τῆς στήλης τοῦ «εἰσερχομένου» διανύσματος, εἰς τὸ πινά-

κιον α’ ἐ π t 16 στοιχεῖον 16 ὁποῖον εὑρίσκεται ἐπί τῆς διασταυρώ-

σεως τῆς στήλης τοῦ τ εἰς τὸ πινάκ. β’ καί τῆς σειρᾶς ἔναντι τοῦ

«εἰσερχομένου» διανύσματος etc 16 111v6K. β’.

1. “Ὀι-αν τὰ πινάκια ,τοῦ ὑπολογισμοῦ ένσωματοῦνται είς ἕνα πίνακα»

δέν άπαιτεῖται βεβαίως ἐπανάληψις ,τῶν δύο πρώτων σειρῶν.

2. 1 δύναται νὰ εἶναι οἰονδήποτε τετραγωνίδιον ἐκτός βεβαίως τῶν τε-

τραγωνιδίων τῆς σειρᾶς ἔναντι τοῦ «εἰσερχομένου» διανύσματος τὰ ὁποῖα·

ὐπολογίζονται κατὰ τὰ ῡπὸ στοιχεῖον γ’ ἀναγραφόμενα.

3. T6 στοιχεῖον τοῦτο δύναται νὰ εἰναι καὶ μηδέν,
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3) Τήν εὑρεθεῖσαν διαφορὰν ἐγγράφομεν είς 16 τετραγωνίδιον τ

(τοῦ πινακ. β’).

Διὰ v6 κατανοηθῇ ὁ τελευταῖος ὑπολογισμὸς χρειάζεται παρα-

’κσλούθησις τῶν ὑποδεικνυομένων κινήσεων ἐπὶ τῶν πινακίων α’ καί

β’. Μέ όλίγην ἐξάσκησιν ὁ ὑπολογισμὸς αὐτὸς γίνεται σχεδὸν αὑτο-

μάτως, ὡς δύναται v6 διαπιστώσῃ ὁ ἀναγνώστης πειραματιζόμενος

»βάσει τῶν δεδομένων τῶν πινακίων α’ καί β’. Δίδομεν ἐνταῦθα μερικὰ

παραδείγματα :

”Ας ὑποθέσωμεν ὅτι θέλωμεν νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ πρῶτον στοι-

χεῖον τοῦ Π,, είς τὸ πινάκ. β.’. 1) T6 ἀντίστοιχον στοιχεῖον είς τὸ

πινάκ. α’ εἶναι 100. 2) Ἀπὸ 16 100 ἀφαιροῦμεν 16 γινόμενον τοῦ

στοιχείου 2 (εὑρισκομένου είς τήν διασταύρωσιν τῆς σειρᾶς τοῦ 100

μέ τὴν στήλην τοῦ «εἰσερχομένου» διανύσματος Π5 εἰς 16 111v6K. α’),

ἐπί 16 στοιχεῖον 40 (τὸ ὁποῖον εὑρίσκεται ἐπί τῆς στήλης τοῦ πρὸς

ὑπολογισμὸν στοιχείου καί τῆς σειρᾶς τοῦ «εἰσερχομένου» διανύσμα-

τος Π,,Ι etc 16 πινάκ. β’). 3) Ἐγγράφομεν τὴν διαφορὰν 100—80220

etc 16 πρῶτον τετραγωνίδιον κάτωθεν τοῦ Π,,.

Καθ’ ὅμοιον τρόπον, πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ τετάρτου στοιχείου

τῆς σειρᾶς ἔναντι Π,, είς 16 πινάκιον β’ (διασταύρωσις στήλης Π,,

καί τῆς σειρᾶς ἔναντι Π,,) ἔχομεν; O—2X0=O.

Πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ ἕκτου στοιχείου τῆς σειρᾶς ἔναντι Π,,

(διασταύρωσις τῆς σειρᾶς ἔναντι Π,, καί τῆς στήλης Fl”) ἔχομεν;

1—2X0=1.

Πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ τρίτου στοιχείου τῆς σειρᾶς ἔναντι Π,,

ἔχομεν; 0—2X1/2=—1. K.O.K.

ε) Ὁ ὑπολογισμὸς τῶν στοιχείων τῆς τελευταίας σειρᾶς τοῦ

πινακ. β’ γίνεται, εἴτε δι’ ἐφαρμογῆς τῶν ὑπὸ στοιχεῖον δ’ λεχθέν-

των, εἴτε δι’ ἐφαρμογῆς τῶν ὑπὸ στοιχεῖον στ’ (πρῶτον στάδιον ὑπο-

λογισμῶν) λεχθέντων. Οὕτω, πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ τρίτου στοιχείου

τῆς τελευταίας σειρᾶς τοῦ πἰνακ. β’ ἔχομενι 0-(-6 X 1/2)=3 ἢ

[OX(—1)+6X1/2—|—0X(~1)]—0=3 ὅπου Ο,6,0 (ἐντὸς τῶν ἀγκυλῶν)

παριστοῦν τὸ καθαρὸν κέρδος τῶν διανυσμάτων τῆς βάσεως, ὡς γραμ-

μικὸς συνδυασμὸς τῶν ὁποίων θὰ ἠδύνατο v6 ἐκφρασθῇ 16 διάνυσμα

Π, τὸ άντιστοιχοῦν εἰς τὸ τρίτον στοιχεῖον τῆς τελευταίας σειρᾶς.

Πρὸς ὑπολογισμὸν τοῦ ἔκτου στοιχείου τῆς τελευταίας σειρᾶς

τοῦ πιν. β’ ἔχομεν (-2)-(-6) X0=—2 ἢ (2X0+0X6+1X0)—2=—2.

Ἐπειδὴ οί ὡς ἅνω δύο τρόποι ὑπολογισμοῦ εἶναι ίσοδύναμοι,

δύνανται νὰ χρησιμοποιηθοῦν ταύτοχρόνως πρὸς ἔλεγχον τῆς ἀκρι-

βείας τῶν έγγραφῶν ἑκάστου νέου πινακίου. ’“Αν δηλαδὴ παρατηρη-
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θῇ διαφορὰ ἀποτελέσματος τῶν δύο ὑπολογισμῶν σημαίνει ὅτι ἔγινε,

λάθος εἰς τὴν σύνταξιν τοῦ πινακίου.

Μετὰ τήν άποπεράτωσιν τῶν ὡς. ἅνω ὑπολογισμῶν,’ἃς’ ἐξετά--

σωμεν τώρα τὸ πινάκιον β’. Παρατηροῦμεν ’ἐν πρώτοις ὅτι τὸ νέον

πρόγραμμα (Π,Ι : 20, Π,, : 40, Π,, : 70) εἶναι καλλίτερον ἀπὸ τὸ ἀρχι-

κὸν (Π,,. ; 100, Π, : 80, FL. : 150) διότι δίδει καθαρὸν κέρδος 240 νομι-

Οματικὰς μονάδας (40X6). T6 καθαρὸν κέρδος καταγράφεται ὡς

πρῶτον στοιχεῖον τῆς τελευταίας σειρᾶς (1). Παρατηροῦμεν ὅμως ἐπί-

σης ὅτι δύο ,ἐκ τῶν στοιχείων τῆς τελευταίας σειρᾶς φέρουν ἀρνητικὸνγ

σημεῖον, ὅπερ σημαίνει ὅτι εἷναι δυνατή περαιτέρω βελτίωσις τοῦ κέρ-

δους Tfic ἐπιχειρήσεως δι’ εἰσαγωγῆς είς τὴν βάσιν τοῦ διανύσματος·

εἰς τὸ ὁποῖον άντιστοιχεῖ τὸ> ἀρνητικὸν στοιχεῖον μέ τὴν μεγαλυτέραν

ἀπόλυτον τιμήν ἤτοι τοῦ n, Kat 61' ἀφαιρέσεως τοῦ Π,,Ι έπειδήε·

20/2<70/l. Ἐπομέιως oi ὑπολογισμοί δέον νὰ συνεχισθοῦν διὰ τὴν

κατάρτισιν νέου πινακίου.

Εἰς τὸ σημεῖον αὐτὸ δίδομεν τὸ γενικὸν κριτήριον τῆς μεθόδου

simplex περί τῆς συνεχίσεως ἢ μή τῶν ὑπολογισμῶν.

Κ ρ ι τ ή ρ ιο ν s i 111 p 1 e x. Μετὰ τήν κατάρτισιν ἑκάστου πι--

νακίου ;

1) "Av ἕν ἢ περισσότερα στοιχεῖα τῆς τελευταίας σειρᾶς φέρουν

ἀρνητικὸν σημεῖον, βελτίωσις τοῦ οἰκονομικοῦ ἀποτελέσματος εἶναι

δυνατή, καί 0t ὑπολογισμοί συνεχίζονται, ἐκτὸς, 2) ἂν πάντα τὰ στοι-

χεῖα τοῦ «είσερχομένου» διανύσματος εἶναι μή θετικὰ(2) ὁπότε συνή-

θως σημαίνει ὅτι τὸ πρόβλημα ἔχει λανθασμένην διατύπωσιν· 3) ἂν

πάντα τὰ στοιχεῖα τῆς τελευταίας σειρᾶς εἶναι μὴ ἀρνητικάθ), 16 ἐν

λόγῳ πινάκιον περιέχει τὸ «ἄριστον» πρόγραμμα δράσεως καί οἱ

ὑπολογισμοί πρέπει νὰ σταματήσουν. Τὸ μέγιστον οἰκονομικὸν ἀπο-

τέλεσμα δίδεται ἐκ τοῦ πρώτου στοιχείου τῆς τελευταίας σειρᾶς.

Συνέχεια ὑπολογισμῶν. Ἠ κατάστρωσιςτοῦ ἑπομέ-

νου πινακίου γίνεται βάσει τῶν πληροφοριῶν τοῦ πινακίου β’, ὅπως,

ἀκριβῶς ἐγένετο ἡ κατάστρωσις τοῦ πινακίου β’ βάσει τῶν πληρο-

φοριῶν τοῦ πινακίου α.’

1, Τὸ στοιχεῖον αὐτὸ μολονότι δέν ὑποδηλοῖ ὁριακὸν κέρδος, τίθεται είςι

τήν τελευταίαν σειρὰν διότι ἐξομοιοῦται ὑπολογιστικῶς πρός τὰ λοιπὰ στοι-

χεῖα τῆς σειρᾶς ταύτης.

2. “Ἠτοι ἀρνητικὰ ἢ μηδέν.

3. “Ἠτοι θετικὰ ἢ μηδέν.
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Πινάκων γ’.
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Ἐκ τῆς ἐπισκοπήσεως τοῦ πινακ. γ’ συνάγεται ὅτιι α) Τὸ καθα-

-ρὸν κέρδος τοῦ νέου προγράμματος (260 ν. μ.) εἶναι ἀνώτερον τοῦ

καθαροῦ κέρδους τοῦ προηγουμένου προγράμματος (240 ν. μ). β) Οὐ·

δέν ἐκ τῶν στοιχείων τῆς τελευταίας σειρᾶς εἶναι ὰρνητικόν· συνε-

πῶς. συμφώνως πρὸς τὸ κριτήριον simplex, 16 πινάκιον γ’ περιέχει 16

«ἄριστον» πρόγραμμα δράσεως, ἤτοι 11, : 10. Π,;4Ο καὶ Π,, : 60 καί οἰ

ὑπολογισμοί πρέπει v6 σταματήσουν. Το ζητούμενον μέγιστον κέρδος

εἶναι 260 νομισματικαί μονάδες.

Τὰ ἀποτελέσματα τοῦ πινακ. β’ ίκανοποιοῦν ἐπίσης τοὺς ὅρους

τοῦ προβλήματος. Οὕτω ἔχομεν ;

Ἐπίπεδον δράσεως Π1 = λ1

>) >> Π2 = kn

» n11 Ξ λιι

>> » Π1 = λ4

>> » ΠΕ = λῦ

Ἐπίπεδον ἀδρανείας Π,, = M

» >> Π, = λ7

» » Πει = λ

Συνεπῶς αἰ Ὶ(5) καὶ (6) γίνονται ;

..
.ι

O

Η
Η

Η
Η

Η
ΙΙ

ll
ΙΙ

ο
ο
ο
έ
ο
ο
ο

A J

Φίλ) = 2><0+2><10+3><0+4X0+6x40 ιιι 260 = μέγιστον

1· Ἠ μὴ Χρηῦῑμῡπθῖηοῑς τῶν 60 μονάδων ὀφείλεται προφανῶς εἷς την g)“

λειψιν άνῐῑῦϊθῖχων ποσοτήτων ἐκ τῶν ουμπληρωματικῶν συντελεστῶν a καὶ
,β (ὑπόθεσις σταθερῶν ἀναλογιῶν),
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καί 0 , Π,-ί-1Ο . Π,-Ι-Ο . Π,-)-Ο . Π,-ί-4Ο . Π,,-Ι-Ο. Π,,-ί-Ο. Π,-Ι-60 . Π,, =' Π,,

ἢ ἀναλυτικώτερον :

ox2+10x2+ox1+0x 2+4ox2+ox1+oxo+60xo=1oo

0X2+10X0+0X1+0X1+40X2+0X0+0X1+60X0= 80

oxo+1ox1+o><2+ox1+40><2+ox0+oxo+60><1=150

“Εκθέτομεν κατωτέρω συστηματικῶς τὸ εὑρεθέν πρόγραμμαι

 

  

 

 
 

 

 

«“’Δριυυυυυ πρόγραμμα δράσεως τῆς ἐπιχειρήσεως Δ.

’ΝῑλΕῪΕ αἱ Ἐπίπεδον Κέρδος κατὰ Σύνῢλῡν Συνολικὸν Ἀχρησιμοπ.

,ξδῗξίἕσγῑ δράσεως μονάδα κὲεὲἓξ ἐξ κέρδος τοῦ ποσότης

(E.11.6 E.11.6. Ε.π.δ. Erma: προγράμματος συντΙστῶν

Π,, ’10 2 20 — 1 60 μον.

τι, 4o 6 240 I 260 ἐκ τοῦ

’συνῗ. y I

 

 

 
 

-4, Παρατηρήσεις.

1. Τὰ στοιχεῖα τῆς τελευταίας σειρᾶς τοῦ πινακίου μεγιστοποιή-

-σεως(”) παρουσιάζουν ίδιαίτερον ἐνδιαφέρον.

α) T6 πρῶτον στοιχεῖον παριστᾷ πάντοτε τὸ «μέγιστοι» δυνατὸν

-οίκονομικὸν ἀποτέλεσμα (κέρδος, παραγωγή κλπ.).

,13) “Av πολλαπλασιάσωμεν 16 στοιχεῖα τῆς τελευταίας σειρᾶς,

τὰ ἀντιστοιχοῦντα εἰς τὰ διανύσματα ἀδρανείας, ἐπί Ιτῶν ἀντιστοίχων

διαθεσίμων ποσοτήτων συντελεστῶν παραγωγῆς καί προσθέσωμεν 16

προκόπτοντα γινόμενα, λαμβάνομεν ἄθροισμα ἴσον πρὸς τὸ μέγιστον

δυνατὸν κέρδος. Οὕτω ἐνταῦθας 1><100-Ι-2><80-Ι-0><15Ο;-26Ο,

'H σχέσις αὕτη ὀφείλεται είς τήν λεγομένην «δυαδικὴν» φύσιν

τῶν προβλημάτων τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ. Κατὰ τήν θέω·

ρίαν τοῦ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ ἕκαστον πρόβλημα μεγιστο-

ποιήσεως ἔχει λύσιν ἰ’σην πρὸς τὴν λύσιν τοῦ ἀντιστοίχου «διδύμου

προβλήματος» ἐλαχιστοποιήσεως καί ἀντιστρόφως. At λύσεις τῶν

δύο προβλημάτων δίδονται ὑπὸ τοῦ τελικοῦ πινακίου τῶν ὑπολογι-

-σμῶν, Ἐνταῦθα τὰ στοιχεῖα 1, 2, 0 τῆς τελευταίας σειρᾶς, 16 ἀντι-

στοιχοῦντα είς τὰ διανύσματα ἀδρανείας, εἶναι λύσεις τοῦ διδύ-

μου προβλήματος ἐλαχιστοποιήσεως. 'H ἀνάπτυξις τῆς σημασίας τῆς

’δυαδικῆς φύσεως τῶν προβλημάτων τοΟ Γραμμικοῦ Προγραμματισμοῦ

,ἐκφεύγει τῶν πλαισίων τῆς παρούσης είσαγωγικ-ῆς ἐργασίας,Τήν ἀνω.

“1.«“Πινάκιον μεγιστοποιήσεως» καλεῖται συνήθως τὸ τελευταῖον πινάκιον

τῶν ὑπολογισμῶν εἰς 16 προβλήματα μεγιστοποιήσεως
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τέρω ἀναφερθεῖσαν σχέσιν δυνάμεθα ἐν τούτοις νὰ χρησιμοποιήσωμεν

πρὸς τελικὸν ἔλεγχον τῆς ἀκριβείας τῶν ὑπολογισμῶν. ”Αν, ό ἐν

ἀρχῇ τῆς παρούσης παραγράφου (β) ἀναφερόμενος ὑπολογισμὸς,

δίδῃ ἀποτέλεσμα διάφορον τοῦ πρώτου στοιχείου τῆς τελευταίας

σειρᾶς, τότε οἱ ὑπολογισμοί εἶναι λανθασμένοι.

γ)γΤὰ λοιπὰ στοιχεῖα τῆς τελευταίας σειρᾶς εἶναι μή ἀρνητικά·

τοῦτο σημαίνει ὅτι ἡ εἰσαγωγή εἰς τήν βάσιν ἐνὸς ἐκ τῶν ἀντιστοίχων

διανυσμάτων δέν αὐξάνει τὸ τελικὸν ἀποτέλεσμα, δυνατὸν δέ νὰ τὸ

μειώσῃ (περίπτωσις τοῦ Π,).

2. “Υπετέθη ὅτι ἡ μὴ χρησιμοποίησις ποσοτήτων ἐξ ἑνὸς συντελε-

στοῦ δέν ζημιώνει τήν ἐπιχείρησιν.“Αν ὅμως αἰ μὴ χρησιμοποιούμεναι

ποσότητες προκαλοῡν ζημίας. λόγῳ π.χ. ἀδυναμίας διατηρήσεως αὐ-

τῶν ἢ ἐξόδων ἀποθηκεύσεως κλπ.. τὸ συνολικὸν κέρδος τῆς ἐπιχειρή·

σεως πρέπει νά μειωθῇ ἀντιστοίχως. Εἶναι δυνατὸν τότε νὰ άπαιτῆ·

ται συνέχισις τῶν ὑπολογισμῶν πρὸς εὕρεσιν καλυτέρου προγράμμα-

τος ὑπὸ τὰς νέας συνθήκας (1).

3. 'O ἀριθμὸς τῶν ἀπαιτουμένων πινακίων ὑπολογισμοῦ δέν εἴ-

ναι συνήθως μεγαλύτερος τοῦ ἀριθμοῦ τῶν ἐν άνεπαρκείᾳ συντελε-

στῶν παραγωγῆς, δυνατὸν δέ v6 εἶναι πολὺ μικρότερος. Πρὸς διευ-

κόλυνσιν τῶν ὑπολογισμῶν συνιστῶνται τὰ ἀκόλουθα ; α) Χρῆσις τε·

τραγωνισμένου χάρτου διὰ τὴν κατάστρωσιν τῶν πινακίων, β) ἐνσω-

μάτωσις τῶν πινακίων εἰς ἕνα συνεχῆ πίνακα, οὕτως ὥστε νὰ ἀπο-

φεύγεται ή ἐπανάληψις τῶν δύο πρώτων σειρῶν καί νὰ διευκολύνε·

ται ὁ ὑπολογισμὸς ἑκάστου πινακίου δι’ ἀμέσου συσχετίσεως πρὸς τὸ-

προηγούμενον πινάκιον. γ) “Ὀταν τὸ «εἰσερχόμενον» διάνυσμα ἔχει

ἓν ῆ περισσότερα μηδενικὰ στοιχεῖα. τὸ στοιχεῖα τὰ ὁποῖα κεῖνται ἐπί

τῶν σειρῶν τῶνμηδενικῶν στοιχείων, μεταφέρονται ἀναλλοίωτα etc

16 ἀντίστοιχα τετραγωνίδια τοῦ νεο - καταρτιζομένου πινακίου.

Ὀμοίως, πάντα τὰ στοιχεῖα τῶν στηλῶν αἰ ὁποῖαι ἀντιστοιχοῦν είς

μηδενικὰ στοιχεῖα τοῦ «ἐξερχομένου» διανύσματος μεταφέρονται

ἀναλλοίωτα εἰς τὰς ἀντιστοίχους θέσεις τοῦ νεοκαταρτιζομένου πινα-

κίου. Τοῦτο ὀφείλεται είς τὸν μηδενισμὸν τοῦ ὑπὸ στοιχ. δ, παρ.

3 τοῦ παρόντος τμήματος (δεύτερον στάδιον ὑπολογισμῶν) προσδιο·

ριζομένου γινομένου, Εἰς τὰς ἀνωτέρω περιπτώσεις εἶναι, νομίζομεν,Ι

1. 'H περίπτωσις αὕτη μολονότι ἀναμφισβητήτου πρακτικοῦ ἐνδιαφέρου-

τος δέν ἀναφέρεται είς τὴν φιλολογίαν τοῦ Γ.Π. Ὀ γράφων διεβεβαιώθη. κα-

τὸπιν ἐπανειλημμένων πειραματισμῶν, ὅτι ὁ χειρισμὸς τῆς παρούσης περι-

πτώσεως εῖναι δυνατὸς ἀνευ οὐσιαστικῆς ἀλλοιώσεως τῆς περιγραφείσης τε·

Χνῑκης-
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ακόπιμον,νααημειοῦνται αἰ ἐνιλὸγῳστῆλαι ἢῦσειραί. τὰ· δέ στοιχεῖα

των νά μεταφέρωνται ἀμέσως εἰς 16 νέον πινάκιον.

4 Εἶναι· δυνατὴ 1’1. παράλειψις τῶν ,- ἀτων ἀδρανείας πρὸς

   

  

..ψῃ-Ὦh

     ἐσχεδιάσθη διὰ τὴνλύσιν πολὺo1EF'VB1agguépdjf7:3?r λῖῃΐξέιτων.Εχρη.

σιμοποιήσσμεν ἐν τούτοις 16 ἀνωςξρω 7 .‘61,εὐκολίαν

άναπτύξεως τῆς μεθόδου καὶ διότιῂῷᾃ ’15,.ktt‘kdoία λύτσ ς τῶν ,συνθέ-

των προβλημάτων εἶναι ἀκριῃβῶς ήῆδία μέ ττὲᾉέῇιζπαόῧα χησί-μοπόιή-

Θεῖσαν.

6. Διὰ τήν λύσιν προβλημάτων ἐλαχιστοποιήσεως ἀκολουθείτω

ὴ περιγραφεῑσα διαδικασία τῆς μεθόδου Simplex, μέ μικρὰς 116vov-

ἀλλαγὰς ὑπαγορευομένας-ὑπὸ τῆςφύσεως τῶν. προβλημάτων ἐλαχι· .

στοποιήσεως t").

5,”-Περίληψις.

_- Ἠ διαδικασία λύσεως τῶν προβλημάτων μεγιστοποιήσεως δύνα-

ται v6 συνοψισθῇ ὡς ἀκολούθωςε

α) Ταξινόμησις ’καί ἔλεγχος τῶν πληροφοριῶν. ’Λπαιτοῦνται

συνήθως πληροφορίαι περί : 1) τῆς ποσότητος καί τοῦ εἴδους ’τῶν δια-

θεσίμων οἰκονομικῶν μέσων (συντελεστῶν παραγωγῆς ὑπὸ εὐρεῖαν

ἔννοιαν), .2) τῶν διαθεσίμων μεθόδων δράσεως (παραγωγικῶν διαδι-

κασιῶν ὑπὸ εὐρεῖαν ἔννοιαν) καί 3) 100 οἰκονομικοῦἀποτελέσματος

(κέρδους. παραγωγῆς κλπ.) 16 ὁποῖον έπιζητέῖταιὸπως καταστῇ μέ-

γιστον.

β) “Επιλογὴ διανυσμάτων ἀδρανείας.

γ) Διατύπωσιςτοῦ προβλήματος (καί ἔλεγχος τῆς «γραμμικότψ

“τος» αὐτοῦ),

δ) Κατάρτισις τοῦ πινακίου α’ δι“ εἰσαγωγῆς τῶνπληροφοριῶν

καί τῶν διανυσμάτων ἀδρανείας είς τὰς οἰκείας θέσεις καί δι’ ἐγγρα-

φῆς τῶν στοιχείων τῆς πρώτης σειρᾶς εἰς τὰ ἀντίστοιχα τετραγωνί-

δια τῆς τελευταίας σειρᾶς μέ ἀντίθετον σημεῖον. ’

1. Μὲ ὀλίγην πεῖραν ή ἐκτέλεσις τῶν ὑπολογισμῶν. δυναται νὰ γίῃ ἐντὸς

πενταλέπτου.

I 2. Charnes A. W. W. Cooper, and A. He.nderson «An

introduction to Linear Programming). New York, 1953 N e u m a n. P.,

«Some calculations on least - cost diets). Oxford Bulletin of Statistics, Aug. 1954.

4,



50 Γραμμικὸς Προγραμματισμὸς

ε) Καθορισμὸς τοῦ «εἰσερχομένου» διανύσματος (ὡς ἐν παρ. 3,

ἀνωτέρω, πρῶτον στάδιον ὑπολογισμῶν).

ς) Καθορισμὸς τοῦ «έξερχομένου» διανύσματος (ὡς ἐν παρ. 3.

πρῶτον στάδιον ὑπολογισμῶν).

ζ) Κατάστρωσις τοῦ δευτέρου πινακίου ὡς άκολούθωςι

1) Είσαγωγή τοῦ νέου διανύσματος εἰς τὴν βάσιν.

2) Ὗπολογισμὸς τῶν στοιχείων τῆς σειρᾶς ἔναντι τοῦ νέου δια-

νύσμα τος (ὡς ἐν παρ. 3, δεύτερον στάδιον ὑπολογ.)

3) Ὗπολογισμὸς τῶν λοιπῶν στοιχείων τοῦ πινακίου (ὡς ἐν

παρ. 3, δεύτερον στάδιον ὑπολογισμῶν).

η) Ἐπισκόπησις τοῦ δευτέρου πινακίου πρὸς καθορισμόν;

1) Τοῦ οἰκονομικοῦ ἀποτελέσματος τοῦ νέου προγράμματος.

2) Τῆς δυνατότητος περαιτέρω βιῑβλιώσεως τοῦ οἰκονομικοῦ

ἀποτελέσματος (ἐφαρμογή «κριτηρίου simplex»),

"Av ὑπάρχῃ δυνατότης βελτιώσεως, τότε ἐπιβάλλετοι;

θ) Κατάρτισις τρίτου πινακίου κατὰ τὰ γνωστά, κ.ο.κ. μέχρις

ὅτου ἡ έφαρμογή τοῦ κριτηρίου simplex δείξῃ ὅτι ἐπετεύχθη τὸ «ἀρι-

στον» πρόγραμμα δράσεως ἢ ὅτι λύσις τοῦ προβλήματος εἰναι ἀδύ·

νατος.

ι) ’Έλεγχος τῆς ὀρθότητος τῶν ἐγγραφῶν διὰ τῆς ἐφαρμογῆς τοῦ

ὑπὸ στοιχ. β’ τῆς παρ. 4 κριτηρίου.

ια) “’ίΞλε-γχος τῆς οἰκονομικῆς λογικῆς τοῦ «ἀρίστου» προγράμ·

ματος δράσεως διὰ συσχετίσεως πρὸς τὰ δεδομένα καί τούς περιορι-

σμούς τοῦ προβλήματος.

ιβ) Συστηματική ἔκθεσις τοῦ εὑρεθέντος «ἀρίστου» προγράμμα-

τος δράσεως διὰ σαφοῦς καθορισμοῦ; 1) τοῦ εἴδους καί τοῦ ἐπιπέ-

δου δράσεως τῶν παραγωγικῶν διαδικασιῶν σί ὁποῖαι πρέπει νὰ

χρησιμοποιηθοῦν, 2) τοῦ συνολικῶς ἐπιτυγχανομένου οἰκονομικοῦ

ἀποτελέσματος ἐκ τῆς έκτελέσεως τοῦ προγράμματος, 3) τῶν μή χρη·

σιμοποιουμένων ὑπὸ τοῦ προγράμματος ποσοτήτων ἐκ τῶν συντελε-

στῶν παραγωγῆς
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