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Μετάφραση: Γιώργος Σωτήρχος

Στο μοντέλο μεγέθυνσης των Kemeny, Morgenstern και Thompson [2, 
σελ. 115-135] ο χώρος παραγωγής είναι ένας κλειστός κυρτός και πολυεδρι
κός κώνος στο R2n με ορισμένες επιπλέον ιδιότητες. Στο μοντέλο μεγέθυνσης 
του Gale [1, σελ. 285-303] ο χώρος παραγωγής ικανοποιεί τις ίδιες ακριβώς 
υποθέσεις εκτός από την ιδιότητα να είναι πολυεδρικός. Ως εκ τούτου το 
μοντέλο του Gale μπορεί να θεωρηθεί ως γενίκευση του μοντέλου των ΚΜΤ. 
Στο σημείωμα αυτό θα αποδειχθεί ότι σε αντίθεση με ένα κεντρικό θεώρημα 
του Gale, η ύπαρξη ενός αρίστου διανΰσματος τιμών δεν μπορεί να επιβεβαι
ωθεί σε αυτόν τον γενικευμένο χώρο παραγωγής.

Για να περιγράφουμε την δυσκολία στο μοντέλο μεγέθυνσης του Gale 
απαριθμούμε τις ιδιότητες του χώρου παραγωγής και τους θεμελιώδεις ορι
σμούς όπως αυτοί δόθηκαν από τον Gale.

* Δημοσιεύτηκε στο Econometrica, vol. 40, No. 2,1972.

Σχόλιο του Μεταφραστή
Το άρθρο του Gale που μεταφράστηκε και δημοσιεύτηκε στο προηγούμενο τεύχος της 

Πολιτικής Οικονομίας έχει ένα λάθος στην απόδειξη του θεωρήματος ύπαρξης αρίστου διανύ- 
σματος τιμών. Το λάθος επισημάνθηκε περίπου είκοσι χρόνια μετά την αρχική δημοσίευση του 
εν λόγω άρθρου από τους Hülsmann και Steinmetz και δημοσιεύτηκε ένα αντιπαράδειγμα που 
πληρεί μεν τις προϋποθέσεις του μοντέλου Gale αλλά δεν εξασφαλίζει την ύπαρξη άριστου δια- 
νύσματος τιμών, το οποίο και δημοσιεύουμε στην συνέχεια. Επίσης δημοσιεύεται και η απά
ντηση του Gale στο εν λόγω αντιπαράδειγμα.

Η ανακάλυψη του λάθους έχει συνέπειες και για τις αποδείξεις των γνωστών θεωρημάτων 
Perron-Frobenius που έδωσε ο Gale, δεδομένου ότι στηρίζονται στο θεώρημα ύπαρξης ενός 
αρίστου διανύσματος τιμών. Μια ανακατασκευή της απόδειξης για μη-γραμμικές αλλά γραμ
μικά ομογενείς διαδικασίες παραγωγής που πληρούν ορισμένες επιπλέον προϋποθέσεις από 
αυτές που θέτει ο Gale θα δοθεί σε προσεχές τεύχος της Πολιτικής Οικονομίας.
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Οι τεχνολογικές δυνατότητες παραγωγής περιγράφονται από τον χώρο 
παραγωγής ρ = (&, δ) = (^ ,..., ; δρ ..., δπ) > 0 με τις ακόλουθες ιδιότητες:

(ί) (0, δ) € Τ συνεπάγεται ότι δ = 0,
(π8) Το Τ είναι ένα κλειστό σύνολο,
(ϋδ) Εάν ρρ ρ2 ε Τ τότε ρ1 + ρ2 ε Τ
(ϋο) Εάν ρ ε Τ και λ € Ιί, λ > 0, τότε λ ρ € Τ, και
(ϋΐ) Για κάθε ί = 1 ,..., η υπάρχει δ') τέτοιο ώστε δ[ > 0.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. Ο τεχνολογικός συντελεστής διαστολής α. του αγαθού ] στην 
διαδικασία (ά, δ) ορίζεται ως:

( λ
δ:
^  για ^ > 0

«) = <

απροσδιόριστο
V

για ^ = 0, ^ > 0 

για ^ ^ = 0
)

ΟΡΙΣΜΟΣ 2. Ο τεχνολογικός συντελεστής διαστολής της διαδικασίας (8, δ)*0 
ορίζεται ως:

α (8, δ) = 11110̂  (β,δ) για ^+δ^>0

ΟΡΙΣΜΟΣ 3. Ο τεχνολογικός συντελεστής διαστολής αΤ του χώρου παραγω
γής Τ ορίζεται ως

αΤ = 5ΐιρα(8,δ) για(8,δ)€Τ και (8,δ)*0

ΟΡΙΣΜΟΣ 4. Δεδομένου ενός διανύσματος τιμών 0 < γ € 1̂ " και μιας διαδι
κασίας (α, δ) 6 Τ ο οικονομικός συντελεστής διαστολής της διαδικασίας (α, δ) 
για το διάνυσμα τιμών γ ορίζεται ως:

ί  \
δ ·γ για &γ>0

β(8,1>;γ) = < ~  για βγ = 0, δγ>0 >

7
απροσδιόριστο για 3γ = όγ = 0
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Από τους ανωτέρω ορισμούς προκύπτει ότι για αυτά τα Τ υπάρχει πάντα 
μια άριστη διαδικασία τέτοια ώστε α(ρ) = αΤ.

Στο παρακάτω κεντρικό θεώρημα [1, σελ. 290] ο Gale επιβεβαιώνει την 
ύπαρξη ενός διανΰσματος τιμών ισορροπίας y.

ΘΕΩΡΗΜΑ. Εάν Τ είναι ένας χώρος παραγωγής με τεχνολογικό συντελεστή 

διαστολής αΤ, τότε υπάρχει μια άριστη διαδικασία (a, δ) και ένα διάνυσμα 

τιμών y τέτοιο ώστε (ί) β (a,b; y) = α Τ και (ii) β(a ,b ; y) < ατ για κάθε (a, b) € Τ 
για το οποίο το β (a, b ; y) ορίζεται.

Ο Gale ονομάζει αυτό το διάνυσμα τιμών άριστο. Θα δείξουμε ότι το 
θεώρημα αυτό στην γενική περίπτωση δεν είναι αληθές, δηλαδή ότι υπάρχουν 
χώροι παραγωγής με τις ιδιότητες που προϋποθέτει ο Gale, αλλά στους οποί
ους δεν υπάρχει διάνυσμα τιμών που ικανοποιεί τις συνθήκες (i) και (ii) του 
θεωρήματος.

Έστω ότι Τ0 c  R6 είναι το ακόλουθο σύνολο:

Έστω ότι ο χώρος παραγωγής είναι ο κυρτός κώνοςΤ που δημιουργείται 
από το Τ0. Προφανώς ο Τ ικανοποιεί όλες τις υποθέσεις που αναφέρθηκαν 
ανωτέρω. Κατά συνέπεια ο Τ είναι ένας χώρος παραγωγής ενός μοντέλου

Ο τεχνολογικός συντελεστής διαστολής του κώνου Τ είναι αΤ = 2. Η άρι
στη διαδικασία δίδεται από το διάνυσμα ρ = λ(1,1,0 ; 3, 2, 0) για λ > 0, δεδο
μένου ότι για κάθε διαδικασία (8, δ) ε Τ, &3 = δ3 και κατά συνέπεια ζ3 > 0 
συνεπάγεται α(3, δ) < α(3ί3, b3) = 1, και όλες οι διαδικασίες (3, δ) € Τ με &3 = 0 
είναι όπως έχουν περιγράφει ανωτέρω.

Κάθε διάνυσμα τιμών γ = (γρ γ2, γ3) που ικανοποιεί τις υποθέσεις (ί) του 
θεωρήματος πρέπει να έχει τις ιδιότητες = 0 και y2 > 0. Δεδομένου ότι 
y' = y / (γρ y2, y3) (ικανοποιεί τις συνθήκες (ί) και (ϋ) εάν και μόνο εάν το γ τις 
ικανοποιεί, μπορούμε να περιορίσουμε την ανάλυσή μας στο σύνολο των δια- 
νυσμάτων τιμών:

Gale.

ΥΤ = {0, ν, 1 -  ν I 0 < ν < 1}

ΠΡΟΤΑΣΗ. Για κάθε γ ε Υτ υπάρχει μια διαδικασία (3, δ)γ ε Τ0 ς Τ  όπου
β(^δ;γ) > 2.
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ
(i) Έστω ότι y = (Ο ,ν,Ι-ν) μ ε —< ν < 1  . Τότε (a,b)y —(1,1,1,3,3,1) € Τ0

2

και p(a,b;y)
3ν + 1 -ν  
v + 1 -v

2ν +1 
1

> 2 .

(ϋ) Έστω ότι y (Ο ,ν,Ι-ν) μ ε θ < ν < - · Τ ό τ ε

(a,b)y = (U ,v i ;3,2 + y  1 - ( ν Μ ) \ ν 2) 6 Τ0

και

P(a,b;y)
ν(2  + \ /  1 -(ν 2-1 )2) + ( 1 - ν ) ν 2 

ν + ν 2(1 -ν )

_ 2 + ^ 2 ν 2- ν 4 + ( 1 - ν ) ν 2 
1 + ν (1 -ν )

, 1 + ν ν /2 -ν 2
=  1 + ------------ - --------------

1 + ν (1 -ν )

Το ν έχει οριστεί έτσι ώστε 0 < ν < -  και συνεπάγεται ότι

1 -ν  < \ / 2 - ν 2 και 1 < --------------- , κατά συνέπεια p(a, b ; y) > 2.
1 + v ( l - v )

Συνεπώς έχουμε αποδείξει ότι για κάθε διάνυσμα τιμών που ικανοποιεί 
την συνθήκη (i) του θεωρήματος υπάρχει μια διαδικασία (a, b) e Τ με 
p(a, b ; y) > ατ = 2 σε αντίφαση με την συνθήκη (ϋ).

Εν τέλει αναφερόμαστε εν συντομία στην απόδειξη [1, σελ. 291] του θεω
ρήματος, δεδομένου του γεγονότος ότι είναι ανεπαρκές να δίδεται ένα αντι- 
παράδειγμα χωρίς να γνωρίζουμε το σφάλμα στην απόδειξη.

Από την υπόθεση ότι για το σύνολο

V = {(Vj,..., vn) I ν < 0, Vj < 0 για i = 1 ,..., k } c R n,

V n  C = 0  , όπου ο C είναι ένας κλειστός κυρτός κώνος στο Rn , ο Gale 
συμπεραίνει ότι V η  C Φ 0  όπου
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V c V = { (v 1,...,vn)lvi<0 για i = l,...,k} 

το οποίο δεν ισχύει εν γένει.

Το ανωτέρω αντιπαράδειγμα κατασκευάστηκε κατά τέτοιο τρόπο ώστε 

για τα σύνολα C, V και V , τα οποία δημιουργοΰνται από το Τ και το αΤ, να 

ισχύει μεν V n  C = 0  αλλά V n  C Φ 0  .

Πανεπιστήμιο Karlsruhe
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