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Ή διά του χρόνου ποσοτική έκδήλωσις των διαφόρων φαι­
νομένων, ιδία των οικονομικών καί δημογραφικών, ύποτυπου- 
ται, ως γνωστόν, διά τής στατιστικής παρατηρήσεως, κατά τάς 
άρχάς τής στατιστικής μεθοδολογίας, καί παρέχεται υπό μορ­
φήν αριθμητικών σειρών.

Αί ώς εϊρηται σειραί καλούνται δυναμικοί, άτε ύποδη- 
λουσαι τάσιν έμφανή προ αυξησιν ή μείωσιν ή καί ταυτόχρο­
νον έναλλαγήν τής τάσεως προς αυξησιν ή έλάττωσιν, δυνάμε- 
ναι ένίοτε να ώσι καί προσεγγιζόντως περιοδικοί. ’Ακριβώς δέ 
διότι παρέχουσι, τρόπον τινά, έν άναγλύφω, τήν εικόνα τών εκ 
δηλώσεων του ύπ’ δψιν φαινομένου διά του χρόνου, ονομάζον­
ται είδικώτερον καί ιστορικοί ή χρονολογικοί σειραί (ιστορική 
έξέλιξις τών φαινομένων, χρονολογική). Ή τοιαύτη όμως ονο­
μασία τών εκ παρατηρήσεως σειρών δέν εύρίσκεται έν άπολύτω 
αρμονία πρός το περιεχόμενον του δρου σειρά, καθότι αί 
μέν μαθηματικοί σειραί είναι άπέραντοι άκολουθίαι ποσοτήτων, 
έν φ αί στατιστικοί σειραί είναι πεπερασμένοι τοιαυται. Έκτος 
τούτου έκαστος τών ορών τής μαθηματικής σειράς ύπείκει είς 
νόμον ίσχύοντα άκάμπτως δι’ άπαντας άνεξσιρέτως τούς 
δρους μιάς καί τής αυτής σειράς, γνωστόν δέ έκ τών προτέρων 
ή δυνάμενον νά όρισθή έπακριβέστατα. Άντιθέτως ό νόμος δστις 
ιθύνει τήν στατιστικήν σειράν είναι έντελώς άγνωστος. Έκτος 
δέ τούτου, αί στατιστικοί σειραί εΐναι πάντοτε, διά τό πεπερα- 
σμένον έκάστοτε πλήθος τών δρων αυτών, συγκλίνουσαι, ήτοι 
το άθροισμα τών δεδομένων δρων τούτων, έν έκάστη ειδική 
περιπτώσει, έχει δριον πεπερασμένον, δπερ δέν δύναται νά 
ύπερβή.

Ένω δέ εις τάς μαθηματικός σειράς ή γνώσις του διέποντος 
ταύτας νόμου έπιτρέπει τήν έπέκτασιν τούτων πέρα τών δεδομέ­
νων δρων, είς τάς στατιστικός σειράς το τοιουτον, καί άν μή είναι 
άνέφικτον, έντούτοις δέν συνιστάται, δταν γνωσθή ό διέπων τήν 
στατιστικήν σειράν έμπειρικός νόμος, διότι, έπειδή αί έκδη- 
λώσεις τών οικονομικών φαινομένων έξαρτώνται έκ μόνης τής 
άνθρωπίνης βουλήσεως, ήτις τροποποιείται άνά πάσαν στιγμήν 
κατά τήν μίαν ή τήν άλλην έννοιαν, ή θεώρησις τής ισχύος του
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εμπειρικού τούτου νόμου και διά το μέλλον είναι άκρως επι­
κίνδυνος, καθ’ όσον δύναται να άγάγη είς παραδοχήν άπόψεων, 
αΐτινες ούδεμίαν σχέσιν θά έχωσι προς τήν έκδηλωθησομένην 
πραγματικότητα. Ού μόνον δέ ή γνώσις του νόμου των μαθη­
ματικών σειρών επιτρέπει τήν έπέκτασιν των δρων τούτων άπε- 
ριορίστως, άλλα παρέχει έπί πλέον τήν ευχέρειαν τής συμπλη- 
ρώσεως αυτών, διά τής εύρέσεως ένός ή πλειόνων έλλειπόντων 
δρων.

’Ανεξαρτήτως δμως τών δύο τούτων θεμελιωδών ιδιοτήτων 
τών μαθηματικών σειρών, ύφίσταται καί άλλη, ής αυται άπολαύ- 
ουσι καί ήν ιδιαιτέρως καί κατ’ εξοχήν έκφράζομεν διά του 
δρου παρεμβολή. Κατά ταυτα παρεμβολή καλείται ή μέθοδος 
δι9 ής μεταξύ δύο διαδοχικών δρων δεδομένης μαθηματικής σει­
ράς παρεμβάλλομεν (παρενθέτομεν) άλλας ποσότητας, ούτως 
ώστε αδται, μετά τών δεδομένων δύο δρων, να άπαρτίζωσι 
μερικήν σειράν εν τή δοθείση καί έπί τή συνθήκη δπως οί δροι 
τής μερικής ταύτης σειράς διέπωνται ύπό τών γενικών νό­
μων τής μορφώσεως τών δρων τής πρωταρχικώς δοθείσης σει­
ράς. Κατ’ έπέκτασιν παρεμβολήν θά καλώμεν καί τήν ευρεσιν 
έλλειπόντων δρων σειράς, παρεκβολήν δέ τον καθορισμόν δρων 
τής σειράς πέραν τών δεδομένων ή τήν πραξιν τής έπεκτάσεως 
τών δρων τής σειράς πέραν τών γνωστών ήμΐν.

Κατ’ έπέκτασιν τών άνω όρισμών θά καλουμεν παρεμβο­
λήν στατιστικής σειράς ή τήν συμπλήρωσιν ταύτης διά καθο­
ρισμού τής πιθανής τιμής έλλειπόντων δρων ταύτης ή τήν 
παρένθεσιν (καθορισμόν) μεταξύ δύο διαδοχικών ταύτης δρων 
άλλων μερικωτέρων δρων, άναφερομένων είς διαδοχικός στι- 
γμάς χρόνου ΐσας, μικροτέρας δμως τών διά τής παρατηρήσεως 
δεδομένων καί είς τά στοιχεία τής στατιστικής ύποτυπώσεως 
άναφερομένων.

Πριν ή προβώμεν είς τήν άνάπτυξιν του κυρίως θέματος 
κρίνομεν καλόν να παράσχωμεν όρισμούς τινας, ως καί τινα 
παραδείγματα ϊνα καταστήσωμεν σαφέστερα τά έκτιθέμενα. 
Τάς στατιστικός σειράς τάς άφορώσας ή άναφερομένας είς έκ- 
δηλώσεις οί<ονομικών φαινομένων έν τώ χρόνω θά καλουμεν 
οίκονομικομετρικάς σειρά ς, ώς παρεχούσας το μέτρον τής 
διαδοχικής έν τώ χρόνω έκδηλώσεως καί μεταβολής τών οικονο­
μικών φαινομένων. Τάς χρονολογικός δέ ταύτας οΐκονομικομε- 
κάς σειράς θά καλώμεν καί δυναμικός οικονομετρικός 
σειράς, ώς άναφερομένας είς τήν έν τώ χρόνω κίνησιν τών φαι­
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νομένων και δσον άφορά ταύτας θά έκθέσωμεν τάς διαφόρους 
μεθόδους τής παρεμβολής τούτων.

Ή παρεμβολή των οίκονομικομετρικών σειρών, ώς είναι αυ­
τονόητον, θά καθίστατο άπλουστάτη, έφ’ δσον θά ήτο γνωστός 
ήμΐν ή θά ήδύνατο νά προσδιορισθή ό νόμος του σχηματισμού 
τούτων. ‘Ως προέφημεν όμως, ουτος είναι άγνωστος, δι’ δ καί 
χρησιμοποιοΰμεν μεθόδους προσδιορισμού τού προσεγγίζοντος 
νόμου αυτών, δτε ό προς τούτο χρησιμοποιούμενος μαθηματικός 
τύπος, άπλοΰς ή πολύπλοκος, άπαρτίζει την μαθηματικήν προσεγ- 
γίζουσαν εκφρασιν του έμπειρικου νόμου τού ύπ’ δψει φαινομέ­
νου.Ό νόμος ουτος, διά μαθηματικού τύπου έκφραζόμενος, είναι 
άπλοΰς εμπειρικός νόμος καί ούχί έπιστημονικός, καθ’ δσον ή 
ϊσχύς τούτου είναι περιωρισμένη μεταξύ τών ύπ5 δψει δεδομέ­
νων, £>ν καί αποτελεί τήν βραχολογικήν ή συμπεπυκνωμένην, 
ούτως είπεϊν, εκφρασιν, συναρτήσει τού χρόνου ’Εάν ή ισχύς 
τούτου ήθελε διαπιστωθή ανεξαρτήτως τόπου ή χρόνου, τότε, 
ώς είναι φυσικόν, ό νόμος άπό εμπειρικός τοιούτος θά καθί­
στατο έπιστημονικός καί ή πρόβλεψις συναρτήσει τού χρόνου, 
ήτοι ό καθορισμός τών μελλοντικών έκδηλώσεων τών φαινομέ­
νων, θά άπέβαινεν εύκολος. Μέχρι τοΰδε δμως ούδείς εμπειρι­
κός νόμος τής οίκονομικομετρικής κατέστη έπιστημονικός, τοΰθ’ 
δπερ άλλως τε θά μετέθετε τάς οικονομικός έπιστήμας εκ τής 
κατηγορίας τών ’Ηθικών ’Επιστημών εις τήν τάξιν τών θετικών 
’Επιστημών, καίτοι τό τελευταΐον τούτο δέν αποκλείεται νά 
συμβή εϊς το εγγύς μέλλον, κατά τό μάλλον ή ήττον.

Ίνα δμως καθορισθή ό μαθηματικός τύπος τής οϊκονομικο- 
μετρικής σειράς έπί βάσει τών δεδομένων ταύτης, διά πεπερα- 
σμένον διάστημα χρόνου, σειράν τινα π χ. έτών, άπαραίτητος 
προύπόθεσις τυγχάνει εκ τών ών ούκ άνευ, δπως ή ύπ’ δψει μή 
έμφανίζη χάσματα, ήτοι νά μή έλλείπωσιν εϊς ή πλείονες δροι 
ταύτης, καθ’ δσον άλλως ή άντικατάστασις τών έκ παρατηρή- 
σεως δεδομένων δι’ άναλυτικής έκφράσεως, είκονιζούσης ταΰτα 
συναρτήσει τού χρόνου, έφ’ δσον τό δυνατόν μάλλον προσεγγι- 
ζούσης, είναι άδύνατος κατά τό μάλλον ή ήττον.

Έάν δθεν ή οίκονομικομετρική σειρά έμφανίζη κενά, όφει- 
λόμενα ή εϊς τήν έλλειψιν τής στατιστικής ύποτυπώσεως ή του­
ναντίον είναι μέν πλήρης, άλλά δροι τινες ταύτης δέν έμπνέουσιν 
άπόλυτον έμπιστοσύνην εϊς ήμάς καί δή δταν τά χρονικά διαστή­
ματα τής ύποτυπώσεως είναι μικρά (π. χ. μήν, δεκαπενθήμε­
ρον) καθ’ δσον δυνατόν εις δρος νά έμφανίζη εξαρσιν ή πτώσιν,
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μή δικαιολογουμένην έκ της καθόλου διαδρομής έν τώ χρόνω 
του φαινομένου. Έν τη τελευταία περιπτώσει, άνεξαρτήτως τής 
ποσοτικής διασκοπήσεως, έφ’ δσον καί διά ποιοτικής τοιαύτης 
διαπιστωθή δτι οόδέν έκτακτον γεγονός έλαβεν χώραν, ώστε 
να δικαιολογήται ή έμφανιζομένη ανωμαλία, τότε, έν τή περι- 
πτώσει ταύτη, ή παρεμβολή, ώς κριτήριον πλέον έπί του άλη- 
θους ή άκριβους τής στατιστικής ύποτυπώσεως, έπιβάλλεται 
να έψαρμοσθή υπέρ ποτέ καί άλλοτε.

Προς συμπλήρωσιν των έλλειπόντων δρων σειράς τίνος εϊ- 
θισται να χρησιμοποιώμεν δύο έκψάνσεις διακεκριμένος τής με­
θόδου παρεμβολής, α'ίτινες καί έψαρμόζονται εις πάσας τάς έπι- 
στήμας παρατηρήσεως, ήτοι την γραφικήν παρεμβολήν καί 
την λογιστικήν παρεμβολήν. Αί οίκονομικοιιετρικαί σειραί 
είναι έμπειρικαί συναρτήσεις του χρόνου, εις άς άνεξάρτητος 
μεταβλητή τυγχάνει ή διά τής παρατηρήσεως είσαχθεΐσα χρονι­
κή μονάς (έτος, μήν, . . . . ) ,  έξηρτημένη δέ μεταβλητή αυτή 
αυτή ή ποσοτική (άριθμητική) έκδήλωσις του φαινομένου.Επειδή 
δέ τάς εμπειρικός συναρτήσεις δυνάμεθα νά παραστήσωμεν 
γραφικώς καθ’ δν άκριβως τρόπον καί τάς άναλυτικάς τοιαύ- 
τας, λαμβάνοντες έπί μέν τής οριζόντιας κλίμακος (άξονος των 
τετμημένων ή των χ) ισομήκη διαδοχικά τμήματα παριστώντα 
τάς διαδοχικός χρονικός στιγμάς, έπί δέ του πέρατος έκάστου 
των τμημάτων τούτων, φέροντες ευθείας παραλλήλους προς τήν 
κατακόρυφον κλίμακα (άξονα των τεταγμένων ή άξονα των ψ) 
ών καί ένουμεν τά πέρατα, καί άναλόγως, κατά τήν ληφθεΐσαν 
συμβατικήν μονάδα, προς τούς άντιστοίχους δρους τής σειράς 
(ποσοτικός έκδηλώσεις).

’Εάν νυν μεταξύ των δρων μιας σειράς έλλείπει είς, είναι 
δέ γνωσταί αί άριθμητικαί τιμαί των τε προηγουμένων καί των 
έπομένων αύτω, δυνάμεθα νά ένώσωμεν τά δύο σημεία, ήτοι 
τάς τεταγμένας (άκρα αυτών) των προηγουμένων καί έπομένων 
δρων δι’ εύθείας γραμμής, καθ’ δσον διά δύο δεδομένων σημείων 
διέρχεται εύθεία γραμμή. "Ακολούθως έκ τής ένδιαμέσου τετμη­
μένης, τής μεταξύ των δύο γνωστών δρων, ύψουμεν κατακό­
ρυφον, ήτις καί τέμνει τήν ένούσαν τάς άκρας τών τεταγμένων 
τών δύο γνωστών δρων. Το μήκος τής τεταγμένης, το μεταξύ 
του σημείου τής τομής καί τής όριζοντίου κλίμακος, έσται ό 
ζητούμενος έλλείπων δρος.

Ή γραφική παρεμβολή, έάν τό πλάτος τής μεταβλητής 
(του χρόνου τούτέστι) δηλ. ή διαφορά μεταξύ δύο διαδοχικών
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τιμών ταύτης είναι σχετικός μεγάλη (π.χ. πενταετία, έτος), συνε­
πάγεται σφάλματα, άτινα μειοΟνται έφ’ δσον τό πλάτος τής με­
ταβλητής έλαττουται. Το μειονέκτημα τούτο προέρχεται έκ του 
δτι ή εύθεία γραμμή άποτελεΐ τήν μαθηματικήν έκψρασιν τής 
αριθμητικής προόδου καί συνεπώς ή άπόλυτος αυξησις έκάστου 
δρου έξαρτάται έκ τής σχετικής τούτου θέσεως ώς προς τον 
πρώτον δρον καί τον λόγον τής προόδου* γραφικώς δε έκάστη 
τεταγμένη έξαρτάται τό μεν έκ τής θέσεως ταύτης ώς προς 
τήν τεταγμένην έπί τήν άρχήν, τό δέ έκ του γωνιώδους συντε- 
λεστου, τούτέστι τής μεγάλης ή μικρας κλίσεως τής ευθείας 
ώς προς τήν όριζοντίαν κλίμακα.

Ή λογιστική παρεμβολή μεταξύ δύο δεδομένων δρων χρη­
σιμοποιεί τήν έξίσωσιν τής εύθείας γραμμής ήτις διέρχεται δι’ 
αυτών καί διά τής τεταγμένης του αγνώστου καί ζητουμένου 
σημείου.

Ή έξίσωσις τής εύθείας γραμμής ήτις διέρχεται διά τών 
δύο σημείων (τών άκρων τών τεταγμένων τών δύο γνωστών 
δρων, μεταξύ ών ό έλλείπων) είναι ή

Ψ-Ψι =  χ - χ .  * 
ψ.—ψ2 χ»—χ2

ψ=ψ.+ (Ψ.-Ψ,) (1)
Xi Χ2

δπου χ1 ή τετμημένη του προηγουμένου του έλλείποντος δρου 
ψ! ή τεταγμένη τούτου (δηλ. ή άριθμητική τιμή του δρου) 
χ2 ή τετμημένη του έπομένου του έλλείποντος δρου 
ψ2 ή τεταγμένη τούτου (δηλ. ή άριθμητική τιμή του δρου) 
χ ή τετμημένη, γνωστή, του έλλείποντος δρου 
ψ ή άγνωστος καί ζητουμένη τεταγμένη του έλλείπον­

τος δρου, ήτοι αύτή αυτή ή έλλείπουσα άριθμητική 
τιμή τούτου.

Διά νά καταστήσωμεν σαφεστέραν τήν χρήσιν του τύπου (1), 
δστις καλείται καί τύπος τής άναλογικής ή άναλόγου πα­
ρεμβολής, παραθέτομεν τό επόμενον παράδειγμα :

Π αράδειγμα: Τάέν κυκλοφορία τραπεζογραμμάτια κατά 
τό 1930 διά τούς μήνας ’Απρίλιον, Μά'ίον καί ’Ιούνιον είχον ώς 
έξής *

’Απρίλιος δρχ. 5.027.235.978 
Μάιος 4.919.613.802
’Ιούνιος 4.876.375.964

* "Ε κ θεσ ις έπί του ισ ο λο γισ μ ο ύ  31/12/1930 Τ ρα π έζη ς τής Ε λ ­
λάδος.
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Ύποθέσωμεν δτι δέν γνωρίζομεν την τιμήν του μηνός Μαΐου. 
θά  θέσωμεν, άντί ’Απρίλιος, xt= l ,  άντί Μάιος, χ= 2 , άντί ’Ιούνι­
ος, χ2= 3  καί ψ,=5027235978, ψ2=4876375964, καί θά άντικατα- 
στήσωμεν τα είς τον τύπον (1) γράμματα διά των άριθμητι- 
κών τιμών αυτών. Ουτω θά έχωμεν

ψ =  5027235978 +  

ψ =  5027235978 —

2 —  1
1 —3 

150860014

(5027235978—4876375964)

ή 4.951.805.971
δηλ. έπί πλέον του πραγματικού 32.192.169, ήτοι σχετικόν 
σφάλμα είναι 0.65 %.

Έκ πρώτης όψεως ή προσέγγισις μετρουμένη διά του σχε­
τικού σφάλματος φαίνεται μεγάλη, είναι δέ καί πράγματι άν 
άποβλέψωμεν είς τον όγκον τών κυκλοφορούντων τραπεζογραμ­
ματίων. Ή θεώρησις όμως του άπολύτου σφάλματος, δηλ. τών 
32 192.169 προκαλεΐ, άσφαλώς, ενδοιασμούς έπί τής χρησιμό- 
τητος καί χρησιμοποιήσεως τής άναλογικής παρεμβολής. Πάν­
τως ως πρώτη προσέγγισις ή καθορισθεΐσα τιμή είναι άρκούντως 
ικανοποιητική, καίτοι το συνεπαγόμενον σφάλμα, άπότοκον 
τής υίοθετηθείσης ύποθέσεως, τής διελεύσεως δηλ. εύθείας γραμ­
μής διά τών δύο εμπειρικών σημείων (τών δεδομένων τής παρα-
τηρήσεως), δέν είναι άμελητέον, άπολύτως λαμβανόμενον.

** *
Άντί όμως τής άναλογικής παρεμβολής, χρησιμοποιουμεν 

συνηθέστερον τήν παρεμβολικήν παρεμβολήν, δεχόμενοι ότι με­
ταξύ τριών δεδομένων σημείων διέρχεται τόξον παραβολής, δευ­
τέρου βαθμού.

Πρός τούτο όμως ένεργουμεν άλλαγήν τής μεταβλητής, 
θέτοντες

Χ =  Χ +  νθ ή θ =  —
όπου Y  τιμή τις του μεταβλητού, λαμβανομένη αύθαιρέτως ώς 
άρχή τών συντεταγμένων, χ ή τυχουσα τιμή τής μεταβλητής, 
ν τό πλάτος τής τιμής του μεταβλητού, δηλ. ή άριθμητική τιμή τής 
διαφοράς δύο τυχουσών διαδοχικών τιμών τής μεταβλητής, 
ήτις καί ύποτίθεται ότι βαίνει κατά πρόοδον άριθμητικήν λόγου ν

ÏÏτοι χ.+ . — Xj = ν .
Κατά ταυτα, επειδή άναλυτικώς ή παραβολή παρίσταται ύπό

ψ =  α +  βχ +  γΧ2 (3)
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δπου σ, β, γ παράμετροι, ήτοι άριθμητικοί συντελεσταί ή στα­
θεροί, όριζόμενοι έκάστοτε είς τάς οίκονομικομετρικάς σειράς, 
συναρτήσει αύτών τούτων τών δεδομένων, χ αί διάφοροι τού 
μεταβλητού τιμαί (χρόνος), αΐτινες άντιστοιχουσιν είς τούς δρους 
ψ τής ώς εϊρηται σειράς.

Ή παραδοχή τής παρεμβολικής παρεμβολής συναπάγεται 
δτι ή εν τώ χρόνω μεταβολή τής οίκονομικομετρικής σειράς 
βαίνει κατά πρόοδον γεωμετρικήν καί δή έφ’ δσον τοιαύτην έδέ- 
χθημεν ώς άποτελουσαν τήν άναλυτικήν άπεικόνισιν τής έν τώ 
χρόνω έξελίξεως του ύπ’ οψει φαινομένου.

Τούτου τεθέντος, διά του τύπου (2) καθορίζομεν τάς τιμάς 
του θ, άς άντεισάγομεν είς τάς του τύπου (3) άντί του χ. Οΰτω 
δημιουργουμεν σύστημα έξισώσεων ισαρίθμων πρός τάς παρα­
μέτρους α, β, γ, άς καί καθορίζομεν δι’ έπιλύσεως τούτου Ή 
εδρεσις μετά ταυτα του άγνώστου δρου καθίσταται εύκολω- 
τάτη, ώς θά φανή έκ του έπομένου παραδείγματος.

Π αράδειγμα : Ό  μέσος δρος τών κατά μήνα κυκλοφο- 
ρούντων γραμματίων κατά τό 1930 δίδεται ύπό του έπομένου 
πίνακος

Μην
’Απρίλιος 4 δρ. 5.027.235.978
Μάιος 5 » 4.919.613.802
’Ιούνιος 6 » 4.876.375.964
’Ιούλιος 7 » 4.839.212.165

αί τετμημέναι (μεταβλητοί) τών μηνών ’Απριλίου, Μαΐου κλπ. 
είναι άντιστοίχως αί χ =  4, 5, 6, 7, 8. Ύποθέσωμεν δτι άγνο- 
ουμεν τον όγκον τών κυκλοφορησάντων τραπεζογραμματίων 
κατά μήνα Μάϊον. Κατά τά προλεχθέντα, ένεργουμεν διά του 
τύπου (2) άλλαγήν τής μεταβλητής. Έχομεν δθεν

ν =  5—4 =  6—5 =  7—6 =  1,
λαμβάνομεν δέ νυν ώς αρχήν τών τετμημένων, αύθαιρέτως, το 
4, ήτοι θέτομεν ~χ =  4 
δθεν θά έχωμεν 0 =  0 διά χ =  4

θ =  1 » X =  5
θ =  2 » χ =  6
0 =  3 » X =  7

άλλά διά θ =  0 ό τύπος ψ =  α — βθ — γθ2 γίνεται
α =  5027235978,

δεδομένου δτι ψ παριστά τον άντίστοιχον τής σειράς δρον (πο­
σοτικήν έκδήλωσιν του φαινομένου).
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Όμοίως διά Θ =  2 εχομεν
α +  2β +  4ν =  4876375964 

άλλα α =  5027235978,
δθεν 2 (β +  2γ) =  4.876.375.964 — α =  — 150860014 

ή β +  2y =  — 75.430.007
Όμοίως διά θ =  3, εχομεν

α +  3 β -f- 9y =  4839212165 ή
3 (β +  3y) =  4839212165—α ή

β +  3γ =  — 62674604.
Όμοίως διά θ =  1, ήτοι διά τον Μάιον

ψ — o f + ß + y — i
Παρίσταται δθεν άνάγκη προσδιορισμού τών παραμέτρων α, β, γ.

Προς τούτο εκ του συστήματος
β +  3 y =  — 62674604 καί ι 
β 4- 2 y =  — 75430007 J

δι’ άφαιρέσεως κατά μέλη, εύρίσκομεν
y =  75430007—62674604 ή
y =  12755403.

Είσάγοντες νυν την τιμήν του y εις μίαν των έξισώσεων 
του συστήματος (4) εχομεν

β =  — 75430007—25510806 =  — 100940813
Ούτως, έψ’ δσον καθωρίσθησαν αί τιμαί των α, β, y, θέ- 

τοντες, άντί θ =  1, θά έχωμεν
ψ =  5027235978—100940813 +  12755403 

ή ψ =  4939050568
Δηλ. διά τής παρεμβολής βου βαθμού έπετεύχθη μείζων 

προσέγγισις, ήτις θά αύξηθή κατά πολύ αν χρησιμοποιηθή 3ου, 
4ου κ λπ. βαθμού.

Ούχ ήττον ή τοιαύτη λογιστική παρεμβολή καί σχοινο­
τενής είναι καί κοπιώδης, έξ άλλου ολίγον οικεία καί ευμεταχεί­
ριστος διά άτομα μη έχοντα την ευχέρειαν τής χρήσεως του 
στοιχειώδους άλγεβρικου λογισμού.

** *
Άντί των ώς άνω λογιστικών μεθόδων προτιμότερον είναι 

νά χρησιμοποιώμεν τον έκ τής θεωρίας των διαφορών προκύ- 
πτοντα τύπον παρεμβολής του Νεύτωνος—Γρέγκορυ, καθόσον 
ή χρησιμοποίησις τούτου δέν άπαιτεί πολύπλοκους άλγεβρικάς 
πράξεις άμα συνειθίση τις εις την χρήσιν τών τύπων.

Ή μέθοδος τών διαφορών, έκτος άλλων, παρέχει τό κριτή- 
ριον, έφ5 δσον προτιθέμεθα νά χρησιμοποιήσωμεν ώς προσεγ-
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γίζουσαν αναλυτικήν έκφρασιν φαινομένου τίνος έν τώ χρόνω 
πολυώνυμόν τι ρητόν νιοστοΰ βαθμού, πόσους δρους τούτου 
πρέπει νά λάβωμεν 'ίνα έπιτύχωμεν μείζονα προσέγγισιν, έφ’ 
δσον το δυνατόν

Έάν, ώς εϊθισται είς την Στατιστικήν, παραστήσωμεν διά
Χ> X Η- X, X +  2κ, χ +  3κ............................ X +  νκ

τάς τετμημένος τής έμπειρικής καμπύλης, δηλ. τάς διαδοχι­
κός καί ίσαπεχούσας τιμάς του μεταβλητού καί άντιστοίχως διό

ψο. ψι. ψ3, ψ3, ....................... ψν
τός τιμάς τής συναρτήσεως, δηλ. τάς άριθμητικός τιμάς έκα­
στου των δρων τής σειράς, δεχθώμεν δέ εξ άλλου δτι ή άναλυ- 
τική εκφρασις τής στατιστικής σειράς είναι ή τής

Ψ — α βχ 4 “ νχ24- · · · · +  λχν
θό έχωμεν, άντικαθιστώντες διαδοχικώς έν αύτή τό χ διό των 
X. X +  κ, . . . .

ψο =  α +  βχ +  ΥΧ2 +  · · . · , · +  λχν
Ψι =  α +  ß (X +  κ) +  y (X +  κ)2 +  · · · +  λ (χ +  κ)ν

καί άφαιρουντες τήν πρώτην τής δευτέρας κατά μέλη
Ψ.—1ψο =  βκ +  Υ (2χκ +  κ *)+  . . . . .  + λ  ( v x v_ 1 j k + ----- )
ήτοι ή πρώτη διαφορά είναι πολυώνυμον ν — 1 βαθμού.

Όμοίως θό έχωμεν
ψ2 — Ψι =  βκ +  γ (2ΧΚ +  3κ2) + .......... + λ  (νχν_1 κ +  . . . )

Συνεχίζοντες όμοίως θό ευρωμεν δτι ή δευτέρα διαφορά έ- 
σται πολυώνυμον ν—2 βαθμού καί εφεξής ουτω καί τέλος ή νιο- 
στή διαφορά έσται αριθμός σταθερός, αί δέ έφεξής καί άνωτέ- 
ρας τάξεως ταύτης πασαι θά είναι μηδέν.

Ούτως, αν ψ0, ψη ψ2, .......... είναι οί δεδομένοι οροί τής
σειράς, αί πρώται διαφοραί, παριστώμεναι ύπό

Δψ0, Δψ,, Δψ2 ..............
θό δίδωνται ύπό

Δψο^ψ,—ψο, Δψχ= ψ 2—ψ1.................Δψν = ψ ν — ψν_ ,
αί δεύτεραι διαφοραί, παριστώμεναι ύπό

Δ2ψ0, Δ*ψ4, Δ 2ψ0, ..........
θό δίδωνται ύπό

Δ2ψ0 =  Δψ,—Δψ0 =  ψ2—ψι—ψι+ψο =  ψ2—2ψι Η- Ψο 
Δ8ψ4 =  Δψ2—Δψ4 =  ψ3—ψ2—ψ2—Ψι =  ψ3—2ψ2 +  ψι 
Δ2ψ2 =  Δψ3—Δψ2 =  ψ4—ψ3—ψ3—ψ2 =  ψ4—2ψ3 ψ2 κλπ.

αί τρίται διαφοραί, παριστώμεναι ύπό



256 Κ. Άθανασιάδη

Δ3ψ0, Δ3ψ,, Δ 3ι\}2.............
θά δίδωνται ύπό
Δ8ψ0=Δ*ψ,—Δ2ψ0= ψ 3—2ψ2-|-ψι—Ψ2+2Ψ!—ψ0=ψ 3—3ψ34-3ψ,—ψ0 
καί ουτω καθ’ έξης

Καίτοι ό σχηματισμός των διαφορών των διαφόρων τά­
ξεων είναι εμφανής, είσάγομεν τα δυο έπόμενα σύμβολα 
Ε καί Δ, θέτοντες ψ =  σ(χ), δπερ, ώς γνωστόν, είναι ή συμ­
βολική εκφρασις τής συναρτήσεως δύο ποσοτήτων, εξ ών χ ή 
ανεξάρτητος μεταβλητή καί ψ αύτή αϋτη ή συνάρτησις. 

Ουτω θά έχωμεν
Ε σ(χ) =  σ(χ +  κ)
Ε2σ(χ) =  Ε [Ε σ(χ)] =  σ (χ +  2κ)

Εν σ(χ) =  σ(χ +  κ)
ήτοι το Ε εκφράζει τήν πράξιν τής αύξήσεως του όρίσματος τής 
μεταβλητής.

Όμοίως Δ σ(χ) =  σ(χ +  κ)—σ(χ)=Ε  σ(χ)—σ(χ)=(Ε—1) σ(χ) 
ήτοι τό Δ έκφράζει τήν διαφοράν τής συναρτήσεως μεταξύ δύο 
διαδοχικών αυτής τιμών τής μεταβλητής.
Έ κ τής σχέσεως Δ σ(χ) =  (Ε — 1) σ(χ) προκύπτει 

Δ =  Ε — 1 καί Ε =  1 —(— Δ καί συνεπώς 
Εν σ(χ) =  0  +  Δ)ν σ(χ)

Έάν νυν θέσωμεν Εν σ(χ) =  σ(χ-|-νκ) =  ψν καί σ(χ) =  ψ0, 
ό άνω τύπος γράφεται

ψν = (1 + Δ )ν ψο=ψ0+ νΔ ψ ο+ - 2",— Δ2ψ0+ ν — ■3 J - — >̂Δ3ψο+·.

Οδτος δίδει τον νιοστόν τής σειράς δρον συναρτήσει του 
πρώτου δρου καί των διαδοχικών τούτου διαφορών καί είναι ό 
τά μάλιστα χρησιμοποιούμενος διά παρεμβολάς εν τή Στατι­
στική, καλείται δε ό του Νεύτωνος—Γρέγκορυ.
Έκ τής συμβολικής σχέσεως Δ =  Ε — 1 ποριζόμεθα έπίσης

Δν σ (χ) =  σ (χ) [Ε—1] ν
καί θέτοντες σ (χ )=  ψ0, τότε ό ώς άνω τύπους γράφεται

Δν ψ0 =  (Ε—1)ν ψ0=  Εν ψο-ν Εν_1Ψο +  Εν’2 Ψο — .. ■ ·

ά λλ α  Ε ν ψ0=ψν , Εν*1 ψ0 =  ψ ν - ι , ............................ δθεν

Δν ψο= ψν — νψ ν-1 Η---- ■ ψν-2 — . . . . =(ψ—1)ν

του ν έν τή άναπτύξει του β' μέλους κατά τόν τύπον του διω- 
νύμου τιθεμένου κάτω ώς δείκτου καί ούχί άνω ώς έκθέτου.
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Οί δύο τύποι ψν =  (1—j- Δ)ν ψ0 (5)
καί Δν ψ0 =  (ψ— 1)ν (6)

δίδουσιν, ώς προέφημεν, ό μέν πρώτος τον νιοστόν δρον συναρ­
τήσει του πρώτου (του λαμβανομένου δηλ. ώς τοίούτου) καί των 
διαδοχικών του διαφορών, ό δέ δεύτερος την νιοστήν διαφοράν 
του πρώτου δρου συναρτήσει του νιοστου δρου καί τών προη 
γουμένων τούτου.

Οί δύο ώς άνω τύποι ίσχύουσιν έφ3 δσον ν είναι άκέραιος 
θετικός αριθμός. Έάν νυν πρόκειται νά όρίσωμεν τιμήν τινα 
τής στατιστικής συναρτήσεως διά τιμήν τής μεταβλητής κλα­
σματικήν, τότε, θεωροΟντες τήν ν ώς μεταβλητήν, διενεργουμεν 
άλλαγήν ναύτης. Πράγματι, αν αί τιμαί του χ βαίνωσι κατά 
πρόοδον άριθμητικήν λόγου κ < 1, τότε θά έχωμεν χ =  ~χ -j-κν, 
δπου χ τυχουσα τιμή τής μεταβλητής, λαμβανομένη αύθαιρέτως 
ώς αφετηρία. Έ κ  τής σχέσεως ταύτης εχομεν

J ~ JL  =  ν (7)

δι3 οδ άντικαθιστώμεν το ν εις τά άναπτύγματα (5) καί (6).
Διά νά καταστήσωμεν σαφή τήν χρησιμοποίησιν τών ώς 

άνω δύο τύπων (5) καί (6) παραθέτομεν σχετικά παραδείγματα.
Παράδειγμα :

Ό  τιμάριθμος άκριβείας ζωής διά τά έτη 1923—1929 παρέ­
χεται ύπό του κάτωθι πίνακος:

έτη τιμάριθμος

Ψ Δψ Δ2ψ
1923 ψο =  1181 54 125
1924 Ψ ι =  1235 179 40
1925 ψ2 =  1414 219
1926 ψ3 =  1633
1927 ψ4 =  (1790)
1928 ψ5 =  (1868)
1929 ψ6 =  1923

ύποθέσωμεν δέ δτι άγνοουμεν τούς τιμαρίθμους τών έτών 
1927,1928.

θά  θέσωμεν ψ0 =  1181, ψ! =  1235 κλπ., ψ4 εσται ό ζητού­
μενος τιμάριθμος του έτους 1927.

Χρησιμοποιουντες τον τύπον (5), έν φ ν =  4 θά έχωμεν
*Επιθεώρησις Κοινωνικής καί Δημοσίας Οικονομικής 17
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Ψ* =  Ψ# +  4Δψ0 +  -4 ρ  Δ2ψ0 +  — Δ *Ψο+ Δ*ψ,)

ή ψ4 =  ψ0 -\~ 4 Δψ0 4~ 6 Δ 2ψ0 -f- 4 Δ3ψ0 +  Δ4ψ0

Έντώάνω τύπω ψ0=1181, Δψ0= 5 4 , Δ 2ψ0=1 2 5 , Δ 3ψ0= —85.

'Όθεν, κατά προσέγγισιν, ώς έκτης παραλείψεως τοΟ Δ4ψ0, 
λαμβάνομεν

ψ4 =  1787,

ενώ ή άληθής τιμή είναι 1790, δηλ. τό άπόλυτον σφάλμα είναι 
3 μονάδες καί τό σχετικόν 0,16 °/0-

** *
Έκτος των άνω έκτεθέντων τύπων παρεμβολής, ύφίστανται 

οί τύποι των τοΟ Gauss-Stirling, Bessel, Lagrange, Everett, 
διαιρουμένων διαφορών, ών ή άνάπτυξις παρέλκει, ώς έκ τοΟ 
πολύπλοκου αύτών, καίτοι ύφίστανται είδικοι πίνακες, παρέ- 
χοντες τάς τιμάς τών συντελεστών τούτων διά τιμάς τής με­
ταβλητής άπό 0 έως 1 καί μέχρι τής 5ης διαφοράς, εύκολύνον- 
τες ουτω κατά πολύ τήν χρήσιν αύτών.

Αί άνωτέρω έκτεθεισαι μέθοδοι άφορώσι τήν άνάπτυξιν 
έκείνων τών τεχνικών μεθόδων ας χρησιμοποιουμεν προκει- 
μένου νά συμπληρώσωμεν οίκονομικομετρικήν τινα σειράν διά 
του καθορισμού τής πιθανής τιμής έλλείποντος τίνος όρου 
ταύτης,

Ή κυρίως στατιστική παρεμβολή, δι’ ής καθορίζομεν μετα­
ξύ διδομένων τιμών τής στατιστικής συναρτήσεως τάς πιθανός 
τιμάς ταύτης διά δεδομένην του μεταβλητού τιμήν, δι* ής έν άλ- 
λαις λέξεσι παρακολουθουμεν τήν διαδρομήν έν τώ χρόνω του 
φαινομένου, άπαιτεΐ, ώς είκός, τήν υπαρξιν μεγάλου άριθμου 
δεδομένων, εί δυνατόν έτησίων, καί τόν άριθμόν ούχί μικρότερον 
τών 20—25 τούλάχιστον. Προς ευρεσιν όμως του έμπειρικου νό­
μου του φαινομένου, ούσιαστικώς, διατυπουμεν τό έξής πρό­
βλημα :

«Νόμος ’Εμπειρικός συνδέων δύο μεταβλητά χ και ψ, 
ορίζεται κατά προσέγγΐσΐν ύπό σειράς άντιστοίχων τι- 
μών <χ„ ψ,), (χ,, ψ2) . . . . (χν, ψ, ), παρεχόμενων ύπί> τής 
στατιστικής ύποτυπώσεως (παρατηρήσεως). Νά προσδιο- 
ρισθή τύπος μαθηματικός εις χ και ψ, Ικανός νά απει­
κόνιση τόν νόμον τούτον».
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Κατά τήν ύπόθεσιν ταύτην, πρωταρχικός σκοπός του Στα­
τιστικού εσται ή άντικατάστασις τής έκ παρατηρήσεως συνάρ- 
τησις ψ. =  σ (χ. ) δι3 άναλυτικής τοιαύτης ζ =  f (χ), έπί τη συν­
θήκη δπως ζ ^ ψ ,  ήτοι δπως αί δι3 έκάστην τιμήν του μεταβλη­
τού προσδιοριζόμενοι διά του μαθηματικού τύπου τιμαί ώσιν 
δσον τό δυνατόν πλησιέστεραι των έκ παρατηρήσεως ή συγ- 
κλίνωσιν απολύτως, έφ3 δσον τό δυνατόν, προς ταύτας. Έν 
άλλαις λέξεσιν ή διαφορά ζ—ψ δέον να είναι, δι3 έκάστην τιμήν 
τού μεταβλητού, άριθμός δσον το δυνατόν μικρότερος κατ3 άπό- 
λυτον τιμήν.

Καί έφ3 δσον ό άριθμός των παρατηρήσεων είναι μικρός, 
μή ύπερβαίνων τάς πέντε, ό τύπος του Lagrange, συναρτήσει 
αύτών τούτων των δεδομένων τής παρατηρήσεως προσδιοριζό­
μενος, παρέχει τήν ζητουμένην αναλυτικήν έκφρασιν καί έπί τη 
συνθηκη z =  ψ. Έάν δμως ό άριθμός των ορών είναι μέγας, 
ή χρήσις του τύπου τούτου εΐναι, άνθρωπίνως, άδύνατος, διότι 
άγει είς πολυώνυμον βαθμόν ΐσον προς τό πλήθος των δρων.

Έν τή περιπτώσει ταύτη χρησιμοποιουμεν άλλας μεθόδους. 
Καί αν μέν αί πρωται, δεύτεραι, . . . .  διαφοραί των τιμών τής 
δοθείσης συναρτήσεως είναι σταθεραί ή περίπου τοιαυται, θά 
χρησιμοποιήσωμεν πολυώνυμα αου, βου κλπ. βαθμού, ών τάς 
παραμέτρους θά όρίσωμεν εΐτε διά τής μεθόδου τού Gauchy 
είτε, προτιμότερον, διά τής μεθόδου των έλαχίστων τετρα­
γώνων.

Έάν διά τινα στατιστικήν συνάρτησιν καταλήξωμεν, έπί 
βάσει του κριτηρίου, δτι προσήκει πολυώνυμον 3ου βαθμού, φερ3 
είπεϊν, ήτοι τριτοβάθμιος παραβολή τής μορφής

Ψ =  α +  βχ +  γχ2+  δχ3
καί ύποθέσωμεν δτι τό μέν άριστερόν μέλος παριστά τάς έκ πα­
ρατηρήσεως τιμάς τής συναρτήσεως, ένω τό δεξιόν τάς τοιαύ- 
τας συναρτήσει του ώς εϊρηται τύπου, ήτοι τάς θεωρητικός, ή 
διαφορά

Ψ — (α +  βχ +  ΥΧ2 +  δΧ") =  ± ε (8)
διά τήν αυτήν τιμήν τής μεταβλητής θά παριστα τό σφάλμα 
δπερ θά ύφίσταται μεταξύ παρατηρήσεως καί ύπολογισμού. 
Έργον του στατιστικού είναι νά καταστήση τό σύνολον των 
σφαλμάτων τούτων έλάχιστον. Καί πράγματι, έπειδή τινά των 
σφαλμάτων τούτων είναι θετικά, άλλα δέ άρνητικά, καθιστώ-
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μεν πάντα τα σφάλματα θετικά, τετραγωνίζοντες τήν παρά- 
στασιν (8) καί είτα έπιδιώκομεν νά καταστήσωμεν το άθροι­
σμα των τετραγώνων των σφαλμάτων τούτων έλάχιστον, 
δηλ. τό Σ ε3 ή καί κατά τον συμβολισμόν του Gauss [ε ε ]. 
’Αγνωστος εν τη [ ε ε ]  είναι αί παράμετροι α, β, γ, δ, δι’ Ö το 
έλάχιστον ταύτης καθορίζεται άν αί μερικαί παράγωγοι ταύτης 
ώς προς α, β, γ, δ, έξισωθώσι πρός τό μηδέν, ήτοι έφ’ δσον θά 
έχωμεν

d Σ ε 2 
da =  0, d Σ ε 2 

d ß =  0, d Σ ε 3 
d y - =  0, d Σ ε 2

d δ

’Όντως εύρίσκομεν

Σψ =  να +  β Σχ - f  γ Σχ2 +  δ Σχ3
Σχψ =  α Σχ 4 - ß Σχ2 γ  Σχ3 +  δ Σχ*
Σχ2Ψ= α Σχ2 - f  β Σχ3 +  γ  Σχ4 +  δ Σχ5
Σχ3ψ = α Σχ3 -ί- β Σχ4 - f V Σχ5 -}- δ Σχ«

Τό ώς άνω σύστημα άποτελεΐται εξ ισαρίθμων εξισώσεων 
προς τους άγνώστους α, β, γ, δ, οδ ή έπίλυσις θά παράσχη 
τάς τιμάς αυτών. Αί εξισώσεις του συστήματος (9) καλούνται 
κανονικαί εξισώ σεις καί γράφονται κατά Gauss

[ψ] = ν α  -M3 lx )  -|-Υ[ΧΧ!] + 8 [ χ χ χ ]
I ΧΨ ] =  °  t X ] +  ß IXX ] +  Y [ XXX ] +  δ [ χχχχ 1

κ.λ.π.

** *
Διά τήν εκλογήν των χ ούδείς κανών ύφίσταται* ούχ ήττον 

εις τάς οίκονομικομετρικάς σειράς, επειδή, συνήθως, τό χ παρι-
στά έτη, προς άπλούστευσιν τών ύπολογισμών διενεργουμεν αλ­
λαγήν τής μεταβλητής, ούτως ώστε τό άθροισμα των περιττών 
δυνάμεων του χ νά μηδενισθή.Ή άλλαγή αυτή διενεργεΐται διά 
του τύπου χ =  χ -j- νξ, δπου χ έτος τι, ληφθέν αύθαιρέτως ώς 
άρχή των τετμημένων, ν =  1, καί, έφ’ δσον αί παρατηρήσεις 
έχουσι ταχθή κατά έτη διαδοχικά, ξ =  αί άποκλίσεις έκάστης 
τετμημένης άπό τής νέας άρχής. Πρός πλήρωσιν τής τεθείσης 
συνθήκης, ώς "χ λαμβάνεται τόέτοςτό άντιστοιχοΟν είς τόν κεν­
τρικόν δρον τής σειράς, άν ή σειρά έχη περιττόν πλήθος δρων, 
άλλως ώς "χ λαμβάνεται τό ήμιάθροισμα τών ετών τών δύο κεν­
τρικών δρων, δτε κατά μέν τήν πρώτην περίπτωσιν αί άποκλί-
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σεις βαίνουσιν άπό τής άρχής, κατ’ άμψοτέρας τάς έννοιας,
ώς οί άριθμοί 1, 2, 3 ................άνω αρνητικοί, κάτω θετικοί,
κατά δέ τήν δευτέραν περίπτωσιν, όμοίως, ώς οί άριθμοί
0,5. 1,5. 2,5 — ................Επειδή δέ αί ήμίσεις άκριβως άπο-
κλίσεις είναι ϊσαι καί έτερόσημοι των άντιστοίχων άλλων 
ήμίσεων, πληρουται ή τεθεΐσα συνθήκη δπως το άθροισμα των 
περιττών του χ δυνάμεων είναι μηδέν, δτε π.χ. τό σύστημα (9) 
άπλοποιεΤται καθ’ δσον Σ χ = Σ χ 3 =  Σχ5= 0 , άπαρτιζόμενον έκ 
των κάτωθι κανονικών έξισώσεων.

Σψ =  να γ Σχ2 
Σχψ =  β Σχ2 +  δ Σχ4 
Σχ2ψ =  α Σχ2 +  γ Σχ4 [
Σχ3ψ =  β Σχ* +  δ Σχ6

καί του όποιου ή έπίλυσις εΐναι πολύ εύκολωτέρα ή τής του (9) 
Προς μόρφωσιν του συστήματος (10) άφου ένεργήσωμεν άλ- 

λαγήν τής μεταβλητής καί θέσωμεν οπού χ το ξ, προσδιοριζό- 
μενον δι’ έκάστην του χ τιμήν, θά προσδιορίσωμεν άκολούθως 
τα άθροίσματα Σχψ, Σχ2ψ, Σχ3ψ, Σχ2ψ, Σψ, έτι δέ τά τών άρτιων 
δυνάμεων του χ.

Έξυπακούεται ότι αί τιμαί τών παραμέτρων, αίούτωσί κα­
θοριζόμενοι, δέν εΐναι αί πράγματι άληθεΐς, άλλα α! πιθανώ- 

. ραι δλων, καθ’ δσον καθιστώσι τό άθροισμα τών τετραγώνων 
τών σφαλμάτων έλάχιστον, έξ οδ καί ή όνομασία τής μεθόδου 
ώς «μεθόδου τών έλαχίστων τετραγώνων», ειδικού τής θεωρίας 
τών πιθανοτήτων κλάδου. Παρά ταυτα αί πιθαναί αυται τών πα­
ραμέτρων τιμαί δυνατόν νά συνεπάγωνται σφάλματα, δι’ δ προ- 
τιμότερον εΐναι νά όρίζωμεν τήν ζώνην έντός τής όποιας περι­
λαμβάνεται, ή τιμή έκάστης παραμέτρου.

Πρός τούτο, αν αί κανονικοί έξισώσεις εΐναι αί κάτωθι :

Σψ =  να + β Σ χ  +  γ Σχ* +  δ Σχ3 
Σχψ =  α Σχ +  β Σχ2 +  γ Σχ3 +  δ Σχ4 
Σχ2ψ =  α Σχ2 +  β Σχ3 +  γ Σχ4 +  δ Σχ5 
Σχ3ψ =  α Σχ3 +  β Σχ4 +  γ Σχ5 +  δ Σχ6

θά άντικαταστήσωμεν τό Σψ διά του 0 καί τά Σχψ, Σχ2ψ, Σχ3ψ 
διά τής 1 καί τούτο δταν πρόκειται νά εΰρωμεν τό μέσον σφάλ­
μα τετραγώνου του α, δπερ έστω δτι εύρέθη δτι εΐναι da, δτε 
ή πιθανωτέρα τιμή του α θά εΐναι ή α +  da. Όμοίως εύρίσκο- 
μεν τό μέσον σφάλμα τετραγώνου του β, θέτοντες
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Σψ — Σχ2ψ = Σχ2ψ =  1 καί Σχψ =  Ο
καί εφεξής οϋτω, του μέσου σφάλματος τετραγώνου του συν­
όλου των παρατηρήσεων διδομένου ύπό

ένθα ε. =  α - 4 -  βχ. +  VX2j +  δψ3. +  . . . — ψ. . ν ό αρι­
θμός των παρατηρήσεων καί λ ό αριθμός των προσδιορισθεισών 
παραμέτρων.

Έπί βάσει τής άνω μεθόδου εχουσι καθορισθή ύπό του γρά- 
ψοντος αί εξισώσεις τάσεως των άριθμοδεικτών των κινητών 
άξιων μεταβλητού καί σταθερού εισοδήματος εν τω ύπ5 άριθ. 6 
δημοσιεύματι τού Άνωτάτου Οικονομικού Συμβουλίου «Δεί­
κτης των χρηματιστηριακών διακυμάνσεων των έλληνικών 
άξιων, σταθερού καί μεταβλητού εισοδήματος, τής πενταετίας 
1928—1933».

** *

Εις τάς οίκονομικομετρικάς σειράς εμφανίζονται καί άλλαι 
μή δυνάμεναι νά άναπαρασταθώσι διά γραμμικών έξισώσεων ή 
πολυωνύμων άνωτέρου βαθμού καί δι5 ας τό κριτήριον των δια­
δοχικών διαφορών ούδεμίαν έφαρμογήν έχει. Τάς τοιαύτας σει­
ράς άναπαριστώμεν άναλυτικώς έπί βάσει άλλων κριτηρίων. 
Ούτως αν έ'χη δοθή χρονολογική τις σειρά, ής αί μέν τιμαί τής 
μεταβλητής βαίνουσι κατά πρόοδον άριθμητικήν λόγου κ, ώς 
άλλως τε καί σύνηθες, αί δε τιμαί τής συναρτήσεως κατά πρόο­
δον γεωμετρικήν λόγου ω, τότε προς άναπαράστασιν τής έμ- 
πειρικής σειράς χρησιμοποιοΰμεν τήν άναλυτικήν έκφρασιν

ψ =  αβχ
Πράγματι, έάν διά τάς διαφόρους τού χ τιμάς έχωμεν

ψι= αβΧι, ψ2 = α β Χΐ, ψ3 =  aßXs, ψ4 =  αβΧ4...........
θά έχωμεν, διαιροΰντες τήν δευτέραν διά τής πρώτης,

Ψζ _ οΧζ Χι
Ψι Ρ

'Ομοίως τήν τρίτην διά τής δευτέρας καί έφεξής ουτω ; ·
Ψ3 _  βχ3- χ 2 Ψ4 _  DΧ< χ3 
ψ2 Η ’ ψ3 Η

Έάν νΰν έχωμεν εξ ύποθέσεως
χ2—X.=Xs—Χ2=Χ4—χ3=   =  κ
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καί

τότε, έπειδή

Ψ2 =  Ψ3_Ψ4_ =
Ψΐ ψ2 ψ3

βΚ  _ _  ψ>3

1 ψΐ Ψΐ

=  ω

=  ω,

βκ= ω  καί β=ω  κ ,
δτε, καθοριζομένου του β, εύρίσκεται εύκόλως ή τιμή του α, 
καθόσον θά έχωμεν

ψ, ψο .V = o c , - ^ = α ,  κ. λ. π.,
β 1 β * 2

ότε ώς τιμή του α ληφθήσεται ή διάμεσος αυτών.
Έάν ή καθορισθεΐσα εκφρασις ψ=αβχ παρέχη μεταξύ πα- 

ρατηρήσεως καί υπολογισμού σφάλματα κατά τό μάλλον ή 
ήττον μεγάλα, τροποποιούμεν τήν εκφρασιν ταύτην, είσάγοντες
συνορθωτικόν ορον καί γράφοντες ψ=αβχ-|-γ, δτε, άν πάλιν 
Χ2—Χιι==χ3—Χ2=  =  κ καί ό λόγος δύο διαδοχικών διαφο­
ρών.

ΔΨ i_l_i
Δ ψ ~ ==ω άπσΡτίζΠ πρόοδον γεωμετρικήν λόγου 

μεν γενικώς
Χι

ψ. =  αβ -\-y

Ψί+ , =  αβ
Xi-(—1

+ γ

δτε
1\
η

ψ. , — ψ. =  α(βΧι+ ] Χι— 1)β 1 
X κ

Δψ. = α β  i (β —1),

ω, θά θέσω-

θά λάβωμεν δε β= ω  κ
Δψ. κ κ

’Αλλά — -= α (β  —1) ή α '= α (β  —1), 
βΧί

Δψ.
τού σ' λαμβανομένου ΐσου πρός τον μέσον τών — -,

ßXi
κ

δτε έκ τής σχέσεως α' =  α(β —1) εύρίσκομεν τήν τιμήν του

βκ —1
α =
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καί διά γ λαμβάνομεν τήν μέσην των διαφορών ψ. — aßXi, 

αΐτινες πρέπει να είναι σταθεραί προσεγγιζόντως.
Έξυπακούεται δτι αί σταθεραί της ψ =αβχ δύναται να 

όρισθώσι καί διά τής μεθόδου των έλαχίστων τετραγώνων, καθ’ 
δσον αυτή γράφεται

λογψ=λογα-|-χλογβ 
καί συνεπώς αί κανονικαί εξισώσεις είναι

Σλογψ =  ν. λογά -j- λογβΣχ 
Σχλογψ =  λογά Σχ λογ β Σχ2 

όν ή έπίλυσις είναι άπλουστάτη.

Συνήθως εις τάς ίστορικάς σειράς χρησιμοποιοΟμεν καί 
καμπύλας τής μορφής

λογψ =  α +  βχ +  γχ2 +  · · ■ · 
καί τούτο διότι αυται έμφανίζουσιν έναργέστερον τήν αληθή ει­
κόνα τών σχετικών σφαλμάτων, μεταξύ δηλ. τών εκ παρατηρή- 
σεως καί ύπολογισμου τιμών. Αυτονόητον είναι δτι καί τούτων 
αί σταθεραί καθορίζονται κατά τήν μέθοδον τών έλαχίστων τε­
τραγώνων καί προσιδιάζουσι διά τήν χάραξιν τών δεδομένων 
επί ήμιλογαριθμικου χάρτου.

Έκτος δμως τής μεθόδου τών διαδοχικών μέσων τού 
Gauchy καί τών έλαχίστων τετραγώνων, προς καθορισμόν τών 
παραμέτρων τής παρεμβολικής άναλυτικής έκφράσεως χρησι- 
μοποιουμεν καί τάς μεθόδους τών μέσων σημείων* μέσων εξι­
σώσεων καί ροπών. Αί δύο πρώται ιδιαίτατα χρησιμοποιούν­
ται προς καθορισμόν παραμέτρων γραμμικής έξισώσεως (εξισώ­
σεις περί του βαθμού) ή παραβολής ως έξής :

”Αν (χ,, ψ,) είναι αί συντεταγμένοι ένός σημείου τού πρώ­
του, (χ,,ψ,) του δευτέρου, καί ούτως έφεξής, διαιρουμεν εις δύο 
ΐσα τό πλήθος μέρη ταύτα καί θέτομεν

Xi ~l· Xz Η~ Xs -f- · · 4 - χμ
μ

χν +  Χλ +  ■ . . ■ +  χω

μ
Ψι ~l· ψ-2 ~ l · ..........  4~ ψμ

μ
ψν - } - ..........................-|- ψω

μ
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δτεδιά των δύο μόνον σημείων A (χ', ψ'), Β (χ", ψ") διέρχεται 
ευθεία, ής ή έξίσωσις είναι

ψ - ψ '
ψ'— ψ"

η , . *
η ψ — ψ (X -  X') (Ψ' -  Ψ")

χ ' - χ "
Παράδειγμα : Ή κατά κάτοικον εισαγωγή (άξια ειδικού 

εμπορίου) δίδεται υπό του έπομένου πίνακος :
Ετος

X
εισαγωγή είς δρχ.

Ψ X
1901 —5 554 1
1902 —4 468 2
1903 —3 499 3
1904 —2 522 4
1905 — 1 479 5
1906 0 702 6
1907 1 664 7
1908 2 621 8
1909 3 567 9
1910 4 800 10

Ένεργουμεν αλλαγήν τής μεταβλητής κατά τά προλεχθέν- 
τα, λαμβάνοντες ώς νέαν αρχήν το έτος 1906, καί, διαιρουντες 
είς δύο όμάδαςτά δεδομένα, τήν άπο 1901 —1905 καί 1906—1910,
έχομεν

- 5 - 4 —3 —2— 1 - 1 5 = —3

Ψ

Ψ'

-/  0—I—1 —2—|—3—4 10 η
— 5 “ ~ίΓ

, _  554+468+499-{-522+479
5 5

702+664+621+567+800 _  3354

2522 =504,4

=670,8
Έάν νυν εν τή εξισώσει

Ψ ~Ψ ' χ —X"
Ψ '-Ψ "  χ ' - χ "  ’

άντικαταστήσωμεν τά χ", χ ", ψ', ψ" διά των εύρεθεισών τιμών 
τούτων, λαμβάνομεν

ψ—504,4 χ —( —3)
504,4—670,8 ^ -3—2 ή

ψ—504,4 ζ Χ+3 ~
—166,4 —5 1

ψ=33,28χ+604,24
Διά χ = 0 , δηλ. τό έτος 1906, ψ=604,24, ένώ ή άληθής τιμή 

είναι 702. Ή άσυμψωνία προέρχεται καθ’ δσον ή εξέλιξις του
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φαινομένου δέν είναι γραμμική (κριτήριον διαδοχικών διαφο­
ρών), έτέθη δέ μόνον καί μόνον προς κατανόησιν τής σχετι­
κής μεθόδου.

Έάν πρόκειται περί παραβολής 2ου βαθμού, έπειδή αί έν 
αυτή παράμετροι είναι τρεις, αί α, β, γ, διαιρουμεν τάς συντεταγ­
μένος τών σημείων εις τρεις ισαρίθμους, έφ3 δσον το δυνατόν, 
όμάδας καίθέτομεν

Σ Χΐ Σ Ψι Σ ΧΚ Σ Ψ}
X Φ Χ " = “ Τ -  Ψ "=

Σ Χ, Σψ
X = - ^ .Φ " = ·  μ

μ.
V V ' 'ν λ Ύ λ

Διά των τριών σημείων A (χ\ ψ'), Β (χ", ψ"), Γ (χ'", ψ'") 
διέρχεται τόξον παραβολής, έπομένως αί συντεταγμένοι άπάν- 
των τών σημείων τούτων ιδιαιτέρως, θά έπαληθεύωσι τόν

ψ =  « Η- ßX +  ΥΧ2
έξ οδ έχομεν

Ψι =  « +  βχ' +  γχ'2 
ψ2 =  α.-t- βχ" +  γ χ "2 
ψ3 =  a 1- βχ"' +  γ χ " '2

ήτοι μορφουμεν σύστημα τριών έξισώσεων σ ' βαθμού μετά 
τριών αγνώστων, τών, α, β, γ, εύκόλως λυόμενον.

Ή μέθοδος τών μέσων έξισώσεων ή όμάδος έξισώσεων, πα­
ρεμφερής πρός τήν τών μέσων σημείων, έφαρμόζεται ώς έξης : 
"Αν, φερ3 είπείν, έχη ληφθή ώς έξίσωσις παρεμβολής ή εύθεία 
ψ =  α -|- βχ, αυτή πρέπει να έπαληθεύηται δι3 έκάστην τιμήν 
του χ καί άντιστοίχου αύτώ τού ψ. Ουτω σχηματίζομεν τόσας 
έξισώσεις δσαι καί αί παρατηρήσεις. Τό σύνολον τών έξισώσε­
ων, έπειδή αί προσδιοριστέαι παράμετροι είναι δύο, χωρίζομεν 
είς δύο όμάδας καί άθροίζομεν ταύτας κατά μέλη ιδιαιτέρως, 
καταλήγοντες είς τήν εδρεσιν δύο έξισώσεων μετά δύο άγνώ- 
στων κλπ.

Π αράδειγμα: Έφαρμόσωμεν τήν μέθοδον τών μέσων έξι­
σώσεων είς τά δεδομένα του παραδείγματος : θά  εχωμεν ώς 
έξίσωσιν παρεμβολής ψ =  a -{- βχ καί συνεπώς, λαμβάνοντες 
ώς άρχήν τό έτος 1900, δτε αί τιμαί του χ βαίνουσιν ώς οί Αρι­
θμοί 1, 2, 3,  4.

Α'. Ό μ ά ς Β' . Ό μά ς
α + 1β = 554 α + 6β =  702
α 1

Τ 2β = 468 α + 7β =  664
α + 3β = 499 α 1

-1- 8β = 621
α + 4β = 522 α + 9β =  567
α + 5β = 479 α ~b ΙΟβ =  800

5α + 15β =  2522 5α +  40β =  3354
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ήτοι έσχηματίσθη τό σύστημα
5α -j- 15β =  2522 
5α +  40β =  3354

έξ οδ λαμβάνομεν, άφαιρουντες το πρώτον τού β' κατά μέλη,
25 β =  832 ή β =  33, 28 

καί συνεπώς έκ μιάς τών έξισώσεων, τής βας π.χ.
5α +  1331,20 =  3354 η α  =  404, 56 

'Όθεν ή έξίσωσις παρεμβολής είναι
ψ =  404,56 +  33,28χ*

Οϋτω διά το έτος 1906, έν ω χ =  6, έχομεν
ψ =  404,56 +  33,28.6 =  604,24 

ήτοι ή τιμή ήτις εύρέθη διά τής μεθόδου τών μέσων σημείων.

** *
Ή μέθοδος τών ροπών, ή νεωτέρα πασών, ήτις καί τείνει 

να έκτοπίση την μέθοδον τών ελάχιστων τετραγώνων καί δη 
ώς αυτή έχει άπλουστευθή ύπό του Pareto διά τάς δυναμι­
κός σειράς στηρίζεται επί τής έξής ύποθέσεως : Έ ά ν λη- 
φθή αναλυτική τ ις  εκψ ρασις, ή % =  f  (χ), ταύτης τό 
εμβαδόν καί αί πρώτη, δεύτερα, τρίτη, κλπ. ροπαί, έξι- 
σουμεναι προς τό εμβαδόν καί τά ς ροπάς τής στατι­
στικής συναρτήσεως, καί τό τοιουτον έφ’ όσον γίνη 
αποδεκτόν ότι ή ληφθεϊσα αναλυτική συνάρτησις απει­
κονίζει κατά τό μάλλον ή ήττον τα έμπειρικά δεδο­
μένα, θά παράσχω σι σύστημα ισαρίθμων έξισώσεων 
προς τά ς παραμέτρους. Ή μέθοδος αυτή συμπίπτει προς 
την μέθοδον τών ελάχιστων τετραγώνων έφ3 οσον ή χρησιμο- 
ποιουμένη προς παρεμβολήν άναλυτική έκψμασις είναι γραμ­
μική έξίσωσις ή ακέραιον πολυώνυμον νιοστου βαθμού.

Συμβολικώς παριστώμεν τήν εφαρμογήν τής μεθόδου τών
ροπών καλουντες πρώτην ροπήν τήν ν, =  

δευτέραν ροπήν τήν ν2 =■

Σχψ
Σψ

Σ χ 2ψ
Σψ

καί ούτως εφεξής, τής μηδέν ροπής ν0 = - Σψ
Σψ

1

* Ή  έξίσ ω σ ις αυτή διαφέρει τής εύρεθείση ς διά τής μεθόδου  
τών μέσων σημείω ν, διότι εις ταύτην ώς αρχή έλήφθη τό έτο ς  1906, 
ένω εις τήν προκειμένην τό έ το ς  1900.
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καί σ (χ) την αναλυτικήν συνάρτησιν, δτε μεταξύ των θεωρητι­
κών ροπών καί τών εμπειρικών τοιούτων θά ύφίστανται σί ισό­
τητες

Vi =

+ 00

J σ (χ) dx =  1
_ 03

+  Ο0 __
J X (χ) <1χ =  V ,

___00

+ 00 _
S X2 σ (χ) άχ =  vs

__ 00

ταύτότης

κ.λ.π.

Ουτω καθορίζεται σύστημα εξισώσεων Ισαρίθμων πρόςτάς 
παραμέτρους, ου ή έπίλυσις είναι εύκολος, έξαρτωμένης Ιδία 
τής χρησιμοποιήσεως τής ώς άνω μεθόδου έκ τής άναλυτικής 
μορφής τής σ (χ), δηλ. του όλοκληρωσίμου ή μή ταύτης.

*
* *

Διελθόντες έν βραχυλογία τάς διαφόρους κυριωτέρας μεθό­
δους παρεμβολής, θεωρουμεν άναγκαίον να έπιμένωμεν επί τής 
σημασίας ταύτης ώς οργάνου πολυτίμου :

Ιον) Συμπληρώσεως οΐασδήποτε εμπειρικής συναρ- 
τήσεως έκ τυχόν έλλειπόντων ορών ταύτης, διά καθο­
ρισμού τών πιθανωτέρων τούτων τιμών, συναρτήσει 
τών προ και τών μετά ταυτα. Ή παρεμβολή, ουτω όριζομέ· 
νη, θεωρεί τήν μεταβολήν τών φαινομένων συνεχή, ώς άλλως 
τε καί είναι, δι’ δ καί τάς άντιστοίχους εμπειρικός συναρτή­
σεις τούτων ώς τοιαύτας μεταχειρίζεται. Είς τήν πραγματικό­
τητα άλλως τε άλματα καί σημεία άσυνεχείας δέν ύφίστανται.

2ον) Κριτικής ένίων δεδομένων, μή δικαιολογούμενης 
τής ανωμάλου τούτων τιμής έκ ποιοτικών αιτίων καί α­
φορμών, αϊτινες άλλως τε άντιβαίνουσι προς τήν έννοιαν 
του συνεχούς τής μεταβολής όμαλώς, ώς έκ τής τοιαύτης 
έμψανίσεως τών δεδομένων είς τάς άλλας περιοχάς τής 
μεταβολής τού μεταβλητού.

3ον) Προσδιορισμού τού έμπειρικού νόμου τής ποσο­
τικής έκδηλώσεως τού φαινομένου έν τώ θεωρηθέντι 
διαστήματι τών διακυμάνσεων τής μεταβλητής.

’Επί βάσει τών τελευταίων είναι δυνατός ό καθορισμός του 
θεωρητικού μεγίστου ή ελάχιστου τής παρεμβολικής συναρτή-
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σεως προς κσλυτέραν σπουδήν του δλου φαινομένου, έφ3 δσον τά 
σφάλματα ατινα ύφίστανται μεταξύ θεωρητικών καί εμπειρι­
κών τιμών είναι δυνατόν να άποδοθώσιν εις διαταρακτικούς 
παράγοντας, ών διά τής παρεμβολής, ήτοι τής άντικαταστάσε- 
ως τών δεδομένων τής παρατηρήσεως διά τών προκυπτόντων έκ 
τής άναλυτικής έκφράσεως, επιδιώκεται ή άπαλλαγή έκ τούτων 
καί συνεπώς έπιζητεΐταινά καταφανή μάλλον σαφώς καί άνα- 
γλύφως ό νόμος δστις διέπει, διά τό θεωρηθέν εδρος τών με­
ταβολών τής μεταβλητής, τό ύπ3 δψει φσινόμενον.

Ή χρήσις τών διαφόρων τύπων δέν είναι δύσκολος* άσκη- 
σιν μόνον άπαιτει προς άπόκτησιν εύχερείας τίνος καί επί πλέον 
αρνησιν τής συμφυούς προς τόν έλληνικόν χαρακτήρα έπιμο- 
νής νά γνωρίζωμεν κατά βάθος τήν καταγωγήν τών τύπων ούς 
χρησιμοποιουμεν. Οι Άγγλοσάξωνες π.χ. χρησιμοποιουσιτύπους 
πολυπλόκους είς τάς θετικάς έπιστήμας χωρίς νά ένδιαφέρωνται 
ποτέ νά μάθωσι πόθεν καί πώς προέκυψαν. ’ Αλλως τε ή γνώ- 
σις αυτή δέν είναι βέβαιον εάν συμβάλη ή δχι είς τήν καλυ- 
νέραν χρησιμοποίησιν τών δεδομένων άρκεΐ μόνον ή χρήσις 
τών τύπων νά είναι ή πρέπουσα έκάστοτε.

Άθήναι, Ιούλιος 1934.
Κ. Άντ. Άθανασιάδης

*Υποπλ. Οίκ. Π. Ναυτικού (Γ.Ε.Ν.)
Καθηγητής Ν. Σχολής Δοκίμων
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I. ΚΥΚΛΟΦΟΡΙΑ ΤΡΑΠΕΖΙΚΩΝ ΓΡΑΜΜΑΤΙΩΝ

(εις έκατομμύρια)
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Μάρκα Λέβα Δολλάρ Φράγ. Λιρετ. ΛέΙ Λίραι Δηνάρ.

1933 II 3.356 413 2.452 6.545 83.986 13.048 20.883 356.2 4.532
III 3.520 413 2.595 6.320 86.096 13.117 21.453 367.1 4.564
IV 3.538 399 2.730 6 003 84.992 13 070 21.322 371.9 4.502
V 3.469 396 2.673 5812 83.267 12.991 21.470 374.1 4.453

VI 3 482 396 2.648 5 721 84.708 13 028 21.355 375.1 4.403
VII 3.492 394 2.531 5.630 82-853 13.329 21.229 377.2 4-306

VIII 3 521 396 2.674 5-612 81.143 13.256 21.159 374.0 4.314
IX 3.625 392 2-738 5.650 82.994 13.303 21.194 370.8 4.372
X 3-571 392 2-845 5-635 81 097 13.170 20.885 369.3 4-343XI 3-542 381 2-854 5 742 80-368 13.112 20.671 370.2 4.257XII 3-645 392 2.984 5 806 82.613 13.243 21.219 392.0 4.327

1934 1 3.458 372 2.571 5.289 79.474 13.068 20.834 366.7 4.212II 3.494 358 2.400 5.354 81.024 12.708 20.815 367.4 4.233III 3.675 356 2.603 5.395 82.833 12.963 21.479 378.8 4.232IV * 3.640 356 2.534 5.368 81.502 12.987 21.258 373.7 4.169V 3.635 355 2.574 5.357 79.992 12.889 21.021 378.1 4.119VI 3.777 345 5.374 82.058 12.887 — 381.7 4.142

II. ΚΑΛΥΜΜΑ ΕΙΣ ΧΡΥΣΟΝ ΚΑΙ ΣΥΝΑΛΛΑΓΜΑ
(εις έκατομμύρια)

Γ ερμαν.

-Οοοαχ

UJ*•Ul

öP
<

Μάρκα

1933
II111

IV
V

VI
VII

VIII
IX
X

XI
XII

1934

IIII
III
IV
V

769
739
411
372
189
245
307
367
396
405
386

376
334
237
205
130
70

152
97
99

Βουλγ.

w•οDDα.
x

uj·

Λέβα

771
851
781
741
40.1
18.1 
3|1 
91

520
520
520
521 
521 
521
521
522 
522 
522 
545

1.546
1.547
1.547
1.547
1.547

'Hv.
•πολ.

LT•οο
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X

Γαλλία

Δολ.

61
58
12
19
47
58
18
74
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WΌΟ3α.
X

wo 2 ° ο 5 ■ταΗ ui

5 3 Ç >w< -ω
Φράγκα

4.380
4.282
4.312Î
4.315,
4.318|
4.320
4.329
4.324
4.323
4.323
4.323

81.017
80.409
80.866
80-9511
81.243
81.976
82.2271
82.095
81.032
77.822
77.098

77.055
73.971
74.613
75.756
77.466
79.548

2.601
2.406
2.440'
2.468
2.585
2.572
1.291
1.287
1.285

38
16

1.800
1.971
1.406
1.419
1.405
1.403
1.361
1.346
1.302
1.213
1.143

•Ιταλία

16| 1.114 
15 1.056
12
14
14

1.056
1.052
1.080

w-οο3Ο­
Χ

wo 
2 °  ο *  •c’a.
Η  U1 
Μ w2 35 uw < >ui

Λιρέτται

151 1.142

6.1741.773 
6.291 1.773
6.5171.773
6.6881.773
6.7671.773 
6-994 1.773 
7.033 1.773 
7.004 1.773
7.0571.773
7 082 
7-092

1.773
1.773

7.099 1.773 
7.1051.773
6.874
6.840
6.667
6.468

1.773
1.773
1.773
1.773

962
802
584
369
321
343
318
304 
306 
310
305

274
83
44
40
35
34

Ρουμανία

wοο3α.
X

wo

;vw
ΛέΙ

6.357 3. 
6.399 3. 
6.428 3. 
6.459 3. 
6-489 3· 
6525,3. 
6544Î3. 
6 56313 
6-583 3. 
6 625 3. 
6 673 3,

Μεγ
Βρ.

Wοο3
CL
X

Λίρ.

222 615 
222 685 
222 731 
222,721 
222 654 
222 560 
222 636 
222 524 
.222 365 
222 5C4 
,222 251

Γ ιουγ- 
κοσλ.

W
-οο
3
Ο .
X

tu­tu

Δηνάρ.

143.01
172.71 
186.9 1
187.4 1 
190.61
191.4 1
191.71 
191.8 1
191.81
191.81
191.71

761 182
761 169
762 162 
.796111 
.797 103 
.797 98 
.797 72 
.796 107 
.795115 
.795 107 
.795 111

6.718 3.222 160 191.81.795 
6.751 3.222 146 192.0 1.765 
8.3581.642 144 192 2 1.765 
8.392 1.642|210 192.1 1.762100 
8.415,1.6421143,192.1 1.766 102 

-  I -  I— 1192.1 1.7811 82

80
81
74



ΕΞΕΛΙΞΙΣ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΕΝΕΡ
ΤΗΣ ΤΡΑΠΕΖΗΣ
κατά την τριμηνίαν

ΕΝΕΡ

31 Δ/βρίου 
1933

1. Χ ρυσός καί έξω τ. σ υ ν ά λλα γ μ α 4.018.471.735.80

2. Δ άνεια Δ ημοσίου εις χρυσόν 640.507.241.60

3. “Ε τερ ον  έξω τερ . σ υ ν ά λ λ α γ μ α 2.007.649.29

4. Κ ερματικά έλλην. νομ ίσμ α τα 195.367.007.45

5. Σ υνάλ. καί γρ α μ μ ά τια  έσω τ. 186.965.607.85

6. Π ιστώ σεις 3.131.694.141.68

7. Χ ρέος του Δ ημοσίου 2.714.111.162.45

8. Ε π εν δ ύ σ εις 371.199.383.55

9. Κτίρια Τ ρα π έζης καί έγκ α τα σ . 141.453.608.34

10. "Ε τερ α  σ το ιχεία  ένεργητικου 676.282.716.13

ΠΑΘΗ

11. Κεφάλαιον κ α ταβεβλημένον 4 0 0 .0 0 0 .0 0 0 -

12. Ά π ο θεμ α τικ ά 66.724.549.80

13. Τμήμα τακτικού άποθεματικοΟ είς άν· 
τίκρυσμα άποσβεννυμένου μέρους τής 
έκ Αιρ. ’AyyX. ζημίας (Ν. 5305) 3 0 .0 0 0 .0 0 0 .-

14. Τραπ. γραμμ. έν κυκλοφορία 5 .448 .848 .600 .-

15. “Ε τερ α ι ύποχρ. οψεως είς δρ. 5.423.756.865.19

16. Κ αταθ. είς δρ. υπό π ροθεσμ ία ν —

17. Ύ π ο χρ . είς έξω τ. σ υ ν ά λλα γ μ α 66.275.895.69

18. “Ε τερ α ι υπ οχρεώ σεις 642.454343.46



ΓΗΤΙΚΟΥ ΚΑΙ ΠΑΘΗΤΙΚΟΥ
ΓΗΣ ΕΛΛΑΔΟΣ
νΐαΐου—Ιουλίου 1934

ΓΗΤΙΚΟΝ

31 Μαΐου 
1934

1 30 Ιο υ νίο υ  
1934

31 Ιο υ λ ίο υ  
1934

Διαφορά μεταξύ 
Δ/βρίου 1933 καί 
Ίουλ. 1934+ή—

4.128.624.090.9 4.209.054.032.04 3.511.914.026.30 506.557.709.50

640.507.241.60 640.507.241.60 640,507.241.60 —

2.266.455.54 2.758.878.50 2.527.704.69 + 520.055.40

205.581.520.75 208.649.215.15 205.116.790.60 + 9.749.783.15

210.756.164.05 217.788.569.25 230.116.706.05 4 - 43.151.098.20

1.651.392.794.51 3.936.747.158.91 1.548.505.646.36 — 1.583.188.495.32

>.714.111.162.45 2.714.111.162.45 2.714.111.162.45 —

353.867.066.75 347.795.630 — 328.715.652.50 — 42.483.731.05

142.682.196.09 143.909.295.59 144.557.122.89 + 3.103.514.55

.074.050.679.68 1.127.075.607.07 1.056.688.562.88 + 380.405.846.75

ΤΊΚΟΝ

400.000.000.- 4 0 0 .0 0 0 .0 0 0 .- 1 4 0 0 .0 0 0 .0 0 0 .- —

66.724.549.80 66.724.549.80 66.724.549.80 —

30.000.000.- 30.000.000.— 3 0 .0 0 0 .0 0 0 .- —

.116.828.450.— 5 .1 3 0 .8 8 2 .7 0 0 - 5.143.388.800.— -  3 0 5 .4 5 9 .8 0 0 .-

.779.491.275.75 7.110.345.544.14 3.639.758.698.40 — 1.783.998.166.79

46.038.400.58 55.993.685.39 107.752.497.89 +  41.476.602.20

684.756.695.58 754-450.311.23 995.136.070.23 4- 352.681.726.77
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ΤΙΜΑΡΙΘΜΟΣ ΧΟΝΔΡΙΚΗΣ ΠΩΛΗΣΕΩΣ

'Ήνωμέν.
Πολιτεΐαι Γ αλλία ’Ιταλία

Μεγάλη
Βρεττανία Γ ερμανία

Γ ιουγκο-
σλαυΐα 1

Βουλ­
γαρία 2

U*'Ö
*<
<
ÜJy

1913 100.0 100 100 100.0 100.0 100
1928 138.5 645 462 140.3 140.0 106.2 3.237 —
ί929 136.5 627 446 136.5 137.2 100.6 3.447 1.811
1930 123.8 554 383 119.5 124.6 86.6 2.788 1.646
1931 104.6 502 328 104.2 110.9 72.9 2.332 1.471
1932 92.8 427 304 101.6 96.5 652 2.071 1.766
1933 94.5 398 280 100.9 93.3 64.4 1.821 1.997

1933 I 87.4 411 292 100.3 91.0 67.6 1.873 2.020
II 85.7 404 286 98.9 91.2 68.4 1.838 2.032

I I I 86.2 390 281 97.6 91.1 67.0 1.797 2.017
IV 86.5 387 279 77.2 90.7 66.3 1.813 2.033
V 89.8 383 279 99.2 91.9 64.9 1.828 1.987

VI 93.1 403 281 101.7 92.9 66.1 1.807 1.988
VII 88.7 401 279 102.3 93.9 63.7 1.845 2.007

VIII 99.6 397 278 102.5 94.2 60.7 1.795 2.008
IX 101.4 397 276 103.0 94.9 60.7 1.839 1.985
X 102.0 391 274 102.6 95.7 61.5 1.798 1.963

XI 101.9 403 273 102.8 96.3 63.1 1.830 1.957
XII 101.4 407 275 102 8 96.2 62.3 1.793 1.963

1934 I 103.4 405 276 104.6 96.3 62.9 1.742 1.975
II 105.4 400 275 105.3 96.2 63.6 1.844 1.970

III 105.6 394 275 103.8 95.9 63.3 1.818 1.945
IV 105.0 387 273 102.8 95.8 63.0 1.816 1.936
V 105.6 381 273 102.4 96.2 64.1 1.858 1.928

ν ι — 379 — 103.6 97.2 65.6 — 1.936

1. Βάσις 100 το 1926.
2. Βάσις 100 τά 1914.

ΕΠΙΣΗΜΟΣ ΠΡΟΕΞΟΦΛΗΤΙΚΟΣ ΤΟΚΟΣ

Γ ερμα­
νία

Βουλ­
γαρία

*Ην.Πο-Ι
λιτεΐαι Γαλλία

1 I
Ιταλία |Ρουμανία| Μεγάλη

Βρετταν.
Γ ιουγκο- 
σλαυΐα

•Ε
λλ

άς

1933 in 4 8 3.5 2.5 4 7 2 7.5 9
IV 4 8 3 2.5 4 6 2 7.5 9
V 4 8 2.5 2.5 4 6 2 7.5 9

VI 4 8 2.5 2.5 4 6 2 7.5 7.5
VII 4 8 2.5 2.5 4 6 2 7.5 7.5

VIII 4 8 2.5 2.5 4.5 6 2 7.5 7.5
IX 4 8 2.5 2.5 3.5 6 2 7.5 7.5
X 4 8 2 2.5 3.5 6 2 7.5 7

XI 4 8 2 2.5 3.5 6 2 7.5 7
XII 4 8 2 2.5 3 6 2 7.5 7

1934 I 4 7 2 2.5 3 6 2 7.5 7
II 4 7 1.5 3 3 6 2 7 7

III 4 7 1.5 3 3 6 2 7 7
IV 4 7 1.5 3 3 6 2 7 7
V 4 7 1.5 2.5 3 6 2 7 7

VI 4 7 1.5 2.5 3 6 2 7 7


