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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Το θεωρητικό πλαίσιο της διδακτορικής διατριβής ορίζεται από την 

αντιπαράθεση, που έλαβε χώρα από τα τέλη της δεκαετίας του 50 έως τις αρχές της 

δεκαετίας του 80, μεταξύ ενός κύκλου οικονομολόγων που έγιναν γνωστοί τελικά με 

την ονομασία "νεορικαρντιανοί" από την προσπάδεια τους να αναβιώσουν την 

προβληματική της κλασικής Θεωρίας της αξίας και της κατανομής του προϊόντος1 και, 

από την άλλη μεριά, των κυριότερων υποστηρικτών της νεοκλασικής Θεωρίας του 

κεφαλαίου και της μεγέθυνσης, μεταξύ των οποίων περιλαμβάνονται ορισμένοι από 

τους θεμελιωτές της στην τελευταία της εκδοχή.2 

Όπως είναι γνωστό, η θεωρητική διαμάχη μεταξύ των ανωτέρω σχολών 

περιστράφηκε κυρίως γύρω από τα ακόλουθα θεμελιώδη θέματα: 

1. Την εγκυρότητα της έννοιας του "κεφαλαίου", όπως αυτό ορίζεται στην 

νεοκλασική θεωρία του κεφαλαίου και της μεγέθυνσης, δηλαδή ως ομοιογενές 

μέγεθος, το οποίο χαρακτηρίζεται από τις ακόλουθες ιδιότητες: 

a) Είναι μετρήσιμο, ανεξάρτητα από την κατανομή του καθαρού προϊόντος και 

συνακόλουθα του προσδιορισμού των τιμών. Επομένως, έχει μια ιδιαίτερη 

διάσταση, διαφορετική της χρηματικής. 

b) Δεδομένου του "μεγέθους" του, της διαθέσιμης ποσότητας εργασίας και της 

μακροοικονομικής συνάρτησης παραγωγής, μπορούμε να προσδιορίσουμε: 

• Την κατανομή του καθαρού προϊόντος μεταξύ των συντελεστών παραγωγής και 

• Το συνολικό καθαρό προϊόν της οικονομίας. 

1 Οι επιφανέστεροι από τους οποίους είναι οι Sraffa, Robinson, Pasinetti, Garegnani κ.α. 

2 Όπως οι Samuelson, Solow, Hahn κ.α. 
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e) Έχει μια ιδιαίτερη τιμή: το επιτόκιο, το οποίο, όπως κι η τιμή κάδε άλλου αγαθού, 

προσδιορίζεται από τις νεοκλασικές σχέσεις προσφοράς και ζήτησης του αγαδού. 

2. Την εγκυρότητα της νεοκλασικής θεωρίας της παραγωγής ή της επιλογής 

τεχνικής, σύμφωνα με την οποία, δεδομένης της διαθέσιμης τεχνολογίας της 

οικονομίας, η αύξηση (μείωση) του επιτοκίου ή, αντίστοιχα, η μείωση (αύξηση) του 

ονομαστικού ωρομισθίου επιφέρει μείωση (αύξηση) της έντασης κεφαλαίου, δηλαδή 

οδηγεί στην χρησιμοποίηση τεχνικών παραγωγής με μικρότερη (μεγαλύτερη) ένταση 

κεφαλαίου και, αντίστοιχα, μικρότερη (μεγαλύτερη) παραγωγικότητα της εργασίας ή 

κατά κεφαλή κατανάλωση. 

Η διδακτορική διατριβή, χωρίς να αντικρούει την ορθότητα των βασικών 

ενστάσεων-θέσεων της νεορικαρντιανής κριτικής στην επικρατούσα νεοκλασική 

θεωρία του κεφαλαίου, αποσκοπεί αφενός μεν στην διασαφήνιση ορισμένων πλευρών 

της που αναφέρονται κυρίως στον προσδιορισμό των τιμών παραγωγής και στην 

επιλογής τεχνικής και αφετέρου στην υπέρβαση του στενού ορίζοντα της 

προβληματικής όχι μόνο των νεορικαρντιανών, αλλά γενικότερα του συνόλου των 

αντιπαρατιθέμενων μερών. 

Πιο συγκεκριμένα, η διατριβή διαρθρώνεται ως εξής: 

1. Στο Μέρος (Ι) εξετάζεται ο σχηματισμός των τιμών ισορροπίας ή τιμών κόστους, 

που αντιστοιχούν σε μια τυχαία, εξωγενώς καθορισμένη τιμή είτε του ποσοστού 

κέρδους είτε του ονομαστικού ωρομισθίου, μιας γραμμικής τεχνικής παραγωγής 

τύπου Leontief ή Sraffa. Τεχνικές παραγωγής όπως οι παραπάνω αποτέλεσαν το 

κοινό αναλυτικό πλαίσιο αναφοράς των πρωταγωνιστών της συζήτησης. 

Ειδικότερα, η μελέτη του σχηματισμού των τιμών ισορροπίας αναφέρεται σε 

ορισμένες διασπώμενες τεχνικές παραγωγής, οι οποίες κατέχουν "περιθωριακή" 

σημασία στην βιβλιογραφία. Με αυτό εννοούμε τεχνικές παραγωγής οι οποίες είτε 

συζητήθηκαν σπανιότατα στην βιβλιογραφία, όπως αυτές στις οποίες η μέγιστη τιμή 

του ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής3 είναι μικρότερη της 

3 Η μη βασική υηοτεχνική ή μη βασικό υποσύστημα, όπως συνηθέστερα ονομάζεται στην 6ι6Λιογραφία, 
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μέγιστης τιμής του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής4 '5 είτε η ύπαρξη 

τους παραγνωρίστηκε πλήρως, όπως αυτές στις οποίες η μέγιστη τιμή του 

ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής είναι ίση της μέγιστης τιμής 

του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής.6'7 

Από την εξέταση των ανωτέρω "περιθωριακών" περιπτώσεων συνάγονται 

γενικότερα συμπεράσματα για τον προσδιορισμό των τιμών παραγωγής μιας 

γραμμικής τεχνικής παραγωγής, τα οποία επιτρέπουν την διατύπωση προτάσεων που 

αφορούν γενικά τις γραμμικές τεχνικές παραγωγής. Για το σκοπό αυτό, στην διατριβή 

παρατίθεται μια εξαντλητική διερεύνηση όλων των δυνατών λύσεων - οικονομικά και 

μη οικονομικά σημαντικών - των τιμών των παραγόμενων εμπορευμάτων και του 

ονομαστικού ωρομισθίου w (του ποσοστού κέρδους τ), που αντιστοιχούν σε κάθε μη 

αρνητική πμή του ποσοστού κέρδους τ (του ονομαστικού ωρομισθίου w). Με βάση 

την ανωτέρω διερεύνηση, θεμελιώνονται αυστηρά οι ακόλουθες "αιρετικές" θέσεις: 

αντιστοιχεί στα μη βασικά εμπορεύματα. Μη βασικά εμπορεύματα ονομάζουμε τα εμπορεύματα εκείνα που 

δεν εισέρχονται, άμεσα ή έμμεσα, στην παραγωγή όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων. 

4 Η Βασική υποτεχνική ή βασικό υποσύστημα, όπως συνηθέστερα ονομάζεται στην βιβλιογραφία, 

αντιστοιχεί στα βασικά εμπορεύματα. Βασικά εμπορεύματα ονομάζουμε τα εμπορεύματα εκείνα που 

εισέρχονται, άμεσα ή έμμεσα, στην παραγωγή όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων. 

5 Η ανωτέρω περίπτωση, στην πλέον απλή της μορφή, της αποτελεί το παράδειγμα των φασολιών (beans) 

που αναφέρει ο Sraffa [1985, Παράρτημα Β]. Όμως, ο Sraffa δεν απέδωσε στο παράδειγμα που 

περιέγραυ,ε την προσήκουσα ιδιαίτερη προσοχή και, κατά συνέπεια, δε στάθηκε δυνατό να συνάγει τα 

θεωρητικά συμπεράσματα που αναφέρονται στη συνέχεια. 

6 Ο προσδιορισμός των τιμών και της σύνθεσης του πρότυπου εμπορεύματος στην περίπτωση γραμμικών 

τεχνικών παραγωγής, όπως οι ανωτέρω, δεν έχει απασχολήσει μέχρι σήμερα την βιβλιογραφία. Μοναδική 

εξαίρεση αποτελεί η εργασία των Βουγιουκλάκη και Μαριόλη [1992]. 

7 Ο "περιθωριακός" χαρακτήρας των ανωτέρω εξεταζόμενων περιπτώσεων υπογραμμίζεται από το γεγονός, 

ότι μήτρες τεχνικών συντελεστών που είναι είτε μη διασπώμενες είτε διασπώμενες με το μέγιστο 

ποσοστό κέρδους του βασικού υποσυστήματος μικρότερο από το μέγιστο ποσοστό κέρδους του μη 

βασικού υποσυστήματος ή των μη βασικών υποσυστημάτων ονομάζονται "Sraffa matrices". Βλ. Krause 

[1981, σσ. 177-178]. Με τη σειρά της η έννοια της "Sraffa matrix" αποτελεί γενίκευση της έννοιας της 

"quasi-irreducible matrix". Βλ. Bowles and Gìntìs [1977, σσ. 188]. 
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• Οι τιμές των Βασικών εμπορευμάτων εξαρτώνται στην γενική περίπτωση, ακόμα 

και χωρίς να Λάβουμε unóyn μας την τυποποίηση (normalisation) των τιμών,8 από 

τις συνθήκες παραγωγής όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων και, κατά 

συνέπεια, από τις συνθήκες παραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων. 

• Οι σχέσεις μεταξύ των ονομαστικών τιμών ισορροπίας ή τιμών κόστους για ένα 

τυχαίο, εξωγενώς καθορισμένο μέτρο των τιμών είναι στην γενική περίπτωση 

διαφορετικές από τις αντίστοιχες σχέσεις μεταξύ των τιμών ισορροπίας που είναι 

ήδη προσδιορισμένες πριν την προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης και, κατά 

συνέπεια, πριν τον καθορισμό του μέτρου των τιμών. Επιπλέον, διαφοροποιούνται 

ανάλογα με την μορφή της τυποποίησης των τιμών. Με άλλα λόγια, οι σχέσεις 

μεταξύ των ονομαστικών τιμών ισορροπίας εξαρτώνται στην γενική περίπτωση από 

το μέτρο των τιμών, δηλαδή σε τελική ανάλυση από τις συνθήκες παραγωγής του. 

Στο Μέρος (II) εξετάζονται οι σχέσεις των τιμών δύο τεχνικών παραγωγής, 

έστω [a J και yßj, που διαφέρουν σε μια μέθοδο παραγωγής, έστω του εμπορεύματος 

(υ, ανεξάρτητα του μέτρου των τιμών στο οποίο εκφράζονται. 

Προκειμένου να μελετηθούν οι σχέσεις των τιμών των τεχνικών παραγωγής (ûfj και 

(β) με την μεγαλύτερη δυνατή πληρότητα επιχειρείται μια πλήρη ταξινόμηση των 

δυνατών ζευγών τεχνικών (α) και yßj, η οποία λαμβάνει unóyn της όλα τα γενικά, 

ουσιαστικά κριτήρια με βάση τα οποία διαφοροποιούνται δύο τεχνικές.9 Κατά αυτόν 

8 Η τυποποίηση των τιμών πραγματοποιείται με την εισαγωγή μιας εξίσωσης, την οποία ονομάζουμε 

εξίσωση τυποποίησης των τιμών (normalisation equation).. Εξίσωση τυποποίησης των τιμών ορίζεται η 

εξίσωση, μέσω της οποίας η τιμή ενός περιγραφόμενου από την τεχνική παραγωγής εμπορεύματος, το 

οποίο ονομάζεται τυπικό εμπόρευμα, εξισώνεται αυθαίρετα με μια σταθερή ποσότητα ενός ομογενούς, 

εκτατικού και διαιρετού αγαθού που Λειτουργεί ως "χρήμα". Για μια εκτενή ανάλυση της εξίσωσης 

τυποποίησης βλ. Σταμάτης [1990, σελ. 91-114], 

9 Ως τέτοια κριτήρια αναφέρονται: η δομή της κανονικής μορφής των μήτρων τεχνικών συντελεστών, η 

διάταξη των μέγιστων ιδιοτιμών των υπομητρών της κύριας διαγωνίου και ο βασικός ή μη βασικός 
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τον τρόπο συγκροτείται το αναλυτικό πλαίσιο που 8α αποτελέσει τη βάση συζήτησης 

όλων των δεμάτων που 8α εξετασδούν στη συνέχεια.10 Το ιδιαίτερο, γενικό 

χαρακτηριστικό των θεωρούμενων ζευγών τεχνικών (α) και yßj είναι ότι 

αναφέρονται μόνο στις ειδικές περιπτώσεις που οι τεχνικές παραγωγής περιγράφουν 

είτε την παραγωγή μόνο βασικών εμπορευμάτων είτε την παραγωγή βασικών και μη 

βασικών εμπορευμάτων και τα μη βασικά εμπορεύματα είτε δεν εισέρχονται στην 

παραγωγή των μη βασικών εμπορευμάτων είτε κάδε μη βασικό εμπόρευμα εισέρχεται 

- άμεσα ή έμμεσα - στην παραγωγή όλων των μη βασικών εμπορευμάτων. 

Αρχικά εξετάζονται οι σχέσεις των τιμών δύο τεχνικών παραγωγής σε κάδε 

ημιθετική τιμή του ποσοστού κέρδους που είναι μικρότερη από την ελάχιστη μέγιστη 

τιμή του ποσοστού κέρδους των δύο τεχνικών. Στο ανωτέρω διάστημα τιμών του 

ποσοστού κέρδους συζητείται το περίφημο "Θεώρημα της Μη Υποκατάστασης" (Non 

Substitution Theorem), για το οποίο προτείνονται δύο εναλλακτικές αποδείξεις, κάδε 

μια από τις οποίες το διαφωτίζει από μια τελείως διαφορετική οπτική γωνία, οι 

οποίες προστίδενται στην ήδη μακριά σειρά των αποδείξεων που αναφέρονται στην 

βιβλιογραφία.11' 1 2 

Στον αντίποδα του "Θεωρήματος της Μη Υποκατάστασης", στο πλαίσιο του 

οποίου οι τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων εκφράζονται σε όρους της 

εργασιακής δύναμης, εξετάζονται στη συνέχεια οι αντίστοιχες σχέσεις των 

ονομαστικών τιμών δύο τεχνικών παραγωγής, εκφρασμένων σε όρους ενός τυχαίου, 

παραγόμενου εμπορεύματος. Στο πλαίσιο αυτό καταδεικνύεται ότι: 

χαρακτήρας του εμπορεύματος, ως προς την μέθοδο παραγωγής του οποίου διαφοροποιούνται οι τεχνικές. 

1 0 ΒΛ. Μέρος II., Προκαταρκτικό Κεφάλαιο. 

11 Βλ. τα τμήματα (ΙΙ.1.2.α) και (11.1.2.6). 

1 2 Στην Βιβλιογραφία συναντώνται γενικές αποδείξεις, οι οποίες αναφέρονται είτε σε τεχνικές παραγωγής 

που περιγράφουν την παραγωγή μόνο βασικών εμπορευμάτων είτε σε τεχνικές παραγωγής που 

περιγράφουν την παραγωγή βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων γενικά. 
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• Ot ονομαστικές τιμές δύο τεχνικών παραγωγής, εκφρασμένων σε όρους ενός 

τυχαίου παραγόμενου εμπορεύματος, δεν είναι στην γενική περίπτωση ολικά 

διατεταγμένες (totally ordered) και 

• Υπάρχουν ειδικές μορφές εξισώσεων τυποποίησης που εξασφαλίζουν την ολική 

διάταξη των αντίστοιχων ονομαστικών τιμών, καίτοι η κατάταξη ως προς το 

μέγεθος τους είναι ακριβώς αντίθετη από την κατάταξη μεγέθους των 

διανυσμάτων τιμών, που εκφράζονται σε όρους της εργασιακής δύναμης.13 

Στη συνέχεια θεωρούνται όλα τα ζεύγη εναλλακτικών τεχνικών παραγωγής 

ία) και \β), των οποίων το μέγιστο ποσοστό κέρδους είναι ίσο και μελετώνται - για 

πρώτη φορά από όσο είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε - για κάθε ζεύγος χωριστά οι 

σχέσεις των αντίστοιχων σχετικών και ονομαστικών τιμών, εκφρασμένων σε όρους 

ενός τυχαίου παραγόμενου εμπορεύματος, στην κοινή μέγιστη τιμή του ποσοστού 

κέρδους.14 Τα θεμελιώδους σημασίας αποτελέσματα τα οποία προκύπτουν φωτίζουν 

πλήρως τις σχέσεις των ημών των τεχνικών ία) και ίβ) σε κάθε κοινή, εφικτή, 

οικονομικά σημαντική τιμή του ποσοστού κέρδους.15 Επιπλέον, καθιστούν δυνατή τη 

σύγκριση των τιμών κόστους των εναλλακτικών μεθόδων παραγωγής του 

εμπορεύματος (ύ σε κάθε κοινή οικονομικά σημαντική τιμή του ποσοστού κέρδους, 

ανεξάρτητα της τεχνικής με της οποίας το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας 

αποτιμώνται οι τιμές κόστους.16 Κατά αυτόν τον τρόπο, σε κάθε κοινή, οικονομικά 

σημαντική τιμή του ποσοστού κέρδους επιτρέπεται η μελέτη της κατάταξης των 

1 3 ΒΑ. το τμήμα (ΙΙ.2.3). 

1 4 ΒΛ. το τμήμα(ΙΙ.1.3). 

1 5 Η έννοια του οικονομικά σημαντικού διαστήματος τιμών του ποσοστού κέρδους μιας τεχνικής 

εξετάζεται στην παράγραφο (1.1.4.III). 

1 6 Δεδομένου ότι η σύγκριση δύο τυχαίων τεχνικών παραγωγής μπορεί να αναχθεί πάντα σε μια 

επαναληπτική διαδικασία σύγκρισης τεχνικών παραγωγής που διαφέρουν σε μια μέθοδο παραγωγής, το 

ενδιαφέρον επικεντρώνεται στον πυρήνα του προβλήματος, δηλαδή στη σύγκριση τεχνικών παραγωγής 

που διαφέρουν σε μια μέθοδο παραγωγής ή, ισοδύναμα, στις μεθόδους παραγωγής ενός μόνο 

εμπορεύματος. 
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τεχνικών παραγωγής (ff) και ψ) ως προς την κερδοφορία τους, σύμφωνα με το 

ερμηνευτικό σχήμα του αλγόριδμου της αγοράς που βασίζεται στην επιλογή της 

τεχνικής που ελαχιστοποιεί την τιμή κόστους. Από την μαθηματική διερεύνηση της 

σχέσης που συνδέει την τιμή ισορροπίας του εμπορεύματος (υ με την τιμή κόστους 

που αντιστοιχεί στην εναλλακτική μέδοδο παραγωγής του σε κάδε κοινή, οικονομικά 

σημαντική τιμή του ποσοστού κέρδους προκύπτει - για κάδε τυποποίηση των τιμών -

ένα σύνολο ισοδύναμων ως προς αυτήν συνδηκών που αφορούν τις τιμιακές σχέσεις 

των συγκρινόμενων τεχνικών. Κάδε μια από τις ανωτέρω ισοδύναμες συνδήκες 

αποτελεί ένα επαρκές κριτήριο κατάταξης των τεχνικών παραγωγής ως προς την 

κερδοφορία τους. 

Με βάση τα ανωτέρω κριτήρια σε κάδε κοινή, οικονομικά σημαντική τιμή του 

ποσοστού κέρδους η σύγκριση των τεχνικών παραγωγής (ff) και yßj ως προς την 

κερδοφορία, σύμφωνα με το ερμηνευτικό σχήμα του αλγόριδμου της αγοράς, 

παρουσιάζει τα ακόλουδα χαρακτηριστικά: 

• Οι τιμές κόστους των διαδοχικών περιόδων παραγωγής, που ακολουδούν την 

αλλαγή της μεδόδου παραγωγής ενός εμπορεύματος, δε συγκλίνουν πάντοτε στις 

αντίστοιχες τιμές ισορροπίας μιας στατικής οικονομίας (steady state economy) που 

χρησιμοποιεί την τελική τεχνική. Επομένως, η επιλογή της πλέον κερδοφόρας 

τεχνικής, όπως δεωρείται μέσα από το σχήμα του "αλγόριδμου της αγοράς",17 δεν 

οδηγεί πάντοτε σε μια ευσταδή ισορροπία. 

• Η σύγκριση των τεχνικών παραγωγής (ff) και ίβ) ως προς την κερδοφορία τους 

είναι δυνατή αποκλειστικά μόνο για κάδε τυποποίηση των τιμών που επιτρέπει τον 

προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων. Επιπλέον, αν για 

μια επιτρεπτή τυποποίηση των τιμών οι τεχνικές (ff) και yßj είναι κατατάξιμες ως 

1 7 Τον "αλγόριθμο της αγοράς" αρχικά περιέγραΐ|ε ο Levhari [1965] και κατόπιν συστηματοποίησαν οι 

Garegnani [1970], Schefold [1978], Garegnani [1984], Bidard [1990a], Bidard [1990b] και Bidard [1991]. 
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προς την κερδοφορία, τότε η κατάταξη των τεχνικών \α) και yßj ως προς την 

κερδοφορία είναι δυνατή για κάδε επιτρεπτή τυποποίηση των τιμών κι ανεξάρτητη 

από αυτήν. 

• Οι τεχνικές παραγωγής (α) και yßj ενδέχεται να είναι μη κατατάξιμες ως προς 

την κερδοφορία τους για κάδε τυποποίηση των τιμών. Επομένως, η κατάταξη των 

τεχνικών ία) και ίβ) ως προς την κερδοφορία δεν είναι πάντοτε δυνατή. 

Επίσης, με βάση τα ανωτέρω κριτήρια είμαστε σε δέση να εξετάσουμε την 

εσωτερική συνάφεια των προταδέντων στην βιβλιογραφία εναλλακτικών κριτηρίων 

κατάταξης των τεχνικών παραγωγής ya) και \β) ως προς την κερδοφορία τους σε 

κάδε κοινή, οικονομικά σημαντική τιμή του ποσοστού κέρδους. Από τη συγκριτική 

εξέταση προκύπτουν τα ακόλουδα συμπεράσματα: 

0,R Ι, το κριτήριο του αλγόριδμου • Σε κάδε πμή τ του ποσοστού κέρδους, r 

της αγοράς για την κατάταξη των τεχνικών (α) και yßj ως προς την κερδοφορία 

δεν είναι γενικά ούτε εννοιολογικά ούτε μαδηματικά ισοδύναμο με το κριτήριο της 

μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισδίου W .18 

• Αν ισχύει R — Ιν ' = R, τότε στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η μέδοδος 

του αλγόριδμου της αγοράς επιτρέπει τη σύγκριση των τεχνικών παραγωγής (α J 

και ίβ) ως προς την κερδοφορία τους και, κατά συνέπεια, διαμορφώνει ένα 

ορδολογικό πλαίσιο συζήτησης του προβλήματος της επιλογής τεχνικής. Αντίδετα, 

η σύγκριση των τεχνικών παραγωγής (α) και (β) ως προς την κερδοφορία τους 

σύμφωνα με τα κριτήρια της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισδίου W ή το 

1 8 Βλ. το τμήμα (11.2.3). 
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κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής 

δύναμης, είναι αδύνατη.19 

Τέλος, τα συμπεράσματα στα οποία έχουμε ήδη αναφερθεί έχουν σημαντικές 

επιπτώσεις στην μελέτη του φαινομένου της εναλλαγής των τεχνικών παραγωγής 

iff) και ψ) (reswitching of techniques) στην κλίμακα κερδοφορίας και, πιο 

συγκεκριμένα, στην επανατοποθέτηση του προβλήματος που αφορά τον 

προσδιορισμό του μέγιστου αριθμού των σημείων εναλλαγής των τεχνικών 

παραγωγής (ff J και ψ). Όπως είναι γνωστό, η διαπίστωση του φαινομένου της 

εναλλαγής των τεχνικών παραγωγής στην κλίμακα κερδοφορίας και οι συναφείς 

"παραδοξότητες" 2 0 που εμφανίζονται κατά την επιλογή τεχνικής σε πολυτομεακά, 

γραμμικά υποδείγματα παραγωγής αποτέλεσαν το επίκεντρο της διαμάχης που 

σημάδεμα την θεωρία του κεφαλαίου κατά την διάρκεια των τεσσάρων τελευταίων 

δεκαετιών. Θα δείξουμε ότι ο μέγιστος αριθμός των τιμών ισοκερδοφορίας του 

ποσοστού κέρδους μεταξύ των τεχνικών παραγωγής iff] και (β) είτε για το 

0, R Ι του ποσοστού κέρδους, στην περίπτωση που ισχύει R -<R, διάστημα τιμών 

είτε για το διάστημα τιμών \0,R\ του ποσοστού κέρδους, στην περίπτωση που ισχύει 

R = R, εξαρτάται από το συνολικό αριθμό 5 των διακριτών εμπορευμάτων που 

εισέρχονται άμεσα ή έμμεσα στην παραγωγή των υλικών εισροών, των οποίων οι 

ποσότητες διαφοροποιούνται μεταξύ των μητρών Α και Α .21 Επιπλέον, θα 

περιγράιρυμε μια ικανή συνθήκη που ακυρώνει την δυνατότητα εναλλαγής των 

τεχνικών (ffJ και (/Π είτε για το διάστημα τιμών Q,R Ι του ποσοστού κέρδους, 

1 9 ΒΛ. το τμήμα (ΙΙ.2.3). 

2 0 Στην βιβλιογραφία οι "παραδοξότητες" αυτές αναφέρονται συχνά με όρους όπως "paradox consumption 

behaviour" ή "negative real Wickseil effect" κλπ. 

2 1 Βλ. το τμήμα (ΙΙ.3.2). 
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στην περίπτωση που ισχύει R -<R, είτε για το διάστημα τιμών |0,i?J του ποσοστού 

κέρδους, στην περίπτωση που ισχύει R = R.22 

ΒΛ. το τμήμα (Π.3.3). 

14 



ΜΕΡΟΣ I. 

ΟΙ ΤΙΜΕΣ ΣΕ ΜΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΤΕΧΝΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. 

Ο ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΤΙΜΩΝ 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο παρόν κεφάλαιο μελετάται ο προσδιορισμός των τιμών παραγωγής μιας 

γραμμικής τεχνικής για εξωγενώς καθορισμένη "κατανομή του προϊόντος". 

Ειδικότερα, στο τμήμα (2) διατυπώνονται οι αναλυτικές υποθέσεις που 

περιγράφουν την θεωρούμενη τεχνική παραγωγής. Εν συνεχεία, στο τμήμα (3) 

αναπτύσσονται οι μαθηματικές προτάσεις που θα επιτρέιρυν την διερεύνηση του 

συστήματος προσδιορισμού των τιμών. 

Η μελέτη του συστήματος προσδιορισμού των τιμών της τεχνικής θα 

αποτελέσει το αντικείμενο του τμήματος (4). Από την διερεύνηση του συστήματος 

προσδιορισμού των τιμών αποδεικνύεται, ότι, στη γενική περίπτωση, οι τιμές των 

βασικών εμπορευμάτων εξαρτώνται από τις συνθήκες αναπαραγωγής του συνόλου 

των παραγόμενων εμπορευμάτων και, επομένως, από τις συνθήκες αναπαραγωγής 

των μη βασικών εμπορευμάτων. 

Τέλος, στο τμήμα (5) εξετάζεται το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών 

τιμών της τεχνικής ή, με άλλα λόγια, οι επιπτώσεις που ενέχει ο καθορισμός του 

μέτρου των τιμών, δηλαδή του "χρήματος", μέσω της εξίσωσης τυποποίησης των 

τιμών Πιο συγκεκριμένα, για κάθε δυνατή τυποποίηση των τιμών, συγκρίνονται οι 

1 Στην πραγματικότητα, εξωγενώς καθορισμένη δεν είναι η "κατανομή του προϊόντος", αλΛά είτε η τιμή 

του ποσοστού κέρδους Γ είτε η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W. Για το δέμα αυτό βΛέπε Σταμάτης 

[1989, σσ. 160]. 
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σχέσεις των αντίστοιχων ονομαστικών τιμών, δηλαδή οι σχετικές τιμές που 

εμφανίζονται μετά την τυποποίηση, με τις σχετικές τιμές που είναι δεδομένες, όπως 

έχουμε ήδη αποδείξει, ήδη πριν από την προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης και 

τον καθορισμό του "χρήματος". Κατά αυτόν τον τρόπο αποδεικνύεται, ότι η εξίσωση 

τυποποίησης δεν προσδιορίζει απΛώς το ύμρς ή το επίπεδο του ήδη 

προσδιορισμένου διανύσματος σχετικών τιμών της τεχνικής, όπως είναι κοινά 

παραδεκτό.2 Αντίθετα, η ουσιαστική της σημασία συνίσταται στην διαμόρφωση ενός 

διανύσματος σχετικών τιμών, που, στην γενική περίπτωση, διαφέρει από το ήδη 

προσδιορισμένο διάνυσμα σχετικών τιμών της τεχνικής.3 

Η φαινομενικά παράδοξη αυτή διαπίστωση έχει, εντούτοις, μια απλή ερμηνεία: 

Οι ονομαστικές τιμές που συνεπάγεται η εξίσωση τυποποίησης υπαγορεύονται από 

την απαίτηση η εξίσωση τυποποίησης να είναι δυνατή, δηλαδή η τιμή του τυπικού 

εμπορεύματος να είναι προσδιορισμένη^ και διάφορη του μηδενός. Αντίθετα, ο 

προσδιορισμός των σχετικών τιμών, πριν την τυποποίηση των τιμών, υπαγορεύεται 

από την απαίτηση οι τιμές όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων να είναι 

προσδιορισμένες και οικονομικά σημαντικές, δηλαδή ημιδετικές. Στην γενική 

περίπτωση, τα ανωτέρω κριτήρια ενέχουν διαφορετικές προϋποθέσεις και συνέπειες. 

Προφανώς, οι επιπτώσεις της ανωτέρω δέσης είναι ευρύτερες, εφόσον 

κατατείνουν στην ανατροπή του ισχυρισμού περί ουδετερότητας του "χρήματος" στα 

γραμμικά μοντέλα παραγωγής και συνακόλουθα συμβάλλουν στην αναίρεση της 

κλασικής διχοτόμησης, που διασχίζει την οικονομική θεωρία, μεταξύ πραγματικών 

(real) και ονομαστικών (nominal) μεγεθών. 

2 Κατά συνέπεια, για την ισχύουσα avriÀnyn ο ρόλος της εξίσωσης τυποποίησης είναι τετριμμένος. 

3 Την ανωτέρω δέση διατύπωσε για πρώτη φορά ο Σταμάτης σε μια σειρά από εργασίες του, από τις 

οποίες η πρώτη είναι Σταμάτης [1992], 

4 Αυτό σημαίνει, ότι οι τιμές όλων των εμπορευμάτων, που μετέχουν στη σύνδεση του τυπικού 

εμπορεύματος, είναι προσδιορισμένες. 
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2. ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑΤΟΣ 

Θεωρούμε μια τεχν\κή παραγωγής Ι Α, 1\ . Η ημιδετική μήτρα Α, Α = U; | > 0 , 

/,j' —1,2,...,η, συμβολίζει την τετραγωνική μήτρα, τάξης η Χ η, των τεχνικών 

συντελεστών. Ως γνωστόν, το στοιχείο a;y της μήτρας Α παριστάνει την αναγκαία 

ποσότητα του εμπορεύματος / που απαιτείται για την παραγωγή μιας μονάδας του 

εμπορεύματος j . Το διάνυσμα /, / = i- >-0, j = ì,2,...,n, συμβολίζει το διάνυσμα-

γραμμή των εισροών σε άμεση, ομοιογενή εργασία. Η συνιστώσα lj του διανύσματος 

/ παριστάνει την αναγκαία ποσότητα άμεσης εργασίας που απαιτείται για την 

παραγωγή μιας μονάδας του εμπορεύματος j . 

Εφοδιάζουμε το υπόδειγμα μας με τις ακόλουδες υποθέσεις: 

1. Κάδε διαδικασία παραγωγής παράγει ένα μόνο τέλεια διαιρετό απλό εμπόρευμα 

("No Joint Production Case").5 

2. Όλες οι διαδικασίες παραγωγής είναι τέλεια διαιρετές. 

3. Κάθε εμπόρευμα παράγεται από μια και μόνο διαδικασία παραγωγής.6 

4. Η τεχνική παραγωγής Ι Α, 1\ είναι γραμμική, δηλαδή υπόκειται σε σταθερές 

αποδόσεις κλίμακας. 

5. Υπάρχει μια μόνο πρωταρχική εισροή (primary input): η εργασία.7 

5 Αυτό σημαίνει ότι καμία διαδικασία παραγωγής δεν παράγει ένα σύνθετο εμπόρευμα. Με τον όρο 

συνδετο εμπόρευμα εννοούμε κάδε συνδυασμό απλών εμπορευμάτων, δηλαδή κάδε "καΛάδι" απλών 

εμπορευμάτων. 

6 Από τις υποθέσεις (1) και (3) συνεπάγεται, ότι ο αριδμός των διαδικασιών παραγωγής του συστήματος 

είναι ίσος με τον αριδμό των παραγόμενων εμπορευμάτων. Τεχνικές παραγωγής με την ανωτέρω ιδιότητα 

ονομάζονται "τετραγωνικές". 

7 Εκτός της εργασίας, κάδε άλλη εισροή περιγράφεται από την τεχνική παραγωγής ως παραγόμενο 

εμπόρευμα. 
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6. Η εργασία είναι απαραίτητη για την παραγωγή όλων των εμπορευμάτων (1 >- 0] .8 

7. Σε κάδε διαδικασία παραγωγής εισέρχεται τουλάχιστον μια παραγόμενη εισροή. 

8. Όλα τα μέσα παραγωγής φθείρονται ολοκληρωτικά κατά τη διάρκεια της 

περιόδου παραγωγής. 

9. Η περίοδος παραγωγής είναι ίδια για όλα τα εμπορεύματα (η ενιαία περίοδος 

παραγωγής δα θεωρείται ως χρονική μονάδα). 

10. Η ανταλλαγή των εμπορευμάτων πραγματοποιείται στο τέλος κάδε περιόδου 

παραγωγής σε τέλεια ανταγωνιστικές αγορές (το ονομαστικό ωρομίσθιο W, το 

ποσοστό κέρδους Γ και η τιμή ρ·} του εμπορεύματος j J = 1,2,...,/?, είναι 

ενιαία). 

11. Οι μισθοί καταβάλλονται στο τέλος κάθε περιόδου παραγωγής.9 

12. Η τεχνική παραγωγής Ι A M είναι παραγωγική. Μια τεχνική παραγωγής [AJì 

ονομάζεται παραγωγική, αν χρησιμοποιώντας την μπορούμε να παράγουμε 

οποιοδήποτε μη αρνητικό διάνυσμα καθαρού προϊόντος. Αυτό συμβαίνει, αν και 

μόνο αν η μέγιστη ιδιοτιμή Xm της μη αρνητικής, τετραγωνικής μήτρας Α είναι 

μικρότερη της μονάδας \Xm <\\ρ 

8 Αυτό σημαίνει ότι καμία από τις διαδικασίες παραγωγής, που περιγράφει η τεχνική παραγωγής, δεν 

είναι πλήρως αυτοματοποιημένη. 

9 Την ίδια υπόθεση κάνει κι ο Sraffa, 6λ. Sraffa [1985, § 9, σελ. 35], Κατ' αυτόν τον τρόπο η συνολική 

αξία των μισδών δεν αποτελεί μέρος του προκαταβλημένου κεφαλαίου. Έτσι, το ποσοστό κέρδους δα 

ορίζεται ως ο λόγος του κέρδους ανά περίοδο παραγωγής προς την ονομαστική αξία των υλικών εισροών 

της περιόδου. 

1 0 Εφόσον η παραγωγικότητα μιας τεχνικής εξαρτάται μόνο από την μήτρα των τεχνικών συντελεστών, 

μπορούμε εναλλακτικά να μιλάμε για παραγωγική μήτρα τεχνικών συντελεστών, αντί για παραγωγική 

τεχνική. Ισοδύναμα μπορούμε να ορίσουμε την παραγωγική μήτρα τεχνικών συντελεστών ως εξής: Μια 

μήτρα τεχνικών συντελεστών Α , με Α > 0, ονομάζεται παραγωγική, αν υπάρχει ένα ημιδετικό διάνυσμα 

ακαθάριστου προϊόντος Χ , με Χ > 0 , το οποίο όταν παράγεται με την μήτρα τεχνικών συντελεστών Α, 
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13. Η τεχνική παραγωγής [A,l\ παράγει -εκτός από βασικά- και μη βασικά 

εμπορεύματα, καδένα εκ των οποίων εισέρχεται άμεσα ή έμμεσα στην παραγωγή 

όλων των μη βασικών εμπορευμάτων. Κατά συνέπεια, η μήτρα Α είναι μια 

διασπώμενη μήτρα, η οποία ύστερα από κατάλληλες αλληλοαντικαταστάσεις 

μεταξύ των γραμμών και των αντίστοιχων στηλών της διαμερίζεται ως εξής: 

Α = 
Λι Αι 

0 Α22 

(1) 

Οι μήτρες Αη και Α22 είναι μη διασπώμενες μήτρες, τάξης k x k και 

yn — k J Χ (η — kj αντίστοιχα. Τέλος, η Α]2 είναι μια μήτρα, τάξης kx^n — kj, με 

ένα τουλάχιστον θετικό στοιχείο, διότι στην αντίθετη περίπτωση που είχαμε: 

42 = 0, 

η τεχνική \Α,1\ $ α διασπόταν σε δύο ανεξάρτητες υποτεχνικές.11 Από τα 

παραπάνω συμπεραίνουμε, ότι τα πρώτα k εμπορεύματα είναι βασικά και τα 

υπόλοιπα η — k μη βασικά. 

παράγεται ταυτόχρονα ένα δετικό καθαρό προϊόν y, δηλαδή τέτοιο ώστε y = X — Αχ^ΰ. Στην ειδική 

περίπτωση που η μήτρα Α είναι μη διασπώμενη, η παραγωγική μήτρα τεχνικών συντελεστών Α ορίζεται 

ως εξής: Η μη διασπώμενη μήτρα τεχνικών συντελεστών Α ονομάζεται παραγωγική, αν υπάρχει ένα 

ημιδετικό διάνυσμα ακαθάριστου προϊόντος Χ, με Χ > 0 , το οποίο όταν παράγεται με την μήτρα 

τεχνικών συντελεστών Α, παράγεται ταυτόχρονα ένα ημιδετικό καδαρό προϊόν y, δηλαδή τέτοιο ώστε 

y = X — Αχ>0. Για τους ανωτέρω εναλλακτικούς ορισμούς βλ. μεταξύ άλλων Krause [1982, σσ. 143-147] , 

Debreu and Herstein [1953, σσ. 601-602], Abraham-Frois et Berrebi [1976, σελ. 372] και Nikaido [1968, 

σελ. 102]. 

1 1 Με άλλα λόγια υποθέτουμε, ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα Βασικό εμπόρευμα. Την ίδια υπόδεση κάνει 

κι ο Sraffa, βλ. Sraffa [1985, § 6, σελ. 32]. 

20 



14. Η μέγιστη ιδιοτιμή Xm

]] της υπομήτρας Α\\ είναι μικρότερη ή ίση της μέγιστης 

ιδιοτιμής Xm

22 της υπομήτρας Α^. Δηλαδή ισχύει: 

λ ί » < α ί * = ; ι 2 (2) 

21 



3. ΑΝΑΓΚΑΙΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Για να διευκολύνουμε την ανάλυση που δα ακολουθήσει, δα διατυπώσουμε τις 

ακόλουθες μαδηματικές προτάσεις: 

Ορισμός 1. Η ιδιοτιμή λν , ν = 1,2,..., s (s < η J,12 της μήτρας Α ονομάζεται ημι-απλή 

[semi-simple) ή ημι-απλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυώνυμου, αν η γεωμετρική 

της πολλαπλότητα13 είναι ίση με την μονάδα.14 

Προφανώς, κάδε απλή ρίζα είναι και ημι-απλή, χωρίς όμως να ισχύει υποχρεωτικά το 

αντίδετο.15 

1 2 Με S , όπου S</3, συμβολίζουμε το πλήδος των διακριτών ιδιοτιμών της μήτρας Α. 

13 \Α\ e· , ιΑ 
Γεωμετρική πολλαπλότητα θ(λν ) της ιδιοτιμής λν , V = l,2,...,S, με S < / î , της μήτρας Α ονομάζουμε 

1 Λ 

τον αριδμό των χαρακτηριστικών διευθύνσεων που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λν . Άρα, η γεωμετρική 

πολλαπλότητα της ιδιοτιμής λν είναι ίση με την πτώση της μήτρας Α ως προς την ιδιοτιμή της λν ή 

ίση με την τάξη του δεμελειώδους συστήματος Λύσεων του χαρακτηριστικού συστήματος της μήτρας Α 

ως προς την ιδιοτιμή της λν . ΔηΛαδή ισχύει: 

ÎT(Al
A) = /ï-rank [λ^/-Α] 

Για το δέμα αυτό 6/\. ΔασκαλόπουΛος, σελ. 200. 

1 4 Σύμφωνα με όσα είδαμε παραπάνω, στην ημι-απλή ιδιοτιμή λν της μήτρας Α αντιστοιχεί ένα 

γραμμικά ανεξάρτητο ιδιοδιάνυσμα ή, ισοδύναμα, ένα μοναδιαίας τάξεως θεμελειώδες σύστημα λύσεων 

του χαρακτηριστικού συστήματος της μήτρας Α. Επιπλέον, ο βαδμός της χαρακτηριστικής μήτρας 

|Αν/— Α\ της Α είναι ίσος με Π — \ και για την ιδιοτιμή λν η πτώση της μήτρας Α είναι ίση με την 

μονάδα. Η έννοια της ημι-απλής ρίζας αναφέρεται στην οικονομική βιβλιογραφία για πρώτη φορά στον 

Schefold [1976, σελ. 22]. Στη δέση του όρου ημι-απλή, ο Antoine d' Autume [1985, σελ. 40] προτείνει την 

χρησιμοποίηση του όρου οιονεί-απλή (quasi-simple), επειδή, όπως ισχυρίζεται, σε συναφή θεωρητικά πεδία 

ο όρος ημι-απλή προσδιορίζεται με διαφορετικό νόημα. 

Η γεωμετρική πολλαπλότητα θ(λν ) της μήτρας Α για την ιδιοτιμή λν είναι μικρότερη ή ίση της 

αλγεβρικής της πολλαπλότητας και μεγαλύτερη ή ίση της μονάδας. Για την απόδειξη βλ. Δασκαλόπουλος, 

σελ. 207 και Stoer and Bulrisch [1980, σελ. 319]. 
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Λήμμα 1. Έστω η τυχαία, μη ημι-απλή ιδιοτιμή λν , ν = 1,2,...,5(s < η), με S<n, της 

μη αρνητικής, τετραγωνικής μήτρας Α, τάξης η x η. Για κάδε μη μηδενικό διάνυσμα 

χ, τάξης 1Χ η, υπάρχει ένα δεξιό ιδιοδιάνυσμα qv και ένα αριστερό ιδιοδιάνυσμα 

ρν, τάξης η Χ 1 και 1 Χ η αντίστοιχα, της Α, που συνδέονται με την ιδιοτιμή της λν , 

για τα οποία ισχύει: 

xqv = 0 

και 

Α/ = ο 

Απόδειξη: Εφόσον η ιδιοτιμή λν δεν είναι ημι-απ/\ή, δα υπάρχουν τουλάχιστον δύο 

γραμμικά ανεξάρτητα δεξιά ιδιοδιανύσματα, έστω qv\ και qvi, τάξης /3 χ 1, της Α, 

που συνδέονται με την ιδιοτιμή λν . Κάδε γραμμικός συνδυασμός των παραπάνω 

ιδιοδιανυσμάτων αποτελεί ένα δεξιό ιδιοδιάνυσμα της Α, συνδεδεμένο με την 

ιδιοτιμή λν . Θεωρώντας την γενική περίπτωση, υποδέτουμε ότι ισχύει: 

XÇ„,y*0, ί = 1,2 

Σύμφωνα με την ανωτέρω σχέση και την μέδοδο ορδογωνιοποίησης Gram-Schmidt 

κατασκευάζουμε το δεξιό ιδιοδιάνυσμα: 

xqv ι 
Çw = qv,ì 9ν,2. όπου xqv2 * 0, 

*9ν,2 

για το οποίο ισχύει: 

xqv = x 9ν,\ 9ν,2 

V xqv,2 J 
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( χα λ 

xqv = * qVt\—-qv,i 
V xqV7 J 

xqv = x<iv,i-x<iv,2 
*qv,\ 

Wv,2 

xqv=0 

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε, ότι, αν ιδιοτιμή λν δεν είναι ημι-απλή, 

τότε για κάδε μη μηδενικό διάνυσμα χ υπάρχει ένα αριστερό ιδιοδιάνυσμα ρν, τάξης 

1 χ η, της Α, που συνδέεται με την ιδιοτιμή λν , για το οποίο ισχύει: 

ρνχ
τ = 0 

Λήμμα 2. Θεωρούμε τις τετραγωνικές μήτρες Βν = β^ίψΐ-Α και 

c,= , « — |adjßvJ, με ÌJ = l,2,...,fl, που αντιστοιχούν στην τυχαία ιδιοτιμή λν , 

ν =1,2,...,5, με S<n, της μήτρας Α. Η μήτρα Cv είναι μη μηδενική [Cv ^ 0 ] , αν και 

μόνο αν η ιδιοτιμή λν είναι ημι-απλή. 

Απόδειξη: Θα αναλύσουμε την αποδεικτική διαδικασία στα ακόλουθα στάδια: 

a) Ικανή: Υποθέτουμε ότι η ιδιοτιμή λν είναι ημι-απλή. Αν συμβολίσουμε με Β 

το αλγεβρικό συμπλήρωμα του β): στοιχείου της Βν, τότε προφανώς ισχύει: 

S Dß 

00 

Αν ίσχυε: 

Cv=0, 
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τότε το αλγεβρικό συμπλήρωμα κάδε στοιχείου της Βν δα ήταν ίσο με το μηδέν 

{Β}: — 0,V i,j = 1,2,..., Λ Ι. Αυτό σημαίνει, ότι όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης 

ί η — lì Χ ί η — 1J της Βν δα ήταν ίσες με το μηδέν κι επομένως δα είχαμε: 

rank Βν<π-2 

Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού η υπόδεση μας ότι η ιδιοτιμή λν είναι ημι-απλή είναι 

ισοδύναμη με την σχέση: 

rank Βν = η-\ 

b) Αναγκαία: Υποδέτουμε ότι για τη μήτρα Cv ισχύει: 

cv*o 

Έστω ότι η ιδιοτιμή λν δεν είναι ημι-απλή ρίζα. Τότε, εξ ορισμού ισχύει: 

rank Βν < η - 2 

Επομένως, όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης ί η — lì Χ (η — \) της Βν είναι ίσες με 

το μηδέν κι έτσι το αλγεβρικό συμπλήρωμα κάδε στοιχείου της μήτρας Βν είναι ίσο 

με το μηδέν. Με άλλα λόγια ισχύει: 

c v=o 

Αυτό όμως είναι άτοπο. 

Λήμμα 3. Αν η τυχαία ιδιοτιμή λν , ν = 1,2,...,5, με S<n, της μη αρνητικής, 

τετραγωνικής μήτρας Α, τάξης η χ η, είναι ημι-απλή, τότε κάδε μη μηδενική γραμμή 
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ή στήλη της μήτρας Cv είναι ένα ιδιοδιάνυσμα της Α που συνδέεται από αριστερά ή 

δεξιά αντίστοιχα με την ιδιοτιμή της λν }6 

Απόδειξη: Έστω Α(λ) το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της Α. Γενικά ισχύει: 

(II - À) adj(M -Α) = Α{Χ)1 

Αν δέσουμε όπου λ την τιμή λν η ανωτέρω σχέση γράφεται ως εξής: 

(kîI-A)adj(xîI-A) = A(XÎ)I 

(ktl-A)adjftl-A) = ü=> 

(X?I-A)CV=O 

Από την ανωτέρω σχέση προκύπτει, ότι κάθε μη μηδενική στήλη της μήτρας 

1 6 Οι Berrnan and Plemmons [1979, σελ. 31] αποδεικνύουν την ίδια πρόταση στην ειδική περίπτωση που η 

ημι-απλή ιδιοτιμή Χν είναι η μέγιστη ιδιοτιμή Xm . Από την άλλη μεριά, ο Gantmacher [1959, σελ. 85] 

δείχνει να πιστεύει, ότι οι ιδιότητες: 

c v * o 

και 

"Κά8ε μη μηδενική γραμμή ή στήλη της μήτρας Cv είναι ένα ιδιοδιάνυσμα της Α που συνδέεται από 

αριστερά ή δεξιά αντίστοιχα με την ιδιοτιμή της Χν " 

ισχύουν, ανεξάρτητα αν η ιδιοτιμή Χν είναι ημι-απλή ή όχι: "let us assume that Cv 'Φ- 0... Therefore 

every non zero column of Cv determines a characteristic vector corresponding to the characteristic value 

Xv ... If to the characteristic value Xv there correspond θ(λν ) linearly independent vectors (Λ — 0{XV ) is 

the rank of λ ν 7 — A ), then the rank of Cv does not exceed ΰ(Χν ). In particular, if only one 

characteristic direction corresponds to Xv , then in Cv the elements of any two columns are proportional." 
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Cv είναι ένα δεξιό ιδιοδιάνυσμα της Α που συνδέεται με την ιδιοτιμή της λν , Με 

ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε, ότι κάδε μη μηδενική γραμμή της μήτρας Cv είναι 

ένα αριστερό ιδιοδιάνυσμα της Α που συνδέεται με την ιδιοτιμή της λν . 

Πόρισμα 1. Οι παρακάτω συνδήκες είναι ισοδύναμες: 

a) rank Cv = 1 

b) Κάδε μη μηδενική γραμμή ή στήλη της μήτρας Cv είναι ένα ιδιοδιάνυσμα της Α 

που συνδέεται από αριστερά ή δεξιά αντίστοιχα με την ιδιοτιμή της λν . 

c) ς*ο 

d) Η ιδιοτιμή λν της μήτρας Α είναι ημι-απλή. 

Απόδειξη: Στο Λήμμα (2) είδαμε ότι οι συνδήκες (e) και (d) είναι ισοδύναμες. Έστω 

ότι η ιδιοτιμή λν της μήτρας Α είναι ημι-απλή, δηλαδή ισχύει η συνδήκη (d). Με 

6άση το Λήμμα (3) συνεπάγεται η συνδήκη (b). Όπως είναι γνωστό, στην ημι-απλή 

ιδιοτιμή λν αντιστοιχεί ένα γραμμικά ανεξάρτητο ιδιοδιάνυσμα της Α. Κατά 

συνέπεια, όλες οι μη μηδενικές γραμμές ή στήλες της μήτρας Cv δα είναι γραμμικά 

εξαρτημένες. Έτσι δα έχουμε: 

rank Cv = Ι 

Από την άλλη μεριά, αν υποδέσουμε ότι ισχύει: 

rank Cv-\, 

τότε προφανώς δα έχουμε: 

ς * ο17 

Πράγματι, αυ είχαμε: 
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Με βάση την ανωτέρω σχέση και το Λήμμα (2) συνεπάγεται η συνθήκη (d), από την 

οποία, όπως δείξαμε παραπάνω, προκύπτει η συνθήκη (b). 

Πρόταση 1. Έστω η τυχαία ιδιοτιμή λν , ν = 1,2,...,5, με S<tl, της μη αρνητικής, 

τετραγωνικής μήτρας Α, τάξης η Χ η. Για ένα διάνυσμα Χ, τάξης Ι Χ Τ ] , δα ισχύει: 

rank JV/-4*] =η 

η 

J rmkh^I-Α,χ1 
η, 

αν και μόνο αν για κάδε δεξιό ιδιοδιάνυσμα q και αριστερό ιδιοδιάνυσμα ρ , τάξης 

π Χ 1 και 1 χ η αντίστοιχα, της Α, που συνδέεται με την ιδιοτιμή της λν , ισχύει 

αντίστοιχα: 

xqv ^ 0 

η 

ρνχ
τ*0 

Απόδειξη: Θα αναλύσουμε την αποδεικτική διαδικασία στα ακόλουδα στάδια: 

τότε 8α συνεπάγετο: 

rank Cv = 0 , 

εφόσον ο βαδμός κάδε μηδενικής μήτρας ορίζεται ίσος με το μηδέν. Για το δέμα αυτό 6Λ. 

Δασκαλόπουλος, σελ. 140. Αυτό όμως, σύμφωνα με την υπόδεσή μας: 

rank Cv = 1 , 

είναι άτοπο. 
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a) Ικανή συνθήκη: Υποθέτουμε ότι για κάδε τυχαίο δεξιό ιδιοδιάνυσμα qv της Α, 

που συνδέεται με την ιδιοτιμή της λν , ισχύει: 

xqv * 0, 

Επομένως, σύμφωνα με το Λήμμα (1), η ιδιοτιμή λν είναι ημι-απλή. Ως εκ τούτου 

ισχύει: 

Αν συμβολίσουμε με Μ ' το αλγεβρικό συμπλήρωμα του β); στοιχείου της Βν, 

τότε προφανώς ισχύει: 

Έστω η ορίζουσα DK, τάξης η χ η, της μήτρας που προκύπτει από την μήτρα 

τ 
[Βν,χ] , αν διαγράιρυμε την κ, κ —1,2,...,/], γραμμή της μήτρας Βν. Αναπτύσσοντας 

την ορίζουσα DK ως προς την γραμμή της Χ έχουμε: 

00 

7=1 

0r=Ë*JC/r 

Dr = x C v ^ , i r = l,2,...,ii, (3) 

όπου με ŝ  συμβολίζουμε το στοιχειώδες διάνυσμα-στήλη (elementary vector) του 

οποίου η κ συνιστώσα είναι ίση με την μονάδα, ενώ όλες οι άλλες συνιστώσες είναι 

ίσες με το μηδέν. Σύμφωνα με το Λήμμα (2), δα υπάρχει μια τουλάχιστον μη 

μηδενική στήλη της μήτρας Cv. Επίσης, σύμφωνα με το Λήμμα (3), κάδε μη 

29 



μηδενική στήλη της μήτρας Cv αποτελεί ένα δεξιό ιδιοδιάνυσμα qv της Α, 

συνδεδεμένο με την ιδιοτιμή της λν , το οποίο, εξ υποθέσεως, δεν είναι κάθετο στο 

διάνυσμα χ (xqv Φ 0]. Επομένως, με βάση τη σχέση (3) καταλήγουμε στο 

συμπέρασμα, ότι υπάρχει τουλάχιστον μια ορίζουσα Όκ, κ = 1,2,...,73, της μήτρας 

ΙΒν,χ\ η οποία είναι διάφορη του μηδενός. Έτσι, αποδείξαμε ότι ισχύει: 

rank λ^Ι-Α,χ = η 

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε, ότι από τη σχέση: 

ρνχ Φ 0 

συνεπάγεται: 

rank Ay A, Χ 

b) Αναγκαία συνθήκη: Υποθέτουμε ότι ισχύει: 

rank λ?Ι-Α,χ = η 

Επομένως, δα υπάρχει τουλάχιστον μια ορίζουσα Όκ, κ = 1,2,...,η, της μήτρας 

\λν Ι — Α,χ\ , με την μορφή που περιγράιιαμε παραπάνω, η οποία είναι διάφορη του 

μηδενός, δηλαδή ισχύει: 

3DK, κ = 1,2,...,η, τέτοιο ώστε: ΌκΦθ18 

Από την υπόθεση μας δα έχουμε: 

1 8 Εφόσον ισχύει: 

det V/-A]=O 
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rank \λ^Ι- A,x\ =n=> 

mkhfl-A] = n-\ 

Άρα, η ιδιοτιμή λν της Α είναι ημι-απλή. Αναπτύσσοντας την ορίζουσα DK ως προς 

την γραμμή της χ 8α έχουμε: 

7=1 

Ώ 

,(') 

x C . S ^ O (4) 

Σύμφωνα με το Λήμμα (3) και τη σχέση (4), η στήΛη κ της μήτρας Α αποτελεί ένα 

δεξιό ιδιοδιάνυσμα çw της μήτρας Α, συνδεμένο με την ιδιοτιμή της λν , για το 

οποίο ισχύει: 

xg„ Φ 0 

Εφόσον η ιδιοτιμή λν της μήτρας Α είναι ημι-απλή, η ανωτέρω σχέση δα ισχύει 

γενικά για κάδε ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α, που συνδέεται με την ιδιοτιμή της λν . 

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε, ότι από τη σχέση: 

rank 

συνεπάγεται: 

λ*-Α,χτ 
= η 

ρνχ
τ *0 
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1 A Πόρισμα 2. Έστω λω η μέγιστη ιδιοτιμή της μη αρνητικής και μη διασπώμενης 

τετραγωνικής μήτρας Α, τάξης nx η. Αν θεωρήσουμε ένα τυχαίο μη μηδενικό 

διάνυσμα Ζ, τάξης ΙΧ η, του οποίου όΛες οι μη μηδενικές συνιστώσες είναι 

ομόσημες, δα ισχύει: 

και 

rank\xA

mI-Aj = η >- rank Φ-Α = η - 1 1 9 

1 Α 

Απόδειξη: Σύμφωνα με το θεώρημα του Frobenius, στην μέγιστη ιδιοτιμή Am της μη 

αρνητικής και μη διασπώμενης μήτρας Α, που είναι μια πραγματική, δετική και απ/\ή 

ρίζα του χαρακτηριστικού πολυώνυμου της Α, συνδέεται ένα γραμμικά ανεξάρτητο, 

δετικό ιδιοδιάνυσμα (ακριβέστερα: ένα ιδιοδιάνυσμα του οποίου όλες οι συνιστώσες 
είναι ομόσημες).20 Έστω pm και qm τα δετικά ιδιοδιανύσματα της μήτρας Α που 

1Α συνδέονται από αριστερά και δεξιά αντίστοιχα με την μέγιστη ιδιοτιμή της λπ1. 

Προφανώς ισχύει: 

• είτε pmz>-0 

• είτε pm Ζ -< 0 

Σε κάδε περίπτωση έχουμε: 

pmz*0 

19 Από το Πόρισμα (2) συνεπάγεται, ότι, αν στη χαρακτηριστική μήτρα Am/ — Α\ της μήτρας Α ως προς 

την μέγιστη ιδιοτιμή της Xm αντικαταστήσουμε μια οποιαδήποτε γραμμή ή στήΛη της με ένα ημιδετικό ή 

ημιαρνητικό διάνυσμα, ή προκύπτουσα μήτρα είναι ομαΛή. 

2 0 Για την απόδειξη του θεωρήματος του Frobenius, βλ. Gantmacher [1966, σσ. 49-58]. 
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Επομένως, από την ανωτέρω σχέση και την Πρόταση (1) συνεπάγεται: 

Φ-Λ = / ? - ! rank\λ^Ι-Α,ζ\ -n^rank 

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύουμε ότι: 

rankh^I-Α,ζτ] = ny rank λ*Ι-Δ = η-
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4. ΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΥ ΤΩΝ ΤΙΜΩΝ ΤΗΣ ΤΕΧΝΙΚΗΣ 

Από την μορφή του υποδείγματος21 προκύπτει, ότι το διάνυσμα τιμών ρ, τάξης 

Ι Χ η, των η παραγόμενων εμπορευμάτων της τεχνικής Ι Α,11 προσδιορίζεται από το 

σύστημα εξισώσεων: 

p = pA(\ + r) + wl (1) 

Από το σύστημα (1) προκύπτει: 

p[l-(l + r)À\ = wl (2) 

Η μήτρα Α είναι εξ υποθέσεως διασπώμενη.22 Διαμερίζουμε το διάνυσμα άμεσης 

εργασίας / ως εξής: 

Mu). 
όπου /] το υποδιάνυσμα, τάξης 1 χ ir, των άμεσων εργασιών που εισέρχονται στην 

παραγωγή των βασικών εμπορευμάτων και ^ τ ο υποδιάνυσμα, τάξης 1 x (η — kj, των 

άμεσων εργασιών που εισέρχονται στην παραγωγή των μη βασικών εμπορευμάτων. 

Ανάλογα προς το διάνυσμα /, διαμερίζουμε το διάνυσμα ρ των τιμών των η 

παραγόμενων εμπορευμάτων ως εξής: 

P = {PhP2), 

όπου Ρ\ το υποδιάνυσμα, τάξης 1 Χ k, των τιμών των δασικών εμπορευμάτων και J32 

το υποδιάνυσμα τάξης, \xyn — kj, των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 

2 1 ΒΛ. τις υποδέσεις (2.1) - (2.14). 

2 2 Βλ. την υπόδεση (2.13). 
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Αν Λάβουμε unóyn μας τον διαμερισμό των διανυσμάτων / και ρ και την 

κανονική μορφή της μήτρας Α, που περιγράφει η σχέση (2.1), τότε το σύστημα 

εξισώσεων (2) αναλύεται στα επιμέρους υποσυστήματα: 

p][ll-(\ + r)An] = wl]

2S (3) 

και 

p2[l2-(ì + r)A22] = PìA]2(ì + r)+wl2* (4) 

Στη συνέχεια 8α διερευνήσουμε διαδοχικά τα συστήματα προσδιορισμού των 

τιμών (3) και (4), των βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων αντίστοιχα, για τις μη 

αρνητικές τιμές των μεταβλητών τους, δηλαδή του διανύσματος τιμών Ρ\, του 

διανύσματος τιμών ρ2, του ονομαστικού ωρομισθίου W και του ποσοστού κέρδους τ. 

Για λόγους πληρότητας, 8α δεωρήσουμε εναλλακτικά την τιμή του ποσοστού κέρδους 

r και του ονομαστικού ωρομισθίου w ως την ανεξάρτητη μεταβλητή της κατανομής 

του εισοδήματος που καθορίζεται εξωγενώς. Έτσι έχουμε: 

Ι. Η εξωγενώς καθορισμένη μεταβλητή της κατανομής είναι η τιμή Γ του 

ποσοστού κέρδους 

Αρχικά, θα θεωρήσουμε το ποσοστό κέρδους τ ως την ανεξάρτητη μεταβλητή 

της κατανομής του εισοδήματος, της οποίας η τιμή καθορίζεται εξωγενώς.25 Θα 

διαχωρίσουμε τις μη αρνητικές, δηλαδή τις οικονομικά σημαντικές, τιμές του 

ποσοστού κέρδους στα ακόλουθα επιμέρους διαστήματα μη αρνητικών τιμών. 

Με /j 8α συμβολίζουμε την μοναδιαία μήτρα τάξης kxk. 

Με /2 8α συμβολίζουμε την μοναδιαία μήτρα τάξης ( lì — k) Χ ( il — k 

Βλέπε Sraffa [1985, § 44, σελ. 65], 
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1. Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους ανήκει στο διάστημα 0 < Γ -< R26 

Θα συζητήσουμε ξεχωριστά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων από τον προσδιορισμό των τιμών των μη Βασικών εμπορευμάτων. 

l.a. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

Για κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 

Q<r<R η μήτρα \Ι\— (l + rJAu είναι μια μη ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-

μήτρα.27 Επομένως, επιΛύοντας το σύστημα (3) ως προς Ρ\ προκύπτει: 

2 6 Ορίζουμε την τιμή R του ποσοστού κέρδους ως εξής: 

i? = min(R„i?2), 

όπου: 

1-λϊ" 
Ri=—r~ 

και 

1 Ì An 

1 1 Α>2 

Με βάση τη σχέση (2.2) 8α έχουμε: 

κ — — . 
Am Am 

ι _ ι Αι 

Aw 

(5) 

2 7 Θεωρούμε το σύνολο μήτρων Ζ , όπου: 

Z'*' = {M = (ms)eir':asiO,i*j} 

Προφανώς, κάθε μήτρα Μ της μορφής: 

Μ = si - Α, με s >- 0 και Α > 0, 

ανήκει στο σύνολο Ζ 

Ορισμός: Κάδε μήτρα Μ , όπου Μ &Ζ ", για την οποία ισχύει S > λα, ονομάζεται Μ-μήτρα. 

Ειδικότερα, αν ισχύει: 

η μήτρα Μ είναι μη ιδιάζουσα M-μήτρα. ΒΑ. Berman and Plemmons [1979, σσ. 132-133], Για μια ιστορική 

αναδρομή πάνω στην έννοια της Μ-μήτρας βλ. Berman and Plemmons [1979, σελ. 161], Έτσι, σύμφωνα με 

36 



pl=wiì[l]-(\ + r)Aì]]~
ì (6) 

Γνωρίζουμε ότι η αντίστροφη μιας μη ιδιάζουσας, μη διασπώμενης Μ-μήτρας είναι 

θετική.28 Κατά συνέπεια, το διάνυσμα τιμών ρ\ των βασικών εμπορευμάτων είναι: 

• είτε ομόσημο με την τιμή w του ονομαστικού ωρομισθίου, όταν η τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου είναι διάφορη του μηδενός 

• είτε ίσο με το μηδέν, όταν η τιμή w του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με 

μηδέν. 

Το σύστημα (6) αποτελείται από k εξισώσεις και περιέχει k + \ αγνώστους: τις k 

τιμές του διανύσματος τιμών $ των βασικών εμπορευμάτων και την τιμή w του 

ονομαστικού ωρομισθίου. Έτσι, σε κάθε τιμή τ του ποσοστού κέρδους, που 

περιέχεται στο διάστημα τιμών 0 < r - < i ? , αντιστοιχεί το επαυξημένο διάνυσμα τιμών 

yp\,Wj που περιέχει τις τιμές των k βασικών, παραγόμενων εμπορευμάτων και την 

τιμή του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης. Αντίστοιχα, το 

επαυξημένο διάνυσμα τιμών (pj,wj θα είναι: 

• είτε ένα μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar 

multiplication), θετικό διάνυσμα (p^w), με \P\,w)>-0 (μη τετριμμένη λύση) 

• είτε το μηδενικό διάνυσμα yp^Wj, με \P\,w) = 0 (τετριμμένη λύση). 2 9 

νωτέρω ορισμό, η μήτρα \Ι\ —\\+τ\Α^ είναι μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα αν και μόνο αν ισχύει: 

1 

τον α 

\ + Τ ̂
c 

- 1 -< ι -< Rx. 
2 8 ΒΛ. Berman and Plemmons [1979, σελ. 141]. 
2 9 Θεωρούμε μόνο τις ανωτέρω λύσεις, επειδή προφανώς μόνο αυτές έχουν οικονομικό ενδιαφέρον. 
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l.b. To σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

Για κάθε τιμή τ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 

0<r-<R, η μήτρα \h~ (l + f)^22 ε * ν α ι μια μη ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-

μήτρα.30 Επομένως, επιλύοντας το σύστημα (4) ως προς ρ2 προκύπτει: 

ρ2 = [Ρ]Αί2(\ + r) + wl2] [ΐ2 - (1 + r)A22]~] (7) 

Προφανώς, η επίλυση του συστήματος (7) ως προς το διάνυσμα τιμών ρ2 των 

μη βασικών εμπορευμάτων εξαρτάται από το επαυξημένο διάνυσμα τιμών yP\,wj, το 

οποίο προσδιορίζεται από την επίλυση του συστήματος (6). 

Εφόσον η μήτρα \ΐ2 — Π + τ)Α22 είναι θετική, το διάνυσμα τιμών ρ2 των 

η — k μη Βασικών, παραγόμενων εμπορευμάτων δα είναι αντίστοιχα: 

• είτε ένα μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication), δετικό διάνυσμα ρ2, \ιε ρ2 ^ 0 (μη τετριμμένη /ìuonj 31 

• είτε το μηδενικό διάνυσμα ρ2, \χε Ρι=§ (τετριμμένη λύση). 3 2 

30 Η μήτρα iJj — (I + TJA22 Ι είναι μη ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα, αν και μόνο αν η μήτρα Αζ 

είναι μια μη διασπώμενη μήτρα κι επιπΛέον ισχύει: 

1 +Χ? 
1 + Γ 

'22 

- 1 -< τ -< R2 

Με 6άση τη σχέση (5), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

- l - < r - < Ä 

31 Η ανωτέρω Λύση αντιστοιχεί στην μη τετριμμένη λύση του συστήματος (6) προσδιορισμού των τιμών 

των βασικών εμπορευμάτων. 

3 2 Η ανωτέρω Λύση αντιστοιχεί στην τετριμμένη Λύση του συστήματος (6) προσδιορισμού των τιμών των 
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I.e. Συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων και του ονομαστικού ωρομισθίου στο διάστημα 0 < Γ -< J? του 

ποσοστού κέρδους Γ 

Από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των Βασικών 

και των μη βασικών εμπορευμάτων που προηγήθηκε συμπεραίνουμε, ότι, σε κάδε 

τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 0 < τ -< R, υπάρχει μια 

μοναδική, με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar multiplication), μη μηδενική Λύση 

για το επαυξημένο διάνυσμα \p,wj των τιμών ρ των η παραγόμενων εμπορευμάτων 

και της τιμής W του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης. Η 

λύση αυτή είναι οικονομικά σημαντική, δηλαδή ημιθετική,33 και έχει την ακόλουθη 

μορφή: 

και 

μ ^ Ο 3 4 

βασικών εμπορευμάτων. 

3 3 Προκειμένου για τις τιμές του ποσοστού κέρδους Γ και του ονομαστικού ωρομισθίου W οι οικονομικά 

σημαντικές Λύσεις είναι απλώς μη αρνητικές. Για μια συζήτηση πάνω στο θέμα αυτό κι ειδικότερα πάνω 

στην δυνατότητα η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W να είναι ίση με το μηδέν Βλέπε Sraffa [1985, § 

8, σσ. 33-34 και Παράρτημα Δ, § 2, σελ. 140]. Από την άλλη μεριά, οικονομικά σημαντικές λύσεις για τις 

τιμές ρ των lì παραγόμενων εμπορευμάτων 8α πρέπει να θεωρηθούν οι ημιθετικές τιμές. Για το λόγο 

αυτό απορρίπτουμε την τετριμμένη λύση, δηλαδή την μηδενική λύση (p,ïVJ = 0. 

34 Προφανώς, η μοναδική οικονομικά σημαντική λύση είναι όχι απλώς ημιθετική, αλλά θετική. 
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2. Η τιμή τ του ποσοστού κέρδους είναι ίση με R 

Θα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

2.1. Η τιμή R του ποσοστού κέρδους είναι μικρότερη της τιμής R{ (i?^i?j)3 5 

Θα συζητήσουμε ξεχωριστά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων από τον προσδιορισμό των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 

2.1.a. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

Αντικαθιστώντας την τιμή R του ποσοστού κέρδους στο σύστημα (3) 

προκύπτει το σύστημα: 

pì[lì-(ì + R)Au]=wl] (8) 

Για την τιμή R του ποσοστού κέρδους η μήτρα \Ι\ — (1 + R)A\A είναι μια μη 

ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα.36 Επομένως, αν επιλύσουμε το σύστημα (8) ως 

προς το διάνυσμα τιμών ρ^ 8α έχουμε: 

pì=wll[l]-(\ + R)Au]~ì (9) 

Γνωρίζουμε ότι η αντίστροφη μιας μη ιδιάζουσας, μη διασπώμενης Μ-μήτρας είναι 

δετική. Κατά συνέπεια, το διάνυσμα τιμών ρ\ των βασικών εμπορευμάτων είναι: 

3 5 Από τη σχέση (5) προκύπτει, ότι η ανωτέρω περίπτωση είναι ισοδύναμη με την υπόθεση: 

ίΑη _/ \ Ακ — 1Α 

Am ^ A m ~ Am 

Η απόδειξη είναι απλούστατη, αν Λάβουμε unóyn μας ότι: 36 

RJ-1· 

και 

Am 

Am' "^ Λα • 
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• είτε ομόσημο με την τιμή W του ονομαστικού ωρομισθίου, όταν η τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου είναι διάφορη του μηδενός 

• είτε ίσο με το μηδέν, όταν η τιμή W του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με 

μηδέν. 

Το σύστημα (9) αποτελείται από k εξισώσεις και περιέχει k + ì αγνώστους: 

τις k τιμές του διανύσματος τιμών ρ\ των βασικών εμπορευμάτων και την τιμή w 

του ονομαστικού ωρομισθίου. Έτσι, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί 

το επαυξημένο διάνυσμα τιμών yP\,Wj που περιέχει τις τιμές των k βασικών, 

παραγόμενων εμπορευμάτων και την τιμή του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της 

εργασιακής δύναμης. Αντίστοιχα, το επαυξημένο διάνυσμα τιμών yp\,wj θα είναι: 

• είτε ένα μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar 

multiplication), θετικό διάνυσμα yp^W), με yp^wjyO (μη τετριμμένη λύση) 

• είτε το μηδενικό διάνυσμα yp^wj, με yP\,w) = 0 (τετριμμένη λύση)?1 

2.1.b. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

Αν στο σύστημα (4) αντικαταστήσουμε την τιμή Γ του ποσοστού κέρδους με 

την τιμή R, θα έχουμε: 

p2[l2-(l+R)A22] = plAn(\ + R) + wl2 (10) 

Στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η επίλυση του συστήματος (10) ως προς το 

διάνυσμα τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων εξαρτάται από το επαυξημένο 

διάνυσμα τιμών (p\,w), το οποίο προσδιορίζεται από την επίλυση του συστήματος 

(9). Η μήτρα \ΐ2 — (ΐ + Ri)A21 είναι μια ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. 

37 Θεωρούμε μόνο τις ανωτέρω Λύσεις, επειδή προφανώς μόνο αυτές έχουν οικονομικό ενδιαφέρον. 
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Εφαρμόζοντας την μη τετριμμένη λύση του συστήματος (9)38 στο σύστημα (10) θα 

έχουμε: 

39 rank[ 72 - (l + R)Α22, ρ] Αη (ΐ + R) + wl2 ] = η >- rank[l2 - (l + R)A22 ] = η -1 

Επομένως, το σύστημα (10) είναι ασυμβίβαστο.^0 

Αν όμως στο σύστημα (10) εφαρμόσουμε την τετριμμένη Λύση του συστήματος 

(9)41, το σύστημα (10) λαμβάνει την μορφή: 

ρ 2 [/ 2 -(ΐ + 4 4 2 2 ] = 0 (11) 

Οι δυνατές μορφές του διανύσματος ρ2 των τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων που αποτελούν Λύσεις του συστήματος (11) είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση ρ2, όπου το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι το θετικό, προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to 

3 8 Βλέπε την παράγραφο (2.1.a). 

122 

3 9 Εφόσον η μήτρα Αγ, αποτελεί μια μη αρνητική και μη διασπώμενη τετραγωνική μήτρα και ισχύει: 

Λ™ — Λ . 

η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή του Πορίσματος (3.2). 

4 0 Βλ. Δασκαλόπουλος, σσ. 168-170. Από οικονομική ónoyn αυτό σημαίνει, ότι αν οι τιμές των Βασικών 

εμπορευμάτων είναι δετικές (/?j >— Ol και ισχύει R = i?2 ~< R^, η τεχνική παραγωγής δεν επιτρέπει την 

συνύπαρξη ενός ενιαίου ποσοστού κέρδους ίσου με R και ενός δετικού ονομαστικού ωρομισθίου 

(wxO). 

4 1 Βλέπε την παράγραφο (2.1.a). 
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scalar multiplication), ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α^, που συνδέεται με την μέγιστη 

( ι Λ 
ιδιοτιμή της λ 22 

Ι 
4 2 και 

V 1 + V 

• Η τετριμμένη λύση ρ2, με ρ2 = 0. 

2.1.C Συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων και του ονομαστικού ωρομισθίου στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους r(R<Rì) 

Από την εξέταση του συστήματος προσδιορισμού των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων που προηγήθηκε συμπεραίνουμε, ότι, στην τιμή R, με R-< R]} του 

ποσοστού κέρδους, οι μη αρνητικές λύσεις για το επαυξημένο διάνυσμα \P],Wj των 

τιμών ρ^ των k παραγόμενων, βασικών εμπορευμάτων και της τιμής w του μη 

παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης, είναι οι εξής: 

• Το μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication), θετικό διάνυσμα yp^wj, με {p^wj^O (μη τετριμμένη λύση) και 

• Το μηδενικό διάνυσμα yp^wj, με (j9j,wj = 0 (τετριμμένη λύση). 

Αν εφαρμόσουμε την μη τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού των 

τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων, το ανωτέρω σύστημα είναι ασυμβίβαστο. Αν, όμως, 

εφαρμόσουμε την τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού των τιμών των 

βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών 

4 2 Βλέπε το σχετικό θεώρημα του Frobenius. Επειδή, σύμφωνα με το θεώρημα του Frobenius, η μέγιστη 

ιδιοτιμή λ^2 της μη διασπώμενης υπομήτρας Λ22 είναι απλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυώνυμου, 

το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ρ 2 των μη βασικών εμπορευμάτων είναι προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός 

βαθμωτού. Βλ. Gantmacher [1966, σελ. 49], 
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εμπορευμάτων, τότε το ανωτέρω σύστημα Λαμβάνει την μορφή του επιλυόμενου 

θετικά ιδιοσυστήματος (11). 

Επομένως, από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των 

βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων που προηγήθηκε συμπεραίνουμε, ότι, 

στην τιμή R, με R-< R]} του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί μια μοναδική, με 

εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar multiplication), μη μηδενική Λύση για το 

επαυξημένο διάνυσμα \p,w) των τιμών ρ των η παραγόμενων εμπορευμάτων και 

της τιμής w του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης. Επιπλέον, 

η ανωτέρω μοναδική, μη μηδενική Λύση είναι οικονομικά σημαντική, δηΛαδή 

ημιδετική, και έχει την ακόΛουδη μορφή: 

w = 0 

Ρ ι = 0 

και 

4 3 Υπενθυμίζουμε, ότι με το διάνυσμα τιμών ρ 2 των μη Βασικών εμπορευμάτων συμβολίζουμε το 

προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar multiplication) Θετικό ιδιοδιάνυσμα της μήτρας 

Α^2, που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της •^œ
22(=^ f f l)· 

Ακολουθώντας μια ανάλογη αποδεικτική διαδικασία αποδεικνύουμε, ότι στην μήτρα τεχνικών 

συντελεστών Α αντιστοιχεί ένα πρότυπο εμπόρευμα, που αποτελείται από θετικές ποσότητες όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων. 
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2.2. Η τιμή R του ποσοστού κέρδους είναι ίση με την τιμή R\ \R = ^ ι ) 4 4 

Θα συζητήσουμε ξεχωριστά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων από τον προσδιορισμό των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 

2.2.a. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

Η μήτρα \ΐ\~[\+RjA^A είναι μια ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Αν 

στην τιμή R του ποσοστού κέρδους αντιστοιχούσε μια θετική τιμή W του 

ονομαστικού ωρομισθίου \w >- 0J, τότε για το σύστημα (8) δα ίσχυε: 

rank^-^ + i?)^, w^J =nyïwk[l]-(\ + R)Au] = n-l 

Επομένως, το σύστημα (8) θα ήταν ασυμβίβαστο?6 

45 

4 4 Από τη σχέση (5) προκύπτει, ότι η ανωτέρω περίπτωση είναι ισοδύναμη με την υπόθεση: 

ίΑι\ _ ì Ακ — \Α 

Λ„ — Am — Λ„ "m "m "m 

Ο προσδιορισμός των τιμών και της σύνθεσης του πρότυπου εμπορεύματος, στην περίπτωση γραμμικών 

τεχνικών παραγωγής που ισχύει η ανωτέρω σχέση, αποτέλεσε για πρώτη φορά αντικείμενο μελέτης στην 

βιβλιογραφία με την εργασία των Βουγιουκλάκη και Μαριόλη [1992]. 

4 5 Εφόσον η μήτρα An αποτελεί μια μη αρνητική και μη διασπώμενη τετραγωνική μήτρα και ισχύει: 

1 - A m 
R = -

λ 
m 

1 Α _ î Αιι Am ~Am 

wii yQ, 

η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή του Πορίσματος (3.2). 

4 6 Από οικονομική anoyn αυτό σημαίνει, ότι αν ισχύει R = R\=R2, η τεχνική παραγωγής δεν επιτρέπει 

την συνύπαρξη ενός ενιαίου ποσοστού κέρδους ίσου με R και ενός θετικού ονομαστικού ωρομισθίου 
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Αντίθετα, αν υποθέσουμε ότι στην τιμή R του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί 

μια τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ίση με μηδέν [W = 0], τότε από το σύστημα 

(8) θα έχουμε: 

Α[/Ι-0 + Φ Ι Ι ] = 0 (12) 

Οι δυνατές μορφές του διανύσματος ρ\ των τιμών των Βασικών εμπορευμάτων 

που αποτελούν λύσεις του συστήματος (12) είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση pj, όπου το διάνυσμα ρ ι των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων είναι το θετικό, προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to 

scalar multiplication), ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α\\, που συνδέεται με την μέγιστη 

ιδιοτιμή της λ 
J ' ̂  1 « 

και 

• Η τετριμμένη λύση ρ\ = 0. 

2.2.b. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

Αν στο σύστημα (10) θέσουμε την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ίση με 

μηδέν [W = 0] κι εφαρμόσουμε την μη τετριμμένη λύση του συστήματος (12), θα 

έχουμε: 

ρ 2[/ 2-(ΐ + φ 2 2 ] = Ρ ] Α 1 2 ( ΐ + *) (13) 

Η μήτρα μ 2

 — U + ^)^22 ε * ν α ι ^ ι α ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Έτσι, για το 

σύστημα (13) θα ισχύει: 

4 7 Βλέπε το σχετικό θεώρημα του Frobenius. Επειδή, σύμφωνα με το θεώρημα του Frobenius, η μέγιστη 

ιδιοτιμή Affi" της μη διασπώμενης μήτρας Αη είναι απλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυώνυμου, το 

αντίστοιχο διάνυσμα τιμών Pj των βασικών εμπορευμάτων είναι προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός 

Βαθμωτού. Βλ. Gantmacher [1966, σελ. 49]. 
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rank[j2-(l + J?)A22, ρ,Λ12(ΐ + 22)] = ß>-rank[/2 -(l + R)A22] = /2-I48 

Επομένως, το σύστημα (13) είναι ασυμβίβαστο.^9 

Αν όμως στο σύστημα (10) θέσουμε την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ίση 

με μηδέν ( W = 0J κι εφαρμόσουμε την τετριμμένη Λύση yp^ = 0) του συστήματος 

(12), τότε προκύπτει το σύστημα (11). 

Όπως έχουμε δείξει, οι δυνατές μορφές του διανύσματος ρ2 των τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων που αποτελούν Λύσεις του συστήματος (11) είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη Λύση ρ 2 , όπου το διάνυσμα τιμών ρ 2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι το θετικό, προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to 

scalar multiplication), ιδιοδιάνυσμα της μήτρας -Α22, που συνδέεται με την μέγιστη 

ί ι Λ 
2 

"m 
ιδιοτιμή της XJ1 1 

V 1 + V 

Η τετριμμένη Λύση ρ2 = 0. 

5 0 και 

4 8 Εφόσον η μήτρα ν422 α π ο τ ε Αεί Ρ ι α Ρ η αρνητική και μη διασπώμενη τετραγωνική μήτρα και ισχύει: 

λΑ 

και 

7Α — V 

ΡΛ(Ι+*)>-Ο 

η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή του Πορίσματος (3.2). 

4 9 ΒΛ. Δασκαλόπουλος, σσ. 168-170. Από οικονομική ónoyn αυτό σημαίνει, ότι αν οι τιμές των βασικών 

εμπορευμάτων είναι θετικές ( Ρ\ >- 0) και ισχύει R = R] = R2, η τεχνική παραγωγής δεν επιτρέπει την 

συνύπαρξη ενός ενιαίου ποσοστού κέρδους ίσου με R και ενός θετικού ονομαστικού ωρομισθίου 

(w^O). 

5 0 Βλέπε το σχετικό δεώρημα του Frobenius στον Gantmacher [1966, σελ. 49], 
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2.2.C. Συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων και του ονομαστικού ωρομισθίου στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους Γ (i? = i?j) 

Από την εξέταση του συστήματος προσδιορισμού των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε, ότι, στην τιμή R, με R = R\, του 

ποσοστού κέρδους, οι μη αρνητικές λύσεις για το επαυξημένο διάνυσμα ip\,Wj των 

τιμών Pj των k παραγόμενων, βασικών εμπορευμάτων και της τιμής W του μη 

παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης, είναι οι εξής: 

W = Q 

και 

• είτε η μη τετριμμένη λύση pj, όπου το διάνυσμα pj των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων είναι το θετικό, προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to 

scalar multiplication), ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α\\, που συνδέεται με την μέγιστη 

( ι Λ 

ιδιοτιμή της λ ' 
m 

1 

^ Ì + RJ 

• είτε η τετριμμένη λύση ρί = 0. 

Αν εφαρμόσουμε την μη τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού των 

τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων, το ανωτέρω σύστημα είναι ασυμβίβαστο. Αν, όμως, 

εφαρμόσουμε την τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού των τιμών των 

βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων, τότε το ανωτέρω σύστημα λαμβάνει την μορφή του επιλυόμενου 

θετικά ιδιοσυστήματος (11). 

Επομένως, από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των 

βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε, ότι, 
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στην τιμή R, με R = R\, του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί μια μοναδική, με 

εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar multiplication), μη μηδενική Λύση για το 

επαυξημένο διάνυσμα \p,W) των τιμών ρ των η παραγόμενων εμπορευμάτων και 

της τιμής W του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης. Επιπλέον, 

η ανωτέρω μοναδική, μη μηδενική Λύση είναι οικονομικά σημαντική, δηλαδή 

ημιδετική, και έχει την ακόλουδη μορφή: 

Pi = 0 

και 

hy0 51, 52, 53 

3. Η τψή Γ του ποσοστού κέρδους ανήκει στο διάστημα R-<r •< i?j54 

Θα συζητήσουμε ξεχωριστά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων από τον προσδιορισμό των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 

5 1 Υπενδυμίζουμε, ότι με το διάνυσμα τιμών ρ 2 των μη βασικών εμπορευμάτων συμβολίζουμε το 

προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar multiplication) δετικό ιδιοδιάνυσμα της μήτρας 

Α22, που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της Aœ
22( = A Ι . 

5 2 Εφόσον η ανωτέρω λύση είναι όχι απλώς η μοναδική ημιδετική, αλλά, όπως δείξαμε, η μοναδική μη 

"Α Λ 

μηδενική, προκύπτει το πρόσθετο συμπέρασμα, ότι η μέγιστη ιδιοτιμή λιπ της μήτρας Α είναι, καίτοι 

διπλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυώνυμου, ημι-απλή. 
5 3 Ακολουθώντας μια ανάλογη διαδικασία μπορούμε να δείξουμε, ότι το πρότυπο εμπόρευμα (standard 

commodity) στην περίπτωση γραμμικών τεχνικών παραγωγής με την ανωτέρω ιδιότητα είναι μονοσήμαντα 

καδορισμένο και περιλαμβάνει σε θετικές ποσότητες όλα τα βασικά εμπορεύματα, ενώ σε μηδενικές όλα 

τα μη βασικά. 
5 4 Από τη σχέση (5) προκύπτει, ότι η ανωτέρω περίπτωση είναι ισοδύναμη με την υπόδεση: 

ÎA" -J Ì Αι"' — 3 Λ 

A m "S Λ,„ — Λ „ 

49 



3.a. To σύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

Στο διάστημα /? —< Γ —< i?j του ποσοστού κέρδους η μήτρα \l\ — (l + rjAu 

είναι μια μη ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Επομένως, με βάση τη σχέση (6), 

συμπεραίνουμε, ότι, όσον αφορά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων, σε κάδε τιμή τ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα 

R-<r <R] ισχύουν όσα είδαμε παραπάνω να ισχύουν στο διάστημα 0 < τ < R . 5 5 

Έτσι, σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, με Γ e yR, i?j ) , αντιστοιχεί το 

επαυξημένο διάνυσμα τιμών \P\,Wj που περιέχει τις τιμές των k βασικών, 

παραγόμενων εμπορευμάτων και την τιμή του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της 

εργασιακής δύναμης. Το επαυξημένο διάνυσμα τιμών 8α είναι: 

• είτε ένα μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication), δετικό διάνυσμα ypuwj, με \P\,w)>-0 (μη τετριμμένη λύση) 

• είτε το μηδενικό διάνυσμα \P\,W), με (p],w) = Q (τετριμμένη λύση). 

3.b. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

Στο διάστημα τιμών R<r -<R{ του ποσοστού κέρδους r περιέχονται το πολύ 

n-k-\ ρίζες της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \l2

 _ 0 + r ) ^ 2 2 j - 0 τ η ? μ η τ Ρ α ζ 

4 2 · 5 6 

5 5 ΒΛέπε την παράγραφο (l.a). 

5 6 Η "χαρακτηριστική" εξίσωση det \Ι2 ~( 1 + Γ)Α12

 = 0 τπς μήτρας Α12 είναι μια αΛγεβρικά 

μετασχηματισμένη μορφή της χαρακτηριστικής της εξίσωσης det Α/2

 — ^ 2 2 = 0 • Η μήτρα Α22 είναι μια 

τετραγωνική μήτρα τάξης \Ώ — kjXylì — kj. Έτσι, σε κάθε ιδιοτιμή λ,·22, J' = 1,2,...,Ώ — k, της μήτρας 

1 — λΑη 

Αν αντιστοιχεί μια τιμή β, 2 2 ,με β, η = -ρ—, i =\,2,..,,η —k, του ποσοστού κέρδους. Προφανώς, στη 
λ*22 
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Θα δείξουμε, ότι σε καμία τιμή τ του ποσοστού κέρδους, όπου r EyR,R.A, δεν 

είναι δυνατή η διαμόρφωση ενός ημιδετικού διανύσματος τιμών ρ2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων. Πράγματι, σε κάδε τυχαία τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r EÎR^RA, 

με την οποία συνδέεται είτε ένα θετικό είτε ένα ίσο με το μηδέν επαυξημένο 

διάνυσμα \P\,w) των τιμών των βασικών εμπορευμάτων και του ονομαστικού 

ωρομισθίου, 8α αντιστοιχεί μια από τις παρακάτω επιμέρους περιπτώσεις: 

Α. Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, όπου r E yR, i?j j , οι τιμές των βασικών 

εμπορευμάτων και του ονομαστικού ωρομισδίου είναι δετικές και προσδιορισμένες 

με ένα βαδμό ελευθερίας (μη τετριμμένη λύση). 

Στην προκείμενη περίπτωση, το σύστημα (4) είναι μη αρνητικά επιλύσιμο ως 

προς το διάνυσμα τιμών Ρι των μη βασικών εμπορευμάτων, αν και μόνο αν η μήτρα 

ìli — {1 + A An είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα.57 Αν δεωρήσουμε μόνο τις 

δετική μέγιστη ιδιοτιμή XJ2 της μήτρας Α22 αντιστοιχεί η ελάχιστη δετική, πραγματική ρίζα R2, όπου 

R2~ ΊΓ~> τ η £ "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 ~ Π + Τ )Α22 = 0 της μήτρας Α22. Επομένως, στο 

διάστημα Κ2-<Γ-<<Χ> του ποσοστού κέρδους υπάρχουν το πολύ 11 —k —Ι πραγματικές ρίζες της 

"χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 — ( 1 + Γ)Α22 \ = 0 της μήτρας Α22. 

5 7 Βλ. τις συνθήκες Ι27
 κ α ' 2̂8 στους Berman and Plemmons [1979, σελ. 136], Επίσης, η ίδια πρόταση 

διατυπώνεται και αποδεικνύεται στον Nikaido [1968, σσ. 93-94], με την διαφορά, ότι ο Nikaido δεν 

αναφέρεται σε Μ-μήτρα αλλά σε μια μήτρα της οποίας ή όλες οι πρωτεύουσες ελάσσονες ορίζουσες 

(principal minors) ή όλες οι κύριες πρωτεύουσες ελάσσονες ορίζουσες (leading principal minors) είναι 

δετικές Οι ανωτέρω συνθήκες, από τις οποίες η πρώτη έγινε γνωστή στην οικονομική φιλολογία από 

τους Hawkins and Simon [1949] ως "Hawkins-Simon condition", είναι ισοδύναμες. Για την απόδειξη βλ. 

Nikaido [1968, σσ. 93-94]. Επιπλέον, ικανοποιούνται, αν και μόνο αν η θεωρούμενη μήτρα είναι Μ-μήτρα. 

Για την απόδειξη βλέπε τις συνθήκες Aj και Ej 7 στους Berman and Plemmons [1979, σσ. 134-135]. Τέλος, 

από τους Berman and Plemmons [1979, σσ. 161-162 και 252-253] μαθαίνουμε, ότι η επονομαζόμενη 

"Hawkins-Simon condition" διατυπώνεται για πρώτη φορά από τον Ostrowski [1937], ως ορισμός της μη 

ιδιάζουσας Μ-μήτρας. 
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οικονομικά σημαντικές, δηλαδή τις μη αρνητικές τιμές του ποσοστού κέρδους, η 

μήτρα 72 — (ΐ + r) Α22 είναι μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα, αν και μόνο αν το τ ανήκει στο 

διάστημα [0,i?ì ,58 Επομένως, από τις σχέσεις (4) και (6) συνεπάγεται, ότι σε κάδε 

τιμή Τ του ποσοστού κέρδους, Γ Ε ( R, RA, με την οποία συνδέεται μια δετική τιμή 

του ονομαστικού ωρομισθίου [W >- 0 ] 5 9 , ανεξάρτητα αν η τιμή r του ποσοστού 

κέρδους αποτελεί ή δεν αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας 

Α22, αντιστοιχεί - όταν φυσικά το σύστημα προσδιορισμού των μη Βασικών 

εμπορευμάτων είναι συμβιβαστό60 - ένα διάφορο του μηδενός διάνυσμα τιμών ρ2 

των μη βασικών εμπορευμάτων, το οποίο περιέχει αρνητικές συνιστώσες. Δηλαδή, 8α 

υπάρχει τουλάχιστον ένα μη βασικό εμπόρευμα, του οποίου η τιμή είναι αρνητική. 

58 Στην παράγραφο (l.b), όπου το ποσοστό κέρδους Γ λαμβάνει τιμές στο διάστημα |0,i?) κι ως εκ 

η μήτρα \Ι2

 — ( 1 "*"rΜ22 ε > ν α ι Ρ η ιδιάζουσα, μη διασπώμενη M-μήτρα, δείξαμε ότι το σύστημα τούτου 

(4) είναι μη αρνητικά επιλύσιμο ως προς το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη Βασικών εμπορευμάτων (Ικανή 

συνδήκη). 

5 9 Αρα, και ένα θετικό διάνυσμα wl >- 0. καδώς επίσης και ένα θετικό διάνυσμα τιμών pi των βασικών 

εμπορευμάτων. 

6 0 Το σύστημα (4) είναι συμβιβαστό, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[l2 - (ΐ + τ)Α221 = rank[/2 - (ΐ + τ)Α22, ρίΑη (ΐ + r) + wl21 < η 

Προφανώς, το σύστημα (4) είναι πάντοτε συμβιβαστό, αν η τιμή / του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί 

1 _ 2 Αη 

ρίζα i?,·22, με R-22 = r — , Ì = 1,2,...,fl — k — 1 και R;

21^R* της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 
Χ η 

det \12 — \\+r\A22 = 0 της μήτρας Α22. Σε αυτήν την περίπτωση ισχύει: 

rankfΙ2 - (ΐ + τ)Α221 = rank[/2 - (l + τ)Α22, ρ, Αη (l + r) + wl21 = η 
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Β. Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r e(i?,i?]j και τ — Rj 22 , όπου η τιμή Rj η , 

με Rj

11^R1 και / = 1,2,...,η — k — 1, αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της μήτρας Α22, οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων και του 

ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίσες με το μηδέν (τετριμμένη λύση). 

Το σύστημα (4) γράφεται ως εξής: 

p2[l2-(\ + Rf22)A22 = 0,i = \,2,...,n-k-\ (14) 

Οι δυνατές μορφές του διανύσματος ρ2 των τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων, που αποτελούν Λύσεις του συστήματος (14), είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση ρ y2, όπου το διάνυσμα τιμών ρ y2, με / = 1,2,...,/? — k — 1 

και ρ y22 ^ ρ 2 » είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α22, που συνδέεται με την ιδιοτιμή 

της Xi

 η ' 1 ^ 
, όπου < Xi

 21 -<Xm

22, i = 1,2,...,η — k — 1 και περιέχει 
V \ + Rf22)' 1 + *ι 

υποχρεωτικά κι αποκλειστικά δετικές κι αρνητικές συνιστώσες 6 1 και 

• Η τετριμμένη λύση ρ2 = 0. 

C. Στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, r e(i?,i?j J και r Ψ R·22, όπου η τιμή Rj 2 2, 

με Rj22^R2 και ϊ = 1,2,...,/? — k — 1, αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της μήτρας Α22, οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων και του 

ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίσες με το μηδέν (τετριμμένη λύση). 

6 1 Κάθε ιδιοδιάνυσμα της μη διασπώμενης μήτρας Α22, που συνδέεται με μια ιδιοτιμή της που είναι 

διάφορη της μέγιστης, περιέχει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. Επιπλέον, κανένα ιδιοδιάνυσμα μιας 

μη διασπώμενης μήτρας δεν περιέχει μηδενική συνιστώσα. Για το δέμα αυτό βλέπε Berman and 

Piemmons [1979, σελ. 27]. 
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Το σύστημα (4) είναι ισοδύναμο με το σύστημα: 

/>2[/2-(l + r)A22] = 0 (15) 

Η μήτρα ί2 — Ü+ f)A22 είναι μια μη ιδιάζουσα μήτρα. Επομένως, η μοναδική λύση 

του συστήματος (15) είναι το μηδενικό διάνυσμα: 

ρ2 = 0 

3.C. Συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων και του ονομαστικού ωρομισθίου στο διάστημα jR -< τ -< R\ του 

ποσοστού κέρδους Γ 

Από την εξέταση του συστήματος προσδιορισμού των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων, που προηγήδηκε, συμπεραίνουμε, ότι, σε κάδε τιμή Τ που ανήκει στο 

διάστημα τιμών R -< r -< R\ του ποσοστού κέρδους, οι μη αρνητικές λύσεις για το 

επαυξημένο διάνυσμα (pi,w) των τιμών ρ^ των k παραγόμενων, βασικών 

εμπορευμάτων και της τιμής W του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής 

δύναμης, είναι οι εξής: 

• Το μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication), δετικό διάνυσμα yp^Wj, με \Ρ]^)>-0 (μη τετριμμένη λύση) και 

• Το μηδενικό διάνυσμα \p\,w), με \P\,W) = Ü (τετριμμένη λύση). 

Αν εφαρμόσουμε την μη τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού των 

τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων, τότε προκύπτουν τα ακόλουδα ενδεχόμενα: 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι μη 

επιλύσιμο 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και η τιμή ενός τουλάχιστον μη βασικού εμπορεύματος είναι αρνητική. 
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Αν, όμως, εφαρμόσουμε την τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού 

των τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των 

μη βασικών εμπορευμάτων, τότε προκύπτουν τα ακόλουθα ενδεχόμενα: 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και έχει την μηδενική Λύση: ρ2 = 0 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και η τιμή ενός τουλάχιστον μη βασικού εμπορεύματος είναι αρνητική. 

Επομένως, από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των 

βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε, ότι, σε 

κάθε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών R<T <R^, η 

μοναδική μη αρνητική λύση για το επαυξημένο διάνυσμα yp,w) των τιμών ρ των η 

παραγόμενων εμπορευμάτων και της τιμής w του μη παραγόμενου εμπορεύματος, 

της εργασιακής δύναμης, είναι η ακόλουθη: 

ψ = 0 

και 

Προφανώς όμως η ανωτέρω λύση είναι οικονομικά μη σημαντική κι έτσι 

πρέπει να απορριφθεί.62 

6 2 Επομένως, σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών R -< Γ -< R^ 

αντιστοιχούν περισσότερες από μια λύσεις για το επαυξημένο διάνυσμα (P)W) τ ω υ τιμών ρ των Ώ 

παραγόμενων εμπορευμάτων και της τιμής W του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής 

δύναμης. Καμία όμως από αυτές δεν είναι οικονομικά σημαντική. 
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4. Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους είναι ίση με i?j63 

Θα συζητήσουμε ξεχωριστά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων από τον προσδιορισμό των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 

4.a. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

Στην τιμή R] του ποσοστού κέρδους η μήτρα \Ι\— (1+^ι)Αΐ ε ι ν α ι Ρ ι α 

ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Επομένως, με βάση τη σχέση (12) 

συμπεραίνουμε, ότι στην τιμή i?j του ποσοστού κέρδους για τις τιμές των βασικών 

εμπορευμάτων ισχύουν όσα είδαμε παραπάνω να ισχύουν στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους στην περίπτωση που έχουμε R = i?j ,64 Έτσι, σύμφωνα με το σύστημα (8), 

στην τιμή i?j του ποσοστού κέρδους, στην οποία αντιστοιχεί μια τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου ίση με μηδέν (w = 0], δα έχουμε: 

p1[/1-(l+Ä1)A11] = 0 (16) 

Οι δυνατές μορφές του διανύσματος ρ^ των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

που αποτελούν λύσεις του συστήματος (16) είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση pj, όπου το διάνυσμα pj των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων είναι το δετικό, προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up 

to scalar multiplication), ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α^, που συνδέεται με την 

ί , \ 
μέγιστη ιδιοτιμή της λ[ .ή 

1 
6 5 και 

V Ì + RJ 

Η τετριμμένη λύση Ρ\ = 0. 

6 3 Εννοείται φυσικά cm R-<R\. 

6 4 ΒΛέπε την παράγραφο (2.2.a). 

6 5 Βλέπε το σχετικό δεώρημα του Frobenius. 
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4.b. To σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

Αν στο σύστημα (4) δέσουμε την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ίση με 

μηδέν [W = θ) κι αντικαταστήσουμε την τιμή Τ του ποσοστού κέρδους με την τιμή 

R , δα έχουμε: 

P2[l1-(ì + R[)A72]=piAn(\ + Rl) (17) 

Στην τιμή i?j του ποσοστού κέρδους η επίλυση του συστήματος (17) ως προς 

το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων εξαρτάται από το διάνυσμα 

τιμών J9j, το οποίο καθορίζεται από την λύση του συστήματος (16). Θα δείξουμε, ότι, 

ανεξάρτητα από την λύση του συστήματος (16), στην τιμή JRJ του ποσοστού κέρδους 

δεν είναι δυνατή η διαμόρφωση ενός ημιθετικού διανύσματος τιμών ρ2

 τ ω ν Ρ η 

βασικών εμπορευμάτων. 

Για τον σκοπό αυτό δα διακρίνουμε τις ακόλουθες δυνατές περιπτώσεις: 

Α. Η τιμή i?j του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

της υπομήτρας Α22,
66 Στην τιμή Rl οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων 

προσδιορίζονται από την μη τετριμμένη λύση pj. 

Στην προκείμενη περίπτωση, η μήτρα \ΐ2 — (ΐ + R] )Α22 είναι ιδιάζουσα. Έτσι, 

αν στο σύστημα (17) εφαρμόσουμε την μη τετριμμένη λύση του συστήματος (16), δα 

έχουμε: 

ρ2[ί2-0 + ΑιΚ]=Μ 1 2 ( ΐ + Α,) (18) 

6 6 Αυτό σημαίνει ότι η ιδιοτιμή Affl" της υπομήτρας Αη περιλαμβάνεται στο φάσμα των χαρακτηριστικών 

τιμών της υπομήτρας Α21 • 
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Από την επίλυση του συστήματος (18) ως προς το διάνυσμα τιμών jt)2 των μη 

βασικών εμπορευμάτων - όταν αυτό είναι επιλύσιμο67 - 8α προκύπτουν υποχρεωτικά 

αρνητικές συνιστώσες.68 

Β. Η τιμή i?j του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

της υπομήτρας Α21· Στην τιμή i?j οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων 

προσδιορίζονται από την τετριμμένη Λύση Pi = 0. 

Αν στο σύστημα (17) εφαρμόσουμε την τετριμμένη Λύση (j9] = 0J του 

συστήματος (16), τότε δα έχουμε: 

p2[/2-(l + Ä,K]=0 (19) 

Οι δυνατές μορφές του διανύσματος Ρι των τιμών των μη Βασικών 

εμπορευμάτων που αποτελούν Λύσεις του συστήματος (19) είναι οι εξής: 

6 7 Δεδομένου ότι ισχύει: 

rank^-^ + R^A^n-ì, 

το σύστημα (18) είναι επιλύσιμο, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[l2 - (l + Ä, )Α 2 2 ] = rank[l2 - (l + Rì )ΑΙ2 , ρ χΑη (ΐ + Ä, )] < η -1 

6 8 Στην περίπτωση που ισχύει: 

ranÄr[/2-(l + Ä,)>l22] = rani:[/2-(l + Ä1)>l22,p1A12(l + Ä 1 ) ]<f l - l , 

το επιλύσιμο σύστημα (18) δα περιέχει υποχρεωτικά αρνητικές συνιστώσες, εφόσον η ιδιάζουσα μήτρα: 

[/2-(ι+*,Κ] 

δεν είναι Μ-μήτρα. Για το δέμα αυτό βλέπε τις συνδήκες Ι27 και Ι 2 8 στους Berman and Plemmons [1979, 

σελ. 136] και Nikaido [1968, σσ. 93-94], 
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> f , όπου το διάνυσμα τιμών ρ 2? Η μη τετριμμένη Λύση ρ ^ , όπου το διάνυσμα τιμών ρ^*, είναι ιδιοδιάνυσμα 

ί ι Λ 

της μήτρας Α22,
 π ο υ συνδέεται με την ιδιοτιμή της λ 

m 

Ι 
V Ì + RJ 

οπού 

Xm

u •< Xm

22 και περιέχει υποχρεωτικά κι αποκλειστικά θετικές κι αρνητικές 

συνιστώσες και 

• Το μηδενικό διάνυσμα ρ2 = 0 (τετριμμένη Λύση). 

C. Η τιμή R] του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της υπομήτρας ^422 ·
6 9 Στην τιμή R^ οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων 

προσδιορίζονται από την μη τετριμμένη Λύση ρ j . 

Στην προκείμενη περίπτωση, η μήτρα \ΐ2 — (ί + i?j )Α22 είναι μη ιδιάζουσα. 

Έτσι, από την επίΛυση του συστήματος (18) ως προς το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη 

βασικών εμπορευμάτων -που είναι πάντοτε δυνατή7 0- δα προκύπτουν υποχρεωτικά 

αρνητικές συνιστώσες.71 

6 9 Αυτό σημαίνει ότι η ιδιοτιμή Affl" της υπομήτρας Αη δεν περιλαμβάνεται στο φάσμα των 

χαρακτηριστικών τιμών της υπομήτρας Α22 • 

7 0 Δεδομένου ότι ισχύει: 

rank\l2 - (ί + Ri )Α22 \ = η, 

το σύστημα (18) είναι πάντοτε επιλύσιμο, εφόσον ισχύει: 

rank\l2 - (ί + Ä, )Α12 ] = rank[l2 -(ì + R^ )Α22 , ρ, Αη (ί + Rl )] = π 

Η πάντοτε δυνατή Λύση του συστήματος (18) έχει την ακόΛουδη μορφή: 

p 2 =P,A u ( l + Ä1)[/2-(l + Ä1)>422]"
1 

71 Δεδομένου ότι ισχύει: 
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D. Η τιμή R\ του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της υπομήτρας Α22. Στην τιμή R\ οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων 

προσδιορίζονται από την τετριμμένη Λύση Ρ\=0. 

Από την επίλυση του συστήματος (19) ως προς το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη 

δασικών εμπορευμάτων -που είναι πάντοτε δυνατή72 - προκύπτει, ως μοναδική λύση, 

το μηδενικό διάνυσμα: 

ρ 2 = 0 

4.C. Συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων και του ονομαστικού ωρομισθίου στην τιμή R^ του ποσοστού 

κέρδους r^R^R^ 

Από την εξέταση του συστήματος προσδιορισμού των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε, ότι, στην τιμή i?j του ποσοστού 

κέρδους, οι μη αρνητικές λύσεις για το επαυξημένο διάνυσμα yP],Wj των τιμών Ργ 

των k παραγόμενων, βασικών εμπορευμάτων και της τιμής W του μη παραγόμενου 

εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης, είναι οι εξής: 

mnk\l2 -(l + Ri )Α22 ] = mik]j2 - (l + i?, )AI2 , ρ, An (l + R{ )] = n, 

η Λύση του επιλύσιμου συστήματος (18) 8α περιέχει υποχρεωτικά αρνητικές συνιστώσες, εφόσον η μη 

ιδιάζουσα μήτρα: 

[/2-(ι+*,Κ] 

δεν είναι Μ-μήτρα. Για το δέμα αυτό βλέπε τις συνθήκες Ι 2 7 και ]28 στους Berman and Plemmons [1979, 

σελ 136] και Nikaido [1968, σσ. 93-94]. 

7 2 Εφόσον η μήτρα: 

[/2-(I+Ä,K] 

είναι μη ιδιάζουσα 

60 



w = 0 

και 

• είτε η μη τετριμμένη λύση pj, όπου το διάνυσμα ρ ι των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων είναι το θετικό, προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to 

scalar multiplication), ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Au, που συνδέεται με την μέγιστη 

Α Γ Ο 
ιδιοτιμή της AJ1 = 

m I I+RJ 
• είτε η τετριμμένη Λύση Pj = 0. 

Αν εφαρμόσουμε την //η τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού των 

τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων, τότε προκύπτουν τα ακόλουθα ενδεχόμενα: 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι μη 

επιλύσιμο 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και η τιμή ενός τουλάχιστον μη βασικού εμπορεύματος είναι αρνητική. 

Αν, όμως, εφαρμόσουμε την τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού 

των τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των 

μη βασικών εμπορευμάτων, τότε προκύπτουν τα ακόλουθα ενδεχόμενα: 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και ισχύει: ρι = 0 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και η τιμή ενός τουλάχιστον μη βασικού εμπορεύματος είναι αρνητική. 

Επομένως, από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των 

βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε, ότι, 

στην τιμή i?j του ποσοστού κέρδους, η μοναδική μη αρνητική λύση για το 
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επαυξημένο διάνυσμα \p,w) των τιμών ρ των η παραγόμενων εμπορευμάτων και 

της τιμής W του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης, είναι η 

ακόλουθη: 

και 

ρ = 0 

Προφανώς όμως η ανωτέρω Λύση είναι οικονομικά μη σημαντική κι έτσι 

πρέπει να απορριφθεί.73 

5. Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους ανήκει στο διάστημα R\ -< Γ -< οο 

Θα συζητήσουμε ξεχωριστά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων από τον προσδιορισμό των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 

5.a. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

Στο διάστημα τιμών R\ -< ΐ -< οο του ποσοστού κέρδους Γ περιέχονται το ποΛύ 

k — \ ρίζες της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α\\?^ 

7 3 Επομένως, στην τιμή R\ του ποσοστού κέρδους αντιστοιχούν περισσότερες από μια λύσεις για το 

διάνυσμα των τιμών ρ των Ώ παραγόμενων εμπορευμάτων. Καμία όμως από αυτές δεν είναι οικονομικά 

σημαντική. 

7 4 Η "χαρακτηριστική" εξίσωση det /j — ί 1 +r)An = 0 της μήτρας Αη είναι μια αλγεβρικά 

μετασχηματισμένη μορφή της χαρακτηριστικής της εξίσωσης det Α/] — Αη = 0. Η μήτρα Αη είναι μια 

τετραγωνική, μη διασπώμενη μήτρα τάξης kxk. Έτσι, σε κάδε ιδιοτιμή Α,·", i = 1,2,...,£, της μήτρας 

1 — λΛ" 
Α,, αντιστοιχεί μια τιμή i? " , με R- " = —'—, Ì = 1,2,...,k, του ποσοστού κέρδους. Προφανώς, στην 

θετική μέγιστη ιδιοτιμή Aro" της μήτρας Αη αντιστοιχεί η ελάχιστη δετική, πραγματική ρίζα Ri , όπου 
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Θα δείξουμε ότι σε καμία τιμή τ του ποσοστού κέρδους, όπου r e ί R^, ooj, 

δεν είναι δυνατή η διαμόρφωση ενός ημιδεηκού διανύσματος τιμών Ρ] των βασικών 

εμπορευμάτων. Πράγματι, σε κάθε τυχαία τιμή r του ποσοστού κέρδους, Γ e ^i?j, ooj, 

με την οποία συνδέεται είτε μια δετική είτε μια ίση με το μηδέν τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου W, θα αντιστοιχεί μια από τις παρακάτω επιμέρους 

περιπτώσεις: 

Α. Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r e (i?j, ooj, αντιστοιχεί μια δετική τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου [W >- 0]. 

Όπως έχουμε αναφέρει, για κάθε δετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου 

[W >- 0Ì7 5 το σύστημα (3) είναι επιλύσιμο μη αρνητικά ως προς το διάνυσμα τιμών 

ρ^ των βασικών εμπορευμάτων, αν και μόνο αν η μήτρα 7]—(l + rjAji είναι μη 

ιδιάζουσα Μ-μήτρα.76 Αν θεωρήσουμε μόνο τις οικονομικά σημαντικές, δηλαδή τις 

μη αρνητικές τιμές του ποσοστού κέρδους, η μήτρα 7ι—(l + rjAij είναι μη 

ιδιάζουσα Μ-μήτρα, αν και μόνο αν το r ανήκει στο διάστημα |0,i?]j. 7 7 Επομένως, 

i?, = j 2 — , της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det Ι, — (ΐ + /]Λη = 0 της μήτρας Αη. Επομένως, στο 

διάστημα i^ -< Γ -< οο του ποσοστού κέρδους υπάρχουν το ποΛύ k~ì πραγματικές ρίζες της 

"χαρακτηριστικής" εξίσωσης dßt /j — (1 + Γ)Αη = 0 της μήτρας Αη . 

7 5 Επομένως και για κάδε θετικό διάνυσμα wl >- 0. 

7 6 Βλέπε τις συνθήκες Ι27 και Ι28 στους Berman and Plemmons [1979, σελ 136] και Nikaido [1968, σσ. 93-

94]. 

7 7 Στην παράγραφο (l.a), όπου το ποσοστό κέρδους Τ Λαμβάνει τιμές στο διάστημα Ο,ΛΙΚΙ ως εκ 

τούτου η μήτρα /( —\\ + τ\Α\Λ είναι μη ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα, δείξαμε ότι το σύστημα 

(3) είναι επιλύσιμο μη αρνητικά ως προς το διάνυσμα τιμών ρ·\ των βασικών εμπορευμάτων (Ικανή 
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από τη σχέση (3) συνεπάγεται, ότι σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, 

r e ί R], οοJ, με την οποία συνδέεται μια θετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου, 

ανεξάρτητα αν η τιμή r του ποσοστού κέρδους αποτελεί ή δεν αποτελεί ρίζα της 

"χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Αη, αντιστοιχεί - όταν φυσικά το σύστημα 

προσδιορισμού των βασικών εμπορευμάτων είναι συμβιβαστό78- ένα διάφορο του 

μηδενός διάνυσμα τιμών ρ\ των βασικών εμπορευμάτων, το οποίο περιέχει αρνητικές 

συνιστώσες. Δηλαδή, 8α υπάρχει τουλάχιστον ένα βασικό εμπόρευμα, του οποίου η 

τιμή είναι αρνητική. 

Β. Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, Γ e(i?j, ooj και r^RjU, όπου η τιμή 

Rj " , i = ì,2,...,k — ì , αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας 

Α]], η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με το μηδέν [W = Oj. 

Γ ta κάθε τιμή f του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 

R] •< r -<οο, με Γ Φ Rj η , όπου / = 1,2,...,£-1 , η μήτρα [/] - ( l + r)y4nl είναι μια μη 

ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Επιλύοντας το σύστημα (3) ως προς το διάνυσμα 

p] των βασικών εμπορευμάτων προκύπτει το ισοδύναμο σύστημα (6). 

συνθήκη). 

7 8 Το σύστημα (3) είναι συμβιβαστό, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[/1 - ( l + r)An] = rank[/1 - ( l + r)An, w/t ] <n 

Προφανώς, το σύστημα (3) είναι πάντοτε συμβιβαστό, αν η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί 

1 — λΑ" 
ρίζα R;u , με Ri " = γ—, 1' — ì,2,...,k — 1 και Ä, " Φ R{ της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

V 

dot | / | —(l + rJAjj 1 = 0 της μήτρας Λ η . Εε αυτήν την περίπτωση ισχύει: 

rank[/, - ( l + r ) ^ 1 1 ] = rank[/] -(ì + r)An, w/,1 =n 
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Επομένως, για την μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου [w = 0], η μοναδική 

λύση του συστήματος (6) είναι το μηδενικό διάνυσμα: 

C. Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r e ( & , °°) και r = RjU, όπου η τιμή 

i?y Π , ί = ì,2,...,k — \ , αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας 

Α]], η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με το μηδέν [W = 0). 

Το σύστημα (3) γράφεται ως εξής: 

Ρ\ ^-(ì+^'JA, 0, / = 1,2,...,*-1 (20) 

Οι δυνατές μορφές του διανύσματος ρ\ των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

που αποτελούν λύσεις του συστήματος (20) είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση ρ y1, όπου το διάνυσμα τιμών ρ,1, με / = 1,2,..., ir — 1 και 

ρ y11 ^ p ] , είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α\\, που συνδέεται με την ιδιοτιμή της 

λ/1 
f 1 Λ 

V \ + RfuJ 
, όπου 0-^/ly11 —<X.m

], / = 1,2,...,1 — 1 και περιέχει υποχρεωτικά 

κι αποκλειστικά θετικές κι αρνητικές συνιστώσες 7 9 και 

Το μηδενικό διάνυσμα Ρ\=0 {τετριμμένη λύση). 

7 9 Κάδε ιδιοδιάνυσμα της μη διασπώμενης μήτρας Au , που συνδέεται με μια ιδιοτιμή της που είυαι 

διάφορη της μέγιστης, περιέχει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. Επιπλέον, κανένα ιδιοδιάνυσμα 

μιας μη διασπώμενης μήτρας δεν περιέχει μηδενική συνιστώσα. Για το δέμα αυτό Βλέπε Berman and 

Plemmons [1979, σελ. 27]. 
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5.b. To σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

Γενικά, σε κάθε μη αρνητική τιμή r του ποσοστού κέρδους, η διερεύνηση του 

συστήματος προσδιορισμού των τιμών αποβλέπει στην εύρεση των οικονομικά 

σημαντικών τιμών του ονομαστικού ωρομισθίου και του διανύσματος τιμών ρ των 

παραγόμενων εμπορευμάτων. Έτσι, για την διερεύνηση του συστήματος 

προσδιορισμού των τιμών ρι των μη βασικών εμπορευμάτων, αρκεί να εξετάσουμε 

μόνο την περίπτωση, που στην τιμή ΐ του ποσοστού κέρδους, Γ G\R\, οοj, 

αντιστοιχεί η μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου [W = 0] και η μηδενική 

Λύση για το διάνυσμα ρ\ των τιμών των βασικών εμπορευμάτων.80 

Επομένως, αν στο σύστημα (4) θέσουμε: 

W = 0 

και 

Α = 0, 

τότε θα έχουμε τη σχέση (15). Σε κάθε τυχαία τιμή r του ποσοστού κέρδους, 

r G(ßj, ooj, θα διακρίνουμε τις ακόλουθες δυνατές περιπτώσεις: 

Α. Η τιμή r του ποσοστού κέρδους, r G yR\, ooj και r = Rj22, αποτελεί μια ρίζα 

Rj21, όπου / = 1,2,...,π — k — 1, της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α22.
81 

8 0 Εφόσον, σε κάδε περίπτωση, το διάνυσμα τιμών p\ των βασικών εμπορευμάτων - όταν ορίζεται -

περιέχει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα, είτε με την τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, Γ €\R], °θ), 

συνδέεται μια θετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου (w>-0j είτε συνδέεται μια τιμή του ονομαστικού 

ωρομισθίου ίση με μηδέν ( w = 0 ) και το διάνυσμα p] των τιμών των Βασικών εμπορευμάτων αποτελεί 

ένα ιδιοδιάνυσμα της μήτρας. Α^. Για το δέμα αυτό Βλέπε την παράγραφο (5.a). 

8 1 Ανεξάρτητα αν η τιμή Rj21 του ποσοστού κέρδους αποτελεί, εκτός από μια ρίζα της "χαρακτηριστικής" 
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Το σύστημα (15) λαμβάνει την μορφή του συστήματος (14). Οι δυνατές μορφές 

του διανύσματος ρ2 των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων, που αποτελούν Λύσεις 

του συστήματος (14), είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση ρ y2, όπου το διάνυσμα τιμών py2, με 1' = 1,2,..., π — k — 1 

και ρ;·
22 :? tp2, είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α22, που συνδέεται με την ιδιοτνμή 

της λ- 22 
' 1 Λ 

V \ + RfnJ 
όπου λ;22 -< -< λ J, Ί = 1,2,...,η — k — 1 και περιέχει 

1 + Ä, 

υποχρεωτικά κι αποκλειστικά θετικές κι αρνητικές συνιστώσες και 

• Το μηδενικό διάνυσμα ρ2 — 0 {τετριμμένη λύση) 

Β. Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r EyR^, ooj και Τ Φ Rj22, δεν αποτελεί ρίζα 

Rj22, όπου / = 1,2,...,η — k — 1 , της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας 

Α 82 

Στην προκείμενη περίπτωση, η μήτρα \Ι2 — (ί + τ )Α22 είναι μια μη ιδιάζουσα 

μήτρα. Επομένως, η μοναδική λύση του συστήματος (15) είναι το μηδενικό διάνυσμα: 

Ρ2 = 0 

5.C. Συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων και του ονομαστικού ωρομισθίου στο διάστημα R\ -< Γ -< οο του 

ποσοστού κέρδους Γ 

εξίσωσης της μήτρας Αν και μια ρίζα R; " της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α^ . 

8 2 Ανεξάρτητα αν η τιμή Ι του ποσοστού κέρδους αποτελεί ή όχι μια ρίζα J?-" της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της μήτρας Au . 
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Από την εξέταση του συστήματος προσδιορισμού των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε, ότι, σε κάδε τιμή ΐ του ποσοστού 

κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών R\ -< Γ -< οο η μοναδική μη αρνητική λύση 

για το επαυξημένο διάνυσμα (ρ^,Η7) των τιμών ρχ των k παραγόμενων, βασικών 

εμπορευμάτων και της τιμής w του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής 

δύναμης, είναι η εξής: 

Ψ = 0 

και 

Αν εφαρμόσουμε την ανωτέρω τετριμμένη Λύση του συστήματος 

προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού 

των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων, τότε προκύπτουν τα ακόλουθα 

ενδεχόμενα: 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και ισχύει: Ρι = 0 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και η τιμή ενός τουλάχιστον μη βασικού εμπορεύματος είναι αρνητική. 

Επομένως, από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των 

βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε, ότι, σε 

κάθε τιμή r του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών R] -< r -< οο η 

μοναδική μη αρνητική λύση για το επαυξημένο διάνυσμα (ρ,Η7) των τιμών ρ των η 

παραγόμενων εμπορευμάτων και της τιμής W του μη παραγόμενου εμπορεύματος, 

της εργασιακής δύναμης, είναι η ακόλουθη: 

w = Q 

και 
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p = 0 

Προφανώς όμως η ανωτέρω Λύση είναι οικονομικά μη σημαντική κι έτσι πρέπει να 

απορριφθεί.83 

II. Η εξωγενώς καθορισμένη μεταβλητή της κατανομής είναι η τιμή w του 

ονομαστικού ωρομισθίου 

Θα διαχωρίσουμε τις μη αρνητικές, δηλαδή τις οικονομικά σημαντικές, τιμές 

του ονομαστικού ωρομισθίου W ως εξής: 

1. Η τιμή w του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με το μηδέν (w = 0) 

Θα συζητήσουμε ξεχωριστά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων από τον προσδιορισμό των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 

l.a. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

Στην προκείμενη περίπτωση το σύστημα (3) γράφεται ως εξής: 

Λ [ / , - ( 1 + Γ)Λ„] = 0 (21) 

Σε κάθε τυχαία, οικονομικά σημαντική τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r ΕΙΟ, ooj, θα 

διακρίνουμε τις ακόλουθες δυνατές περιπτώσεις: 

Α. Η τιμή r του ποσοστού κέρδους, r e[0, ooj και r Φ Rj " , δεν αποτελεί ρίζα 

Rj " , με i = \,2,,..,k , της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας 4̂]]. 

Στην προκείμενη περίπτωση, η μήτρα \Ι] — il + rjAjJ είναι μια μη ιδιάζουσα 

μήτρα. Επομένως, η μοναδική λύση του συστήματος (21) είναι το μηδενικό διάνυσμα: 

8 3 Επομένως, σε κάδε τιμή Τ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών R^ -< Τ -< οο 

αντιστοιχούν περισσότερες από μια Λύσεις για το διάνυσμα των τιμών ρ των TÌ παραγόμενων 

εμπορευμάτων. Καμία όμως από αυτές δεν είναι οικονομικά σημαντική. 
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Pi = 0 

Β. Η τιμή ΐ του ποσοστού κέρδους, με r = R], αποτελεί την ελάχιστη δεπκή ρίζα 

i?j της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α^. Η ανωτέρω ρίζα αντιστοιχεί 

στην μέγιστη ιδιοτιμή της ληι

η . 

Στην προκείμενη περίπτωση, οι δυνατές μη αρνητικές μορφές του διανύσματος 

Ρ\ των τιμών των βασικών εμπορευμάτων, που αποτελούν Λύσεις του συστήματος 

(21), είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση pj, όπου το διάνυσμα pj των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων είναι το προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication) δετικό ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α\\, που συνδέεται με την μέγιστη 

ιδιοτιμή της χΑη ή, ισοδύναμα, με την τιμή i?j του ποσοστού κέρδους και 

• Η τετριμμένη λύση Ρ\=0 · 8 4 

C. Η τιμή r του ποσοστού κέρδους, με Τ e[0, ooj, r = RjU και r Φ- R], αποτελεί 

μια ρίζα R-n , όπου / = 1,2,...,1 — 1 , της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας 

Α\\, η οποία αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή της Xi

 Π , με / = 1,2,... 1 — 1 και 

tf" * Û • 

Στην προκείμενη περίπτωση, οι δυνατές μη αρνητικές μορφές του διανύσματος 

Ρ\ των τιμών των βασικών εμπορευμάτων, που αποτελούν λύσεις του συστήματος 

(21), είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση ρ y1, όπου το διάνυσμα τιμών ρ ; ·
!, με / = 1,2,...,! — 1 και 

ρ y11 ^ p j , είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α]], που συνδέεται με την ιδιοτιμή της 

Βλέπε στην παράγραφο (1.4.a) το σύστημα (16). 
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A, ' ι Λ 

V \ + Rf"J 
, όπου 0-<λ7-

11-<λιη

1 και / = 1,2,...,ir — 1 και περιέχει 

υποχρεωτικά κι αποκλειστικά θετικές κι αρνητικές συνιστώσες και 

• Η τετριμμένη λύση Ρ\=0.85 

l.b. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

Αν στο σύστημα (4) δέσουμε την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ίση με το 

μηδέν ί W = 0}, τότε λαμβάνουμε το σύστημα: 

p2[l2-{l+r)A22]=P]An(l + r) (22) 

Έτσι, στην μηδενική τιμή [W = 0) του ονομαστικού ωρομισθίου η επίλυση του 

συστήματος (22) ως προς το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων 

εξαρτάται από την αντίστοιχη τιμή του ποσοστού κέρδους τ και του διανύσματος 

τιμών ργ των τιμών των βασικών εμπορευμάτων, το οποίο προσδιορίζεται από την 

επίλυση του συστήματος (21). Επομένως, η διερεύνηση του συστήματος (22) αποτελεί 

μια σύνθετη διαδικασία, για την ανάλυση της οποίας δα διακρίνουμε τις ακόλουθες 

περιπτώσεις:86 

Α. Η τιμή τ του ποσοστού κέρδους, τ e[0, ooj και τ Φ R}

n , δεν αποτελεί ρίζα 

Rj η , με i — 1,2,...,k , της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Au. 

8 5 ΒΛέπε στην παράγραφο (I.5.a.C) το σύστημα (20). 

8 6 Είναι περιττό να Λάβουμε unóyn μας την περίπτωση που η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους αποτελεί μια 

ρίζα Rj " , με J = 1,2,...,À" -1 και Rj" Φ -R, της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Αη και επιπλέον 

Α. Α, 

στο διάνυσμα τιμών των βασικών εμπορευμάτων αντιστοιχεί η μη τετριμμένη Λύση ρ,• ' , Ρ / ' ^ Ρ ι κα\ 

y = 1,2,...,ir-1 του συστήματος (21), εφόσον η ανωτέρω Λύση περιέχει τουλάχιστον μια αρνητική 

συνιστώσα κι επομένως είναι οικονομικά μη σημαντική και 8α πρέπει να απορριφθεί. 
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Θέτοντας την μοναδική, μηδενική Λύση του διανύσματος τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων (θ] = 0) του συστήματος (21) στο σύστημα (22) θα έχουμε: 

ρ2[ΐ2-{\ + ήΑ22]=0 (23) 

Η διερεύνηση του συστήματος (23) ως προς τις δυνατές, μη αρνητικές μορφές 

του διανύσματος ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων και των τιμών Γ του ποσοστού 

κέρδους μας επιβάλλει να διακρίνουμε τις ακόλουδες λύσεις: 

• Η μη τετριμμένη Λύση ρ2, όπου το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι το προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication) θετικό ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α22, που συνδέεται με την μέγιστη 

ιδιοτιμή της χΑΐ1 ή με την αντίστοιχη τιμή R2 του ποσοστού κέρδους 8 7 και 

• Η τετριμμένη Λύση ρ2 = 0, που ισχύει για κάδε τιμή ΐ του ποσοστού κέρδους. 

Β. Η τιμή τ του ποσοστού κέρδους, με r = R]t αποτελεί την ελάχιστη δετική ρίζα 

i?j της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α\\, η οποία αντιστοιχεί στην 

μέγιστη ιδιοτιμή της Xm

u ,8 8 Στην τιμή R] του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί η μη 

τετριμμένη λύση Ρ] των τιμών των βασικών εμπορευμάτων.89 

8 7 Στην προκείμενη περίπτωση το σύστημα (23) λαμβάνει την μορφή του συστήματος (11) της παραγράφου 

(I.2.1.Ò). 

88 Στην προκείμενη περίπτωση το σύστημα (21) Λαμβάνει την μορφή του συστήματος (16) της παραγράφου 

(I.4.a). 

8 9 Ανεξάρτητα αν ισχύει: 

R = R2<Rl 

ή 

Λ — R, = Λ, 

72 



Αν στο σύστημα (22) θέσουμε την τιμή του ποσοστού κέρδους ίση με την τιμή 

R] και το διάνυσμα τιμών ρ] των βασικών εμπορευμάτων ίσο με την μη τετριμμένη 

Λύση pj του συστήματος (16), τότε Λαμβάνουμε το σύστημα (18).90Από την επίΛυση 

του συστήματος (18) ως προς το διάνυσμα τιμών Ρι των μη Βασικών εμπορευμάτων -

όταν αυτό είναι επι/\ύσιμο91 - προκύπτουν υποχρεωτικά αρνητικές συνιστώσες.92 

C. Η τιμή r του ποσοστού κέρδους, με r e[0, ooj και r = Rj n , αποτελεί μια ρίζα 

Rj Η , όπου i — 1,2,...,k , της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Αη, η οποία 

αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή της λ-ί

 η , με ϊ — 1,2,...Ι.93 Στην τιμή Ri " του ποσοστού 

9 0 Βλέπε την παράγραφο (I.4.Ò.A). 

91 Το σύστημα (18) είναι επιλύσιμο, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[l2 - (l + R{ )Α22 ] = mû[l2 - (l + Rl )Α22 , ρ, Αη (ΐ + Rx )] < η 

Προφανώς, στην περίπτωση που η ιδιοτιμή λη" της υηομήτρας Αη δεν περιλαμβάνεται στο φάσμα των 

χαρακτηριστικών τιμών της υπομήτρας Α22 8α έχουμε: 

m±\l2-{\ + R)A22} = η, 

Επομένως, το σύστημα (18) είναι πάντοτε επιΛύσιμο, εφόσον ισχύει: 

mû[l2 - (l + ß, )Α22 ] = nmk[l2 - (l + #, )A22 , ρ, Aa (l + Rt )] = η 

9 2 Στην περίπτωση που ισχύει: 

raiìk[l2 -(ì + Rì )Α22 ] = rank[l2 - (l + Ä, )A22 , ρ, Λ12 (l + Ä, )] < Β , 

το επιλύσιμο. σύστημα (18) 8α περιέχει υποχρεωτικά αρνητικές συνιστώσες, εφόσον η μήτρα: 

[/J-0+Ä.K] 

δεν είναι Μ-μήτρα. Για το δέμα αυτό βλέπε τις συνδήκες Ι27 κ α ι '28 στους Berman and Plemmons [1979, 

σελ. 136] και Nikaido [1968, σσ. 93-94]. 

9 3 Ανεξάρτητα αν ισχύει: 

# = fl2^fl, 
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κέρδους αντιστοιχεί η τετριμμένη λύση yp] = 0) των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων. 

Αν στο σύστημα (22) δέσουμε την τιμή του ποσοστού κέρδους Γ ίση με την 

τιμή Rj Π , y = 1,2,...ir και το διάνυσμα τιμών p\ των βασικών εμπορευμάτων ίσο με 

την τετριμμένη Λύση (j?j = θ) του συστήματος (21), τότε 9α έχουμε: 

Pi Ι -{l + Rf^ 
m 

= 0 (24) 

R = Rl=R2 
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Η διερεύνηση του συστήματος (24) ως προς τις δυνατές, μη αρνητικές μορφές του 

διανύσματος ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων και των τιμών RjU , Ι = 1,2,.,,k, του 

ποσοστού κέρδους μας επιβάλλει να διακρίνουμε τις ακόλουθες λύσεις: 

• Η τιμή Τ του ποσοστού κέρδους είναι ίση με την τιμή R\ και επιπλέον ισχύει: 

Με την τιμή R του ποσοστού κέρδους συνδέεται η μη τετριμμένη λύση ρ2 του 

συστήματος (24), όπου το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

το προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar multiplication) δετικό 

ιδιοδιάνυσμα της μήτρας ν422, που συνδέεται με την κοινή μέγιστη ιδιοτιμή 

^ ( = ^ Π =^ί22) τ ω υ υπομητρών Au και Λ 2 2

9 5 

• Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους είναι ίση με την τιμή R] και επιπλέον ισχύει: 

R = Λ] — Λ2 

Με την τιμή R του ποσοστού κέρδους συνδέεται η τετριμμένη λύση \ρ2 = Oj του 

συστήματος (24)?6 

• Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους είναι ίση με την τιμή Rjη, με 

/ = 1,2 min(/r, n — k — ìj και i?y

 π ^R2. Επομένως, ισχύει: 

Rf" = ^ 2 2 , μ ε / = l,2,...,min(^Ji-J!r-l) και R?1] *R2. 

94 Υπενθυμίζουμε, ότι, σύμφωνα με τη σχέση (2.2), ισχύει: 

R = R2 < R{ 

9 5 Βλέπε στην παράγραφο (1.2.1.b) το σύστημα (11). 

9 6 Βλέπε στην παράγραφο (I.2.1.b) το σύστημα (11). 
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Με την τιμή Rj " του ποσοστού κέρδους συνδέεται η μη τετριμμένη λύση ρ y2 του 

συστήματος (24), όπου το διάνυσμα τιμών ρ ν

2 , ι = 1,2,...,mmyk,n — k — 1} και 

Ρ;'22 ^ Ρ 2 ' ε * ν α ι »διοδιάνυσμα της μη διασπώμενης μήτρας Α22, που συνδέεται με 

την κοινή ιδιοτιμή λι " 
' 1 Λ 

V \+R?"J 
των υπομητρών Α\\ και /i22» 

Α, 

υποχρεωτικά κι αποκλειστικά δετικές κι αρνητικές συνιστώσες.97 

Α,·11 < <Xm

22 και i = \,2,...,mm[k,n-k-\). Το ιδιοδιάνυσμα p y

2 περιέχει 
1 + i?i 

• Η τιμή r του ποσοστού κέρδους είναι ίση με την τιμή Rjη, με 

/ = 1,2,...,min(ir,η-k-1) και Rl· " Φ R2. Επομένως, ισχύει: 

Rfu = ^ 2 2 , μ ε / = l , 2 , . . . ,min( l , / î -^ - l ) και Rf" * i ? 2 . 

Με την τιμή Rj η του ποσοστού κέρδους συνδέεται η τετριμμένη λύση (ρ 2 — 0) 

του συστήματος (24)98 και 

• Η τετριμμένη λύση j92 = 0, που ισχύει για κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους. 

I.e. Συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων και του ποσοστού κέρδους Γ στην μηδενική τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου W (w = 0) 

Από την εξέταση του συστήματος προσδιορισμού των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε, ότι, στην μηδενική τιμή του 

9 7 Βλέπε στηυ παράγραφο (I.5.b.A) το σύστημα (14). 

9 8 Βλέπε στην παράγραφο (I.5.b.A) το σύστημα (14). 
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ονομαστικού ωρομισθίου w [w = 0], οι δυνατές μη αρνητικές Λύσεις για το 

διάνυσμα τιμών ρ^ των k βασικών παραγόμενων εμπορευμάτων είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη Λύση ρ ] } όπου το διάνυσμα pj των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων είναι το προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication) θετικό ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α^, που συνδέεται με την μέγιστη 

ιδιοτιμή της χΑη ή, ισοδύναμα, με την τιμή i?j του ποσοστού κέρδους" και 

• Η τετριμμένη Λύση Ρ\=0, που ισχύει για κάθε τιμή r του ποσοστού κέρδους. 

Αν εφαρμόσουμε την ανωτέρω μη τετριμμένη Λύση του συστήματος 

προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού 

των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων, τότε προκύπτουν τα ακόΛουθα 

ενδεχόμενα: 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι μη 

επιλύσιμο 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιΛύσιμο και η τιμή ενός τουΛάχιστον μη βασικού εμπορεύματος είναι 

αρνητική.100 

9 9 Ανεξάρτητα αν ισχύει: 

R = R2 -< Ä, 

ή 

R = RÌ=R1 

100 Ανεξάρτητα αν ισχύει: 

R = R2-<Rl 

ή 

R = RÌ=RÌ 
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Αν, όμως, εφαρμόσουμε την τετριμμένη λύση του συστήματος προσδιορισμού 

των τιμών των βασικών εμπορευμάτων στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των 

μη βασικών εμπορευμάτων, τότε προκύπτουν τα ακόλουθα ενδεχόμενα: 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και λαμβάνει την μορφή του επιλυόμενου θετικά ιδιοσυστήματος (II)1 0 1 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και ισχύει: Pi — 0 

• είτε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

επιλύσιμο και η τιμή ενός τουλάχιστον μη βασικού εμπορεύματος είναι 

αρνητική.102 

Κατά συνέπεια, αποδεικνύεται, ότι στην μηδενική τιμή του ονομαστικού 

ωρομισθίου w (w = OJ, η μοναδική, με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar 

multiplication), οικονομικά σημαντική λύση για το διάνυσμα τιμών ρ των η 

παραγόμενων εμπορευμάτων και την τιμή τ του ποσοστού κέρδους είναι η 

ακόλουθη: 

Pi = 0 

1 0 1 Στην προκείμενη περίπτωση οι τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων εκφράζονται από το θετικό 

διάνυσμα ρ 2 , όπου με ρ 2 συμβολίζουμε το προσδιορισμένο με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication) θετικό ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α22, που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της 

1 0 2 Τα ανωτέρω ενδεχόμενα ισχύουν, ανεξάρτητα αν ισχύει: 

R = R2<R} 

ή 

R = R1=R2 
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p 2 ^ - 0 

και 

r - β 103, 104 

2. Η τιμή W του ονομαστικού ωρομισθίου είναι θετική ί W >- 0J 

Θα συζητήσουμε ξεχωριστά τον προσδιορισμό των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων από τον προσδιορισμό των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 

2.a. Το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

Όπως έχουμε δείξει, για μια τυχαία, θετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου 

W [w y 0 ] 1 0 5 το σύστημα (3) είναι επιλύσιμο ημιθετικά ως προς το διάνυσμα τιμών 

J?*] των δασικών εμπορευμάτων, αν και μόνο αν η μήτρα J]—u + r)A]j είναι μη 

ιδιάζουσα Μ-μήτρα. Αν θεωρήσουμε μόνο τις οικονομικά σημαντικές, δηλαδή τις μη 

αρνητικές τιμές του ποσοστού κέρδους, η μήτρα μ j — (l + rJAjJ είναι μη ιδιάζουσα 

Μ-μήτρα, αν και μόνο αν το Τ ανήκει στο διάστημα | θ , # ι ] . 1 0 6 

1 0 3 Ανεξάρτητα αν ισχύει: 

R = R 1 - < R l 

R = RÌ = R2 

104 Επομένως, στην μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W αντιστοιχούν περισσότερες από μια 

Λύσεις για το διάνυσμα των τιμών ρ των η παραγόμενων εμπορευμάτων και των τιμών του ποσοστού 

κέρδους Τ . Όμως, μόνο μια όμως από αυτές είναι οικονομικά σημαντική. 

1 0 5 Επομένως και για ένα τυχαίο θετικό διάνυσμα wl >- 0. 

1 0 6 ΒΛ. παράγραφο (I.5.a.A). 
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2.b. To σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

Εφόσον σε κάδε δετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου w (w >- θ) το 

διάνυσμα τιμών ρ^ των βασικών εμπορευμάτων είναι ημιδετικό, αν και μόνο αν το 

ποσοστό κέρδους τ ανήκει στο διάστημα |0,i?ij, σε κάδε τιμή του ποσοστού 

κέρδους τ που ανήκει στο διάστημα |0,i?]ì δα ισχύει: 

PlAn(\ + r) + wl2yO 

Έτσι, με βάση την ανωτέρω σχέση, το σύστημα (4) είναι επι?ιύσιμο ημιδετικά 

ως προς το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων, αν και μόνο αν η 

μήτρα Ij — \\ + τ\Α22 είναι μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα, δηλαδή, αν και μόνο αν το 

ποσοστό κέρδους τ ανήκει στο διάστημα 10, R2 ) . 

2.C. Συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων και του ποσοστού κέρδους Γ σε μια δετική τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου w [W>- Oj 

Από την εξέταση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των βασικών και 

των μη βασικών εμπορευμάτων, που προηγήδηκε, συμπεραίνουμε, ότι, σε μια δετική 

τιμή του ονομαστικού ωρομισδίου W ί W y 0), το διάνυσμα τιμών ρ των η 

παραγόμενων εμπορευμάτων είναι οικονομικά σημαντικό, αν και μόνο αν το ποσοστό 

κέρδους τ ανήκει στο διάστημα J0,i?J, όπου /? = min(i?j, i?2 ) ·107 

1 0 7 Κατά συνέπεια, ο εξωγενής καθορισμός της τιμής του ονομαστικού ωρομισθίου αποτελεί επαρκή 

συνθήκη για τον προσδιορισμό των οικονομικά σημαντικών τιμών των lì παραγόμενων εμπορευμάτων, αν 

και μόνο αν η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με το μηδέν. Η αιτία είναι απλή: Αν 

απαιτήσουμε οι τιμές των Ti παραγόμενων εμπορευμάτων να είναι οικονομικά σημαντικές, τότε μόνο 

στην περίπτωση που η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με το μηδέν, η εξωγενώς καθορισμένη 

τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου συνεπάγεται τον μονοσήμαντο προσδιορισμό του ποσοστού κέρδους. 
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III. Γενικό συμπέρασμα: Οι οικονομικά σημαντικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων, του ονομαστικού ωρομισθίου και του ποσοστού κέρδους Γ 

στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών. 

Η επίλυση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των βασικών και των μη 

βασικών εμπορευμάτων, που εξετάσαμε προηγουμένως, για μη αρνητικές τιμές του 

ποσοστού κέρδους r , του ονομαστικού ωρομισθίου W, των βασικών εμπορευμάτων 

J3j και των μη βασικών εμπορευμάτων ρ2, καθώς και για ημιθετικές τιμές των 

παραγόμενων εμπορευμάτων ρ μας οδηγεί στην διατύπωση των ακόλουθων 

συμπερασμάτων: 

1. Σε κάθε παραγωγική, γραμμική, διασπώμενη τεχνική παραγωγής1 0 8 υπάρχει μια 

θετική τιμή i?j του ποσοστού κέρδους, τέτοια ώστε: 

• Σε κάθε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, θετικό διάστημα 

τιμών \0,R\) αντιστοιχεί ένα μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός 

βαθμωτού, θετικό διάνυσμα Ρ\ των τιμών των k βασικών εμπορευμάτων και ένα 

θετικό ονομαστικό ωρομίσθιο W , 1 0 9 

1 0 8 Αναφερόμαστε σε παραγωγικές, γραμμικές, διασπώμενες τεχνικές παραγωγής της μορφής που 

περιγράφουν οι σχέσεις (2.1) και (2.2). 

1 0 9 Προφανώς, η ανωτέρω λύση δεν είναι η μοναδική μη αρνητική, εφόσον σε κάδε τιμή Γ του 

ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 0,i?j ) η μηδενική Λύση για το διάνυσμα τιμών ρ^ 

των βασικών εμπορευμάτων και την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W είναι επίσης επιτρεπτή. Είναι 

όμως η μοναδική οικονομικά σημαντική, στον 6α8μό που επικεντρώνουμε την προσοχή μας στο Βασικό 

υποσύστημα και παραβλέπουμε τους όρους αναπαραγωγής του μη Βασικού υποσυστήματος. Όμως, όπως 

ήδη δείξαμε στις παραγράφους (1.2.1.e) και (II.1.e) και 8α χρειαστεί να υπενθυμίσουμε παρακάτω, αν 

επικεντρώσουμε την προσοχή μας στο σύστημα παραγωγής στο σύνολο του και επομένως καταστεί 

απαραίτητο να λάβουμε unóyn μας τους όρους αναπαραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων, τότε στην 

τιμή R του ποσοστού κέρδους, με Ä = iî2 -< i î j , η οποία περιέχεται στο διάστημα 0,i?]J, η τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου W είναι ίση με το μηδέν και το αντίστοιχο οικονομικά σημαντικό διάνυσμα 

τιμών p των παραγόμενων εμπορευμάτων είναι ημιθετικό, τέτοιο ώστε οι τιμές των μη βασικών 

εμπορευμάτων ρ 0 είναι θετικές και οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων ρ. είναι ίσες με το μηδέν. Αυτό 
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Στην τιμή JRJ του ποσοστού κέρδους η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι 

ίση με το μηδέν (w = 0). 

Στην τιμή R\ του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί ένα μονοσήμαντα 

προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαδμωτού, δετικό διάνυσμα Pj των τιμών των 

βασικών εμπορευμάτων: το ιδιοδιάνυσμα της υπομήτρας Αη των τεχνικών 

μπορεί να φανεί ακόμη καθαρότερα, αν στην τιμή R του ποσοστού κέρδους συγκρίνουμε τις τιμές των 

βασικών εμπορευμάτων μιας διασπώμενης τεχνικής, που περιγράφεται από τη σχέση (2.1) και για την 

οποία ισχύει: 

R = R2-<RV 

- υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι θεωρούμε το σύστημα παραγωγής στο σύνολο του - με μια μη 

διασπώμενη τεχνική, που είναι ίδια με την βασική υηοτεχνική της διασπώμενης μήτρας, ούτως ώστε οι 

συνθήκες παραγωγής των βασικών εμπορευμάτων να είναι ίδιες. Ανάλογα συμπεράσματα προκύπτουν, 

όπως ήδη δείξαμε στις παραγράφους (1.3.e) και (1.4.e), σε κάθε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει 

στο διάστημα τιμών R-<r<R] και αποτελεί ρίζα R^ , με ;-
 Ώ = -ρ— , 1: = 1,2,..,,Λ — k — 1 και 

Ι?,·22 ^ R2 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \ΐ2 — (Ι + Γ)Α22 = 0 της μήτρας Α12, με την μόνη 

διαφορά ότι οι τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων περιέχουν αρνητικές συνιστώσες. Σε κάθε περίπτωση, 

διαπιστώνουμε, ότι, αντίθετα με την αρχική αντίληι^η του Sraffa που στη συνέχεια θεωρήθηκε οιονεί 

"αυτονόητη", σύμφωνα με την οποία οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι ανεξάρτητες από τις 

συνθήκες παραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων, οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων εξαρτώνται 

από τους όρους αναπαραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων, καίτοι στην παραγωγή των βασικών 

εμπορευμάτων δεν εισέρχονται, άμεσα ή έμμεσα, μη βασικά εμπορεύματα. Ο πρώτος που αμφισβήτησε 

ρητά το ανωτέρω δόγμα της νεορικαρντιανής θεωρίας, καίτοι αναφερόμενος σε ένα διαφορετικό χώρο: το 

χώρο των ονομαστικών μεγεθών, που ορίζεται από την εξίσωση τυποποίησης και μόνο για την περίπτωση 

που η μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής είναι μικρότερη της μέγιστης 

τιμής του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής είναι - σε μια σειρά εργασιών του - ο Σταμάτης, η 

πρώτη από τις οποίες είναι Σταμάτης [1992], 

82 



συντελεστών παραγωγής των βασικών εμπορευμάτων, που συνδέεται με την 

μέγιστη ιδιοτιμή της 1 1 0 και 

Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, δετικό διάστημα 

τιμών ii?],ooj, είτε η τιμή ενός τουλάχιστον βασικού εμπορεύματος είναι 

αρνητική είτε οι τιμές όλων των βασικών εμπορευμάτων είναι μηδενικές είτε το 

σύστημα προσδιορισμού των βασικών εμπορευμάτων είναι ασυμβίβαστο.111 

110 Προφανώς, η ανωτέρω λύση δεν είναι η μοναδική μη αρνητική, εφόσον στην τιμή R, του ποσοστού 

κέρδους η μηδενική λύση για το διάνυσμα τιμών ρ ( των βασικών εμπορευμάτων είναι επίσης επιτρεπτή. 

Είναι όμως η μοναδική οικονομικά σημαντική, στον 6α8μό που επικεντρώνουμε την προσοχή μας στο 

βασικό υποσύστημα και παραβλέπουμε τους όρους αναπαραγωγής του μη βασικού υποσυστήματος. Όμως, 

όπως ήδη δείξαμε στις παραγράφους (1.2.2.e) και (IM.e) και δα χρειαστεί να υπενθυμίσουμε παρακάτω, αν 

επικεντρώσουμε την προσοχή μας στο σύστημα παραγωγής στο σύνολο του και επομένως καταστεί 

απαραίτητο να λάβουμε unóyn μας τους όρους αναπαραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων, τότε στην 

τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R = i?( = R^, το αντίστοιχο οικονομικά σημαντικό διάνυσμα τιμών ρ 

των παραγόμενων εμπορευμάτων είναι ημιθετικό, τέτοιο ώστε οι τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων ρ 2 

είναι θετικές και οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων ρ{ είναι ίσες με το μηδέν. Αυτό μπορεί να φανεί 

ακόμη καθαρότερα, αν στην τιμή R του ποσοστού κέρδους συγκρίνουμε τις τιμές των βασικών 

εμπορευμάτων μιας διασπώμενης τεχνικής, που περιγράφεται από τη σχέση (2.1) και για την οποία ισχύεν. 

R = Rl=R2, 

- υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι θεωρούμε το σύστημα παραγωγής στο σύνολο του - με μια μη 

διασπώμενη τεχνική, που είναι ίδια με την βασική υποτεχνική της διασπώμενης μήτρας, ούτως ώστε οι 

συνθήκες παραγωγής των βασικών εμπορευμάτων να είναι ίδιες. Σε κάθε περίπτωση, διαπιστώνουμε κι 

εδώ, ότι, αντίθετα με την αρχική αντίλημ,η του Sraffa, σύμφωνα με την οποία οι τιμές των βασικών 

εμπορευμάτων είναι ανεξάρτητες από τις συνθήκες παραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων, οι τιμές 

των βασικών εμπορευμάτων εξαρτώνται από τους όρους αναπαραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων, 

καίτοι στην παραγωγή των βασικών εμπορευμάτων δεν εισέρχονται, άμεσα ή έμμεσα, μη βασικά 

εμπορεύματα. 

111 Για τους ανωτέρω λόγους ορίζουμε την τιμή R, του ποσοστού κέρδους ως την μέγιστη τιμή του 

ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής. Αποκλειστικό κριτήριο του ανωτέρω ορισμού είναι το εξής: 

Στο διάστημα τιμών 0,i?j Ι του ποσοστού κέρδους και μόνο σε αυτό είναι δυνατές θετικές τιμές των 

βασικών εμπορευμάτων (/)] >- 0) και ημιθετικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου ( w ^ O j . 
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Αντίθετα, ο συνήθης ορισμός που συναντάται στην βιβλιογραφία είναι ο εξής: Η μέγιστη τιμή του 

ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής είναι η τιμή του ποσοστού κέρδους, στην οποία αντιστοιχεί 

μια τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ίση με το μηδέν. Όμως, ο ανωτέρω ορισμός της μέγιστης τιμής του 

ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής παρουσιάζει τα ακόλουθα μειονεκτήματα: 

• Είναι ελλιπής, αφού δεν λαμβάνει unóyn της παρά μόνο το διάστημα 0,i?| της W ~Γ σχέσης. Με 

άλλα λόγια παραγνωρίζει ότι η W — Τ σχέση είναι μια πολυωνυμική συνάρτηση, η οποία έχει 

περισσότερα από ένα σημεία τομής με τον άξονα του ποσοστού κέρδους και, κατά συνέπεια, 

περισσότερα από ένα ημιδετικά διαστήματα τιμών του ονομαστικού ωρομισθίου. 

• Προϋποθέτει την ύπαρξη μιας W — Γ σχέσης, της οποίας η κλίση στο διάστημα 0, i?j είναι αρνητική, 

διότι μόνο τότε στην ελάχιστη τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ( W = 0 j αντιστοιχεί η μέγιστη τιμή 

του ποσοστού κέρδους R\. 

Μια δεύτερη, ελαφρά τροποποιημένη ε κ δ ο χ ή του ανωτέρω ορισμού, που επίσης συναντάται στην 

βιβλιογραφία είναι η εξής: Η μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής είναι η 

ελάχιστη τιμή του ποσοστού κέρδους, στην οποία αντιστοιχεί μια τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ίση 

με το μηδέν. Ανάλογα προς ότι είδαμε παραπάνω, ο ανωτέρω ορισμός της μέγιστης τιμής του ποσοστού 

κέρδους της βασικής υποτεχνικής παρουσιάζει τα ακόλουθα μειονεκτήματα: 

• Είναι ελλιπής, αφού από τα διαστήματα τιμών του ποσοστού κέρδους στα οποία αντιστοιχούν θετικές 

τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου δεν λαμβάνει unóyn της παρά μόνο το διάστημα |0 , i ? | ) της 

W— Τ σχέσης. Με άλλα λόγια παραγνωρίζει επίσης, ότι η W — Γ σχέση είναι μια πολυωνυμική 

συνάρτηση, η οποία έχει περισσότερα από ένα σημεία τομής με τον άξονα του ποσοστού κέρδους και, 

κατά συνέπεια, περισσότερα από ένα θετικά διαστήματα τιμών του ονομαστικού ωρομισθίου. 

• Προϋποθέτει την ύπαρξη μιας W — Γ σχέσης, της οποίας η κλίση στο διάστημα |0, i? |J είναι αρνητική, 

διότι μόνο τότε στην ελάχιστη τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ( W — 0 ) αντιστοιχεί η μέγιστη τιμή 

του ποσοστού κέρδους i?j. 

Ουσιαστικά, η ανωτέρω τροποποιημένη ε κ δ ο χ ή διαφέρει, ως προς την πρώτη, μόνο κατά το εξής: 

Προϋποθέτει ρητά το κριτήριο της θετικότητας των τιμών - έστω και σε περιορισμένη έκταση, 

αναφερόμενη, δηλαδή, μόνο στις ρίζες της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \\χ — y.-\-Î\AXÎ \ — 0 της 

υπομήτρας Α^ - εφόσον μόνο στην ελάχιστη τιμή του ποσοστού κέρδους που αντιστοιχεί στην μηδενική 

τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου αντιστοιχούν θετικές τιμές των βασικών εμπορευμάτων. 

Euvoyi^ovTaç, οι ορισμοί της μέγιστης τιμής R] του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής, 

που συναντώνται στην βιβλιογραφία, παρουσιάζουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά: 
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2. Σε κάδε παραγωγική, γραμμική, διασπώμενη τεχνική παραγωγής υπάρχει μια 

θετική τιμή R2

 τ ο υ ποσοστού κέρδους, τέτοια ώστε: 

• Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, δετικό διάστημα 

τιμών |0,i?2) αντιστοιχεί ένα μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός 

βαδμωτού, δετικό διάνυσμα ρ2 των τιμών των n — k μη βασικών εμπορευμάτων 

και ένα δετικό ονομαστικό ωρομίσδιο w. 

• Στην τιμή R2 του ποσοστού κέρδους η τιμή του ονομαστικού ωρομισδίου είναι 

ίση με το μηδέν [W = 0]. 

• Στην τιμή R2 του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί ένα μονοσήμαντα 

προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαδμωτού, δετικό διάνυσμα ρ 2 των τιμών των 

μη βασικών εμπορευμάτων: το ιδιοδιάνυσμα της υπομήτρας ^422 των τεχνικών 

συντελεστών παραγωγής, που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της και 

• Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, δετικό διάστημα 

τιμών yR2,coJ, είτε η τιμή ενός τουλάχιστον μη βασικού εμπορεύματος είναι 

• Είναι ελλιπείς, 

• Αναφέρονται επιλεκτικά - όταν αναφέρονται - στην αξίωση οι τιμές των δασικών εμπορευμάτων να 

είναι θετικές και 

• Προϋποθέτουν την τυποποίηση των τιμών, εφόσον ο σχηματισμός της W — Γ σχέσης, της οποίας η 

κλίση στο διάστημα 0,i?j είναι αρνητική, συνεπάγεται από την τυποποίηση των τιμών. 

Αντίστοιχα προς τη μέγιστη τιμή R] του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής ορίζουμε το 

οικονομικά σημαντικό διάστημα 0,^j του ποσοστού κέρδους της Βασικής υποτεχνικής. 
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αρνητική είτε οι τιμές ό/\ων των μη βασικών εμπορευμάτων είναι μηδενικές είτε 

το σύστημα προσδιορισμού των μη βασικών εμπορευμάτων είναι ασυμβίβαστο.112 

3. Σε κάδε παραγωγική, γραμμική, διασπώμενη τεχνική παραγωγής υπάρχει μια 

θετική τιμή R του ποσοστού κέρδους, όπου R = mini i?j, R2 ), τέτοια ώστε: 

• Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, δετικό διάστημα 

τιμών |0,iw αντιστοιχεί ένα μονοσήμαντα προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός 

βαδμωτού, δετικό διάνυσμα ρ των τιμών των η παραγόμενων εμπορευμάτων και 

ένα δετικό ονομαστικό ωρομίσδιο w . 

• Στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι 

ίση με το μηδέν \W = Oj. 

• Στην τιμή R του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί ένα μονοσήμαντα 

προσδιορισμένο, με εξαίρεση ενός βαδμωτού, ημιδετικό διάνυσμα ρ των τιμών 

1 1 2 Για τους ανωτέρω λόγους ορίζουμε την τιμή R2 του ποσοστού κέρδους ως την μέγιστη τιμή του 

ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής. Αποκλειστικό κριτήριο του ανωτέρω ορισμού είναι το 

εξής: Στο διάστημα τιμών 0,i?2 του ποσοστού κέρδους και μόνο σε αυτό είναι δυνατές Θετικές τιμές 

των μη Βασικών εμπορευμάτων Ι ρ 2 ^~0) κ α ι ημιδετικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου Ŵ > 0) . 

Αντίθετα, ο συνήθης ορισμός που συναντάται στην βιβλιογραφία είναι ο εξής: Η μέγιστη τιμή του 

ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής είναι η τιμή του ποσοστού κέρδους, στην οποία 

αντιστοιχούν τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου και των βασικών εμπορευμάτων ίσες με το μηδέν. 

Ανάλογα συμπεράσματα με αυτά στα οποία καταλήξαμε παραπάνω, κατά την εξέταση των 

εναλλακτικών ορισμών της μέγιστης τιμής του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής, ισχύουν και 

για την μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής. 

Αντίστοιχα προς τη μέγιστη τιμή R2 του ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής 

ορίζουμε το οικονομικά σημαντικό διάστημα \0,R~, του ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής. 
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των παραγόμενων εμπορευμάτων: το ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α των τεχνικών 

συντελεστών παραγωγής, που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της 1 1 3 και 

• Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, θετικό διάστημα 

τιμών (i?,oo), είτε η τιμή ενός τουλάχιστον παραγόμενου εμπορεύματος είναι 

αρνητική είτε οι τιμές όΛων των παραγόμενων εμπορευμάτων είναι μηδενικές είτε 

το σύστημα προσδιορισμού των παραγόμενων εμπορευμάτων είναι 

ασυμβίβαστο.114 

1 1 3 Οι τιμές ρ^ των βασικών εμπορευμάτων που περιλαμβάνει το ημιδετικό διάνυσμα ρ των 

παραγόμενων εμπορευμάτων είναι ίσες με το μηδέν, ενώ οι τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων ρ 2 

είναι θετικές. Επιπλέον, η μορφή του διανύσματος p των παραγόμενων εμπορευμάτων, που μόλις 

περιγράυ,αμε είναι ανεξάρτητη από το αν ισχύει: 

R = R{ = R2 

1 1 4 Για τους ανωτέρω λόγους ορίζουμε την τιμή jR του ποσοστού κέρδους ως την μέγιστη τιμή του 

ποσοστού κέρδους της τεχνικής. Αποκλειστικό κριτήριο του ανωτέρω ορισμού είναι το εξής: Στο διάστημα 

τιμών |0,i? του ποσοστού κέρδους και μόνο σε αυτό είναι δυνατές ημιδετικές τιμές των παραγόμενων 

εμπορευμάτων ( ρ > 0 ) και ημιδετικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου ( w > 0 ) . 

Αντίθετα, ο συνήθης ορισμός που συναντάται στην βιβλιογραφία είναι ο εξής: Η μέγιστη τιμή του 

ποσοστού κέρδους της τεχνικής είναι η τιμή του ποσοστού κέρδους, στην οποία αντιστοιχεί η μηδενική 

τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου. 

Ανάλογα συμπεράσματα με αυτά στα οποία καταλήξαμε παραπάνω, κατά την εξέταση των 

εναλλακτικών ορισμών της μέγιστης τιμής του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής, ισχύουν και 

για την μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους της τεχνικής. 

Αντίστοιχα προς τη μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους της τεχνικής ορίζουμε το οικονομικά 

σημαντικό διάστημα 0,/?| του ποσοστού κέρδους της τεχνικής. 
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4. Σε κάθε παραγωγική, γραμμική, διασπώμενη τεχνική παραγωγής της μορφής που 

περιγράφουν οι σχέσεις (2.1) και (2.2), οι τιμές των Βασικών εμπορευμάτων 

εξαρτώνται από τις συνθήκες παραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων, καίτοι 

στην παραγωγή των δασικών εμπορευμάτων δεν εισέρχονται μη βασικά 

εμπορεύματα. Οι συνθήκες παραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων 

εκφράζονται μέσα από το διάστημα των οικονομικά σημαντικών τιμών του 

ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής. Επομένως, η εξάρτηση των τιμών 

των βασικών εμπορευμάτων από τις συνθήκες παραγωγής των μη βασικών 

εμπορευμάτων εμφανίζεται μόνο όταν η μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους της 

μη βασικής υποτεχνικής είναι μικρότερη ή ίση της μέγιστης τιμής του ποσοστού 

κέρδους της βασικής υποτεχνικής. Αντίθετα, οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων 

είναι τότε μόνο ανεξάρτητες από τις συνθήκες παραγωγής των μη βασικών 

εμπορευμάτων, αν το μέγιστο ποσοστό κέρδους της τεχνικής είναι 

• Ίσο με το μέγιστο ποσοστό κέρδους του βασικού υποσυστήματος και 

• Μικρότερο από το μέγιστο ποσοστό κέρδους του μη βασικού υποσυστήματος. 
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5. Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΥΠΟΠΟΙΗΣΗΣ ΤΩΝ ΤΙΜΩΝ 

Από την εξέταση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των βασικών και 

των μη βασικών εμπορευμάτων που προηγήθηκε συμπεραίνουμε, ότι, σε κάδε τιμή τ 

του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 0< r < R, η τιμή W του 

ονομαστικού ωρομισθίου και το διάνυσμα ρ των τιμών των η παραγόμενων 

εμπορευμάτων, που αντιστοιχούν στην οικονομικά σημαντική Λύση, είναι 

προσδιορισμένα με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar multiplication). Επιπλέον 

δείξαμε, ότι, σε κάθε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 

0 < Τ < i?], υπάρχει μια μοναδική, με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar 

multiplication), οικονομικά σημαντική Λύση για την τιμή W του ονομαστικού 

ωρομισθίου και το διάνυσμα ρ^ των τιμών των k βασικών, παραγόμενων 

εμπορευμάτων. 

Ο βαθμός ελευθερίας στις ανωτέρω λύσεις115 αίρεται με την προσθήκη της 

εξίσωσης τυποποίησης. Σύμφωνα με την εξίσωση τυποποίησης, η τιμή ενός απλού ή 

σύνθετου εμπορεύματος, το οποίο θα ονομάζουμε τυπικό εμπόρευμα,116 εξισώνεται: 

• είτε με μια σταθερά ποσότητα του ίδιου, που στην προκείμενη περίπτωση 

117 

λειτουργεί ως μέτρο των τιμών, δηλαδή ως "χρήμα" 

1 1 5 Ο μοναδικός βαθμός ελευθερίας είναι απόρροια του γεγονότος, ότι στα συστήματα (4.3) και (4.4) δεν 

υπάρχει απόφανση όσον αφορά το εμπόρευμα, σε όρους του οποίου εκφράζονται οι τιμές. Έτσι, κάθε 

περιγραφόμενο από την τεχνική παραγωγής εμπόρευμα κάνει χρήση του δυνητικού του δικαιώματος να 

λειτουργεί ως μέτρο των τιμών. 

1 1 6 Το τυπικό εμπόρευμα, το οποίο θα συμβολίζουμε με U, παριστάνεται με ένα ημιθετικό διάνυσμα 

στήλη, τάξης .ΒΧΐ. Αναλυτικά μπορεί να γραφεί ως εξής: 

" = ("ι."2)
Τ> 

όπου με U\ συμβολίζουμε τό διάνυσμα στήλη, τάξης 1 x 1 , των βασικών εμπορευμάτων του τυπικού 

εμπορεύματος και με li2 συμβολίζουμε το διάνυσμα στήλη, τάξης Ιπ — kìXÌ, των μη βασικών 

εμπορευμάτων του τυπικού εμπορεύματος. 
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• είτε με μια σταθερά ποσότητα ενός ομογενούς, διαιρετού κι εκτατικού αγαθού, που 

δεν περιγράφεται από την τεχνική παραγωγής ως εμπόρευμα αλλά Λειτουργεί ως 

e -ν e - « » 118, 119 

μέτρο των τιμών, οηΛαοη ως χρήμα . 

Στη συνέχεια, σε κάθε τιμή r του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο 

διάστημα τιμών |0,/?]|, θα διερευνήσουμε το σύστημα προσδιορισμού των 

ονομαστικών ημών, που προκύπτει από την προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης 

στα συστήματα (4.3) και (4.4).120 

1 1 7 Στην προκείμενη περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης έχει την ακόλουθη μορφή: 

PU = C, 

όπου με C συμβολίζουμε τη σταθερά της τυποποίησης, η οποία παριστάνεται με ένα καθαρό βαδμωτό. 

1 1 8 Στην προκείμενη περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης έχει την ακόλουθη μορφή; 

pu = c, 

όπου με C συμβολίζουμε τη σταδερά της τυποποίησης, δηλαδή ένα βαδμωτό του οποίου η διάσταση 

είναι: μονάδες του λειτουργούντος ως "χρήμα" αγαδού ανά μονάδα τυπικού εμπορεύματος. 

1 1 9 Σε κάδε περίπτωση, μέσω της εξίσωσης τυποποίησης οι τιμές όλων των περιγραφόμενων από την 

τεχνική παραγωγής εμπορευμάτων εκφράζονται, άμεσα ή έμμεσα αντίστοιχα, σε όρους του τυπικού 

εμπορεύματος. Για το λόγο αυτό, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης οδηγεί στην άρση του 

μοναδικού βαδμού ελευδερίας των συστημάτων (4.3) και (4.4). 

120 jvjg άλλα λόγια, δα διερευνήσουμε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών για μια 

εξωγενώς καθορισμένη τιμή Γ του ποσοστού κέρδους. Περιορίζουμε σκόπιμα την ανάλυση μας στο 

διάστημα τιμών 0,i?j του ποσοστού κέρδους Γ, επειδή, όπως δείξαμε στο τμήμα (4), μόνο στο ανωτέρω 

διάστημα μπορούν να εντοπιστούν - για ημιδετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου - ημιδετικές τιμές 

είτε όλων των βασικών εμπορευμάτων είτε όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων. 
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I. To σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών του ονομαστικού 

ωρομισθίου και των παραγόμενων εμπορευμάτων στις οικονομικά 

σημαντικές τιμές του ποσοστού κέρδους τ. 

Θα διαχωρίσουμε τις τιμές του ποσοστού κέρδους r στα ακόΛουδα επιμέρους 

διαστήματα τιμών. 

1. Η τιμή r του ποσοστού κέρδους ανήκει στο διάστημα 0 < r -< R 

Θα μελετήσουμε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών που 

αντιστοιχεί σε κάθε μια από τις ακόλουθες μορφές εξισώσεων τυποποίησης: 

l.a. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

pu = 1, με u = (uì,U2) και ü 2 >0 1 2 1 (1) 

Από τις σχέσεις (4.6), (4.7) και την εξίσωση τυποποίησης (1) δα έχουμε: 

jr>ii = 1 <r> 

plüi+p1U2=\<^> 

wL /, - ( ΐ + Γ)Λ η ]Λ, + [p]An(\ + r) + wl2] [/ 2 -( l + r)A22]_Iü2 = l <=> 

^ - ( l + r ) ^ ] ]u}+ iwl][h~{\ + r)Au]
 ] Au(\ + r) + wl2\[l2-(\ + r)A22]

 ]u2 = \ 

wl\ll-(\ + r)Au]~iul+w\ll[ll-(] + r)Au]^ 

121 Απλοποιούμε την εξίσωση τυποποίησης διαιρώντας και τα δύο μέλη της με τη σταθερά της 

τυποποίησης. Το τυπικό εμπόρευμα της εξίσωσης τυποποίησης (1), το οποίο χάριν απλοποίησης 

λειτουργεί και ως "χρήμα", περιέχει τουλάχιστον ένα μη βασικό εμπόρευμα σε 8ετική ποσότητα. 
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ψ - 122 

ψ , -(1+ r)A11]"
1u1 + [/,[/, - ( 1 + Γ)ΑΙΓ42(ΐ + ') + '2} [/2 - ( 1 + ' Κ Γ Ο 2 

Από την ανωτέρω εξίσωση συνεπάγεται, ότι, σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού 

κέρδους, που ανήκει στο διάστημα τιμών 0<r-<R, η εξίσωση τυποποίησης (1) έχει 

νόημα, αν και μόνο αν η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W είναι διάφορη του 

μηδενός, δηλαδή, αν και μόνο αν είναι θετική.123 Επομένως, η γενική ισχύς της 

εξίσωσης τυποποίησης (1) στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, με 0 < r -< R, 

επιβάλλει την εφαρμογή της μη τετριμμένης λύσης των συστημάτων (4.6) και (4.7) για 

την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και τις τιμές των βασικών και μη βασικών 

εμπορευμάτων.124 

1 2 2 Η ανωτέρω σχέση αποτελεί την Ψ — Τ σχέση στο διάστημα τιμών 0 < Τ -< R του ποσοστού κέρδους, 

που αντιστοιχεί στην εξίσωση τυποποίησης (1). 

1 2 3 ΣΤΟ διάστημα 0 < Γ -< R του ποσοστού κέρδους Γ οι μήτρες 

[ Ί - Ο + Ή ] 

και 

[l2-(\ + r)An] 

είναι μη ιδιάζουσες και μη διασπώμενες μήτρες. Επομένως, 8α ισχύει: 

[/.-(l + rKfVo 

και 

[j2-(l + r)A22]%0 

1 2 4 Κατά συνέπεια, από την εξίσωση τυποποίησης (1) προκύπτει, ότι στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, 

με 0 <Γ-<!$, η τετριμμένη Λύση των συστημάτων (4,6) και (4.7) για την τιμή του ονομαστικού 

ωρομισθίου και τις τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων είναι μη επιτρεπτή. 
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Εφαρμόζοντας την ανωτέρω θετική λύση του ονομαστικού ωρομισθίου W στις 

εξισώσεις (4.6) και (4.7), προσδιορίζουμε τις θετικές ονομαστικές τιμές Ρ] και ρ 2

 τ ω ν 

βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων αντίστοιχα. Έτσι, η προσθήκη της εξίσωσης 

τυποποίησης (1) στα συστήματα (4.6) και (4.7) οδηγεί στον προσδιορισμό μιας θετικής 

Λύσης για την τιμή W του ονομαστικού ωρομισθίου και το διάνυσμα ρ των 

ονομαστικών τιμών των η παραγόμενων εμπορευμάτων. Προφανώς, η ανωτέρω 

θετική Λύση είναι συγγραμμική με την μοναδική, με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to 

scalar multiplication), θετική Λύση για το επαυξημένο διάνυσμα \p,wj των τιμών ρ 

των η παραγόμενων εμπορευμάτων και της τιμής w του μη παραγόμενου 

εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης, που προκύπτει από τα συστήματα εξισώσεων 

(4.6) και (4.7). 

l.b. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

P ] ü l =1125 {2) 

Από τη σχέση (4.6) και την εξίσωση τυποποίησης (2) θα έχουμε: 

flUj = 1 Ο 

w/j[/i-(l + r)An] Ü!=1<=> 

w ! 126 

Ψ,-Ο+ΓΚ]" 1«, 

1 2 5 Απλοποιούμε την εξίσωση τυποποίησης διαιρώντας και τα δύο μέλη της με τη σταθερά της 

τυποποίησης. Σύμφωνα με την εξίσωση τυποποίησης (2), δα ισχύει: 

u 2 = 0 

Επομένως, το τυπικό εμπόρευμα της εξίσωσης τυποποίησης (2), το οποίο χάριν απλοποίησης λειτουργεί 

και ως "χρήμα", αποτελείται από ένα απλό ή σύνθετο βασικό εμπόρευμα. 

1 2 6 Η ανωτέρω σχέση αποτελεί την W — Τ σχέση στο διάστημα τιμών 0 < Τ -< R του ποσοστού κέρδους, 

που αντιστοιχεί στην εξίσωση τυποποίησης (2). 
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Από την ανωτέρω εξίσωση συνεπάγεται, ότι, σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού 

κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 0<r^,R, η εξίσωση τυποποίησης (2) έχει 

νόημα, αν και μόνο αν η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι διάφορη του 

μηδενός, δηλαδή, αν και μόνο αν είναι θετική.127 Επομένως, η γενική ισχύς της 

εξίσωσης τυποποίησης (2) σε κάθε τιμή Υ του ποσοστού κέρδους, με 0 < τ -< R, 

επιβάλλει την εφαρμογή της μη τετριμμένης λύσης του συστήματος (4.6) για την τιμή 

του ονομαστικού ωρομισθίου W και τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων.128 

Εφαρμόζοντας την ανωτέρω θετική λύση του ονομαστικού ωρομισθίου W στις 

εξισώσεων (4.6) και (4.7), προσδιορίζουμε τις θετικές ονομαστικές τιμές ρ^ και ρ2 

των βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων αντίστοιχα. Έτσι, η προσθήκη της 

εξίσωσης τυποποίησης (2) στα συστήματα (4.6) και (4.7) οδηγεί στον προσδιορισμό 

μιας θετικής λύσης για την τιμή w του ονομαστικού ωρομισθίου και το διάνυσμα ρ 

των ονομαστικών τιμών των η παραγόμενων εμπορευμάτων. Προφανώς, η ανωτέρω 

θετική λύση είναι συγγραμμική με την μοναδική, με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to 

scalar multiplication), θετική λύση για το επαυξημένο διάνυσμα \P,WJ των τιμών ρ 

των η παραγόμενων εμπορευμάτων και της τιμής W του μη παραγόμενου 

εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης, που προκύπτει από τα συστήματα εξισώσεων 

(4.6) και (4.7). 

1 2 7 Όπως είδαμε παραπάνω, στο διάστημα 0 < Γ -< R του ποσοστού κέρδους Γ η μήτρα: 

είναι μη ιδιάζουσα και μη διασπώμενη μήτρα. Επομένως, 8α ισχύει: 

[/.-(î+r^yVo 
128 Κατά συνέπεια, από την εξίσωση τυποποίησης (2) προκύπτει, ότι στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, 

με 0 </"-</?, η τετριμμένη λύση του συστήματος (4.6) για την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και τις 

τιμές των Βασικών εμπορευμάτων είναι μη επιτρεπτή. 
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I.e. Συμπέρασμα: Οι ονομαστικές τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και 

του ονομαστικού ωρομισθίου στο διάστημα 0 < τ -< R του ποσοστού κέρδους Γ 

Από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών 

των βασικών και των μη δασικών εμπορευμάτων που προηγήθηκε συμπεραίνουμε, 

ότι, σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών 

0 < r -< R, οι σχέσεις μεταξύ των ονομαστικών τιμών είναι αφενός μεν ίδιες για κάδε 

τυποποίηση των τιμών, αφετέρου ίδιες με τις σχέσεις μεταξύ των αντίστοιχων, 

προσδιορισμένων με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar multiplication), 

οικονομικά σημαντικών τιμών της τεχνικής. 

2. Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους είναι ίση με R 

Θα διακρίνουμε τις ακόΛουδες περιπτώσεις: 

2.1. Η τιμή R του ποσοστού κέρδους είναι μικρότερη της τιμής R\ yR<Ri) 

Θα μελετήσουμε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών που 

αντιστοιχεί σε κάδε μια από τις ακόλουθες μορφές εξισώσεων τυποποίησης: 

2.1.a. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

pu = \, με ü = (üj,ü2) και u 2 > 0 (1) 

Αναλυτικότερα, η εξίσωση τυποποίησης (1) γράφεται ως εξής: 

p]u]+p2u2=l (3) 

Από τη σχέση (3) συνεπάγεται, ότι, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με 

R<R]t η εξίσωση τυποποίησης (1) έχει νόημα, αν και μόνο αν οι τιμές των βασικών 

και μη βασικών εμπορευμάτων είναι προσδιορισμένες129 και μη μηδενικές. Όμως, 

1 2 9 Στην παράγραφο (4.1.2.1.a) δείξαμε, ότι στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R-<R^, ο\ τιμές των 

βασικών εμπορευμάτων είναι πάντοτε προσδιορισμένες. Επομένως, σύμφωνα με την εξίσωση τυποποίησης 
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όπως δείξαμε στην παράγραφο (4.1.2.1.c), στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με 

R -< JRJ , υπάρχει μια μοναδική, μη μηδενική Λύση του διανύσματος τιμών. Η λύση 

αυτή είναι ημιδετική και έχει την ακόλουθη μορφή: 

w = 0 

Pi = 0 

και 

ρ2>~0 

Επομένως, η ισχύς της εξίσωσης τυποποίησης (1) στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους, με i? -< JRJ , επιβάλλει οι τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και η τιμή 

του ονομαστικού ωρομισθίου να έχουν την μορφή της ανωτέρω λύσης.130 Σύμφωνα 

με τις τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και την τιμή του ονομαστικού 

ο)ρομισδίου που μόλις περιγράιιαμε, η σχέση (3) γράφεται ως εξής: 

(1), προσδιορισμένες 8α είναι και οι τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων. Σε κάθε άλλη περίπτωση η 

εξίσωση τυποποίησης (1) είναι αδύνατη. 

1 3 0 Δηλαδή, η ισχύς της εξίσωσης τυποποίησης (1) στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R-<R\, 

επιβάλλει την εφαρμογή της τετριμμένης λύσης του συστήματος (4.9) για την τιμή του ονομαστικού 

ωρομισθίου και τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων. Κατά συνέπεια, η μη τετριμμένη λύση του 

συστήματος (4.9) για την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι 

μη επιτρεπτή. Στο σημείο αυτό 8α πρέπει να πούμε, επειδή φαίνεται ότι δεν έχει προσεχθεί καθόλου, ότι 

ο Sraffa [1985, Παράρτημα Β, σελ. 137], μελετώντας την περίπτωση που ισχύει: 

R2 •< R\ 

με την βοήθεια ενός απλού παραδείγματος μιας τεχνικής παραγωγής που παράγει ένα μόνο μη βασικό 

εμπόρευμα, το οποίο ονόμασε "φασόλια" (beans), επισήμανε, για πρώτη φορά, ότι η ονομαστική τιμή του 

βασικού εμπορεύματος είναι ίση με το μηδέν, όταν οι τιμές μετρηθούν με μέτρο το μη βασικό εμπόρευμα 

("φασόλια"). 
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Με βάση την ανωτέρω εξίσωση προσδιορίζουμε τις θετικές ονομαστικές τιμές 

ρ 2 των μη βασικών εμπορευμάτων. Έτσι, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (1) 

στα συστήματα (4.9), (4.10) και (4.11) οδηγεί στον προσδιορισμό της μηδενικής λύσης 

για την τιμή W του ονομαστικού ωρομισθίου και το διάνυσμα Ρ\ των ονομαστικών 

τιμών των k βασικών εμπορευμάτων και μιας θετικής λύσης για το διάνυσμα ρ2 των 

ονομαστικών τιμών των η — k μη βασικών εμπορευμάτων. Με άλλα λόγια, στην τιμή 

R του ποσοστού κέρδους, με R ~< i?j, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (1) στα 

συστήματα (4.9), (4.10) και (4.11) συνεπάγεται την διαμόρφωση των ακόλουθων 

ονομαστικών τιμών: 

w = Q 

Pi = 0 

και 

ρ 2 ^ 0 

Προφανώς, η ανωτέρω ημιθετική λύση είναι συγγραμμική με την μοναδική, με 

εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar multiplication), ημιθετική λύση για το 

επαυξημένο διάνυσμα (p,wj των τιμών ρ των η παραγόμενων εμπορευμάτων και 

της τιμής W του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης, που 

προκύπτει από τα συστήματα εξισώσεων (4.9), (4.10) και (4.11). 
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2.1.b. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

Plöi = 1 (2) 

Από τη σχέση (4.9) και την εξίσωση τυποποίησης (2) δα έχουμε: 

w/j [/, — (1 + Λ)Αη ] _ 1 iij = 1 ^ ^ 

w = ! 131 

ψ,-Ο + ̂ ΛΐΓ"! 

Από την ανωτέρω εξίσωση συνεπάγεται, ότι, στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους, η εξίσωση τυποποίησης (2) έχει νόημα, αν και μόνο αν η τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου είναι διάφορη του μηδενός, δηλαδή, αν και μόνο αν είναι 

θετική.132 Εφαρμόζοντας την ανωτέρω θετική Λύση του ονομαστικού ωρομισθίου W 

στην εξίσωση (4.9) προσδιορίζουμε τις θετικές ονομαστικές τιμές ρ^ των βασικών 

εμπορευμάτων.133 Προφανώς, η ανωτέρω θετική Λύση είναι συγγραμμική με την 

μοναδική, με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar multiplication), μη τετριμμένη, 

θετική Λύση για το διάνυσμα ρ\ των τιμών των k βασικών, παραγόμενων 

1 3 1 Η ανωτέρω σχέση εκφράζει την τιμή που Λαμβάνει το ονομαστικό ωρομίσθιο στην τιμή R του 

ποσοστού κέρδους, με R^R^, σύμφωνα με την εξίσωση τυποποίησης (2). 

1 3 2 Στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R ~\R]t η μήτρα: 

είναι μη ιδιάζουσα και μη διασπώμενη μήτρα. Επομένως, 8α ισχύει: 

- ι 
[/,-(! + />„]" ^0 

1 3 3 Επομένως, η ισχύς της εξίσωσης τυποποίησης (2) στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R-<Rlt 

επιβάλλει την εφαρμογή της μη τετριμμένης Λύσης του συστήματος (4.9) για την τιμή του ονομαστικού 

ωρομισθίου και τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων. Κατά συνέπεια, η τετριμμένη λύση του συστήματος 

(4.9) για την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι μη 

επιτρεπτή. 
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εμπορευμάτων και την τιμή w του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής 

δύναμης, που προκύπτει από το σύστημα εξισώσεων (4.9). Θέτοντας, στη συνέχεια, 

τις θετικές ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου w και των βασικών 

εμπορευμάτων ρ^ στο σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων (4.10), το ανωτέρω σύστημα καθίσταται απροσδιόριστο.134 

Έτσι, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (2) στα συστήματα (4.9) και 

(4.10) οδηγεί στον προσδιορισμό μιας θετικής λύσης για την τιμή W του 

ονομαστικού ωρομισθίου και το διάνυσμα ρ^ των ονομαστικών τιμών των k 

βασικών εμπορευμάτων, καθώς και σε ένα αδύνατο διάνυσμα τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων. 

2.I.C. Συμπέρασμα: Οι ονομαστικές τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και 

του ονομαστικού ωρομισθίου στην τιμή R του ποσοστού κέρδους Γ (i?-<i?jj 

Από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών 

των βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων που προηγήθηκε συμπεραίνουμε, 

ότι, στην τιμή R, με R-< R\, του ποσοστού κέρδους, για κάθε τυποποίηση των τιμών 

με ένα τυπικό εμπόρευμα που περιέχει στη σύνθεση του τουλάχιστον ένα μη βασικό 

εμπόρευμα, οι σχέσεις μεταξύ των ονομαστικών τιμών είναι ίδιες με τις σχέσεις 

μεταξύ των αντίστοιχων, προσδιορισμένων με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar 

multiplication), οικονομικά σημαντικών τιμών της τεχνικής. 

Στην εναλλακτική περίπτωση που οι τιμές έχουν τυποποιηθεί με μια εξίσωση 

τυποποίησης των τιμών της οποίας το τυπικό εμπόρευμα αποτελείται από ένα απλό ή 

σύνθετο βασικό εμπόρευμα, οι ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου w 

και των βασικών εμπορευμάτων ρι είναι θετικές, ενώ ο προσδιορισμός των τιμών 

των μη βασικών εμπορευμάτων είναι αδύνατος. 

ΒΛέπε την παράγραφο (4.1.2.1.b). 
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2.2. Η τιμή R του ποσοστού κέρδους είναι ίση με την τιμή R] (R = R\) 

Θα μελετήσουμε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών που 

αντιστοιχεί σε κάδε μια από τις ακόΛουδες μορφές εξισώσεων τυποποίησης: 

2.2.a. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

pu=\, με ι/ = (ϋ],ι/2) και u2>0 (1) 

Από τη σχέση (3) συνεπάγεται, ότι, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με 

R = i?j, η εξίσωση τυποποίησης (1) έχει νόημα, αν και μόνο αν οι τιμές των βασικών 

και μη βασικών εμπορευμάτων είναι προσδιορισμένες 1 3 5 και μη μηδενικές. Όμως, 

όπως δείξαμε στην παράγραφο (4.1.2.2.c), στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με 

R = i?j, υπάρχει μια μοναδική μη μηδενική Λύση του διανύσματος τιμών. Η Λύση 

αυτή είναι ημιθετική και έχει την ακόΛουδη μορφή: 

w = 0 

και 

ρ 2 ^ 0 

Επομένως, η ισχύς της εξίσωσης τυποποίησης (1) στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους, με R = R]} επιβάΛΛει οι τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και η τιμή 

του ονομαστικού ωρομισθίου να έχουν την μορφή της ανωτέρω Λύσης.136 

1 3 5 Στην παράγραφο (4.1.2.2.a) δείξαμε, ότι στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R — R]: ο\ τιμές των 

δασικών εμπορευμάτων είναι πάντοτε προσδιορισμένες. Επομένως, σύμφωνα με την εξίσωση τυποποίησης 

(1), προσδιορισμένες 8α είναι και οι τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων. Σε κάδε άλλη περίπτωση η 

εξίσωση τυποποίησης (1) είναι αδύνατη. 

1 3 6 Δηλαδή, η ισχύς της εξίσωσης τυποποίησης (1) στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R = R]t 

επιβάλλει αφενός μεν την μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου, αφετέρου την εφαρμογή της 

τετριμμένης λύσης του ιδιοσυστήματος (4.12) για τις τιμές των δασικών εμπορευμάτων. Έτσι, σύμφωνα με 

την εξίσωση τυποποίησης (1), η θετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ή η μη τετριμμένη λύση του 
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Σύμφωνα με ης τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και την τιμή του ονομαστικού 

ωρομισθίου που μόλις περιγράμαμε, η σχέση (3) γράφεται ως εξής: 

p]U]+p2u2=\<^> 

Με δάση την ανωτέρω εξίσωση προσδιορίζουμε τις Θετικές ονομαστικές τιμές 

ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων. Έτσι, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (1) 

στα συστήματα (4.11), (4.12) και (4.13) οδηγεί στον προσδιορισμό της μηδενικής 

Λύσης για την τιμή W του ονομαστικού ωρομισθίου και το διάνυσμα ρ\ των 

ονομαστικών τιμών των k βασικών εμπορευμάτων και μιας θετικής Λύσης για το 

διάνυσμα ρ2 των ονομαστικών τιμών των η — k μη βασικών εμπορευμάτων. Με άλλα 

Λόγια, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R = i?j, η προσθήκη της εξίσωσης 

τυποποίησης (1) στα συστήματα (4.11), (4.12) και (4.13) συνεπάγεται την διαμόρφωση 

των ακόΛουθων ονομαστικών τιμών: 

w = Q 

και 

ρ 2>-0 

Προφανώς, η ανωτέρω ημιθετική Λύση είναι συγγραμμική με την μοναδική, με 

εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar multiplication), ημιθεπκή Λύση για το 

επαυξημένο διάνυσμα \p,WJ των τιμών ρ των η παραγόμενων εμπορευμάτων και 

της τιμής w του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής δύναμης, που 

προκύπτει από τα συστήματα εξισώσεων (4.11), (4.12) και (4.13). 

ιδιοσυστήματος (4.12) για τις τιμές των Βασικών εμπορευμάτων είναι, στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους, με R — Rì, μη επιτρεπτές δυνατότητες. 
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2.2.b. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

Piüi = 1 ' ' (2) 

Στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R = i?j, η εξίσωση τυποποίησης (2) 

έχει νόημα, αν και μόνο αν οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι 

προσδιορισμένες και μη μηδενικές.137 Σύμφωνα με τη σχέση (4.12), στην τιμή R 

του ποσοστού κέρδους, με R= i?j, υπάρχει μια μοναδική μη μηδενική Λύση ρ j του 

διανύσματος τιμών των βασικών εμπορευμάτων.138 Η Λύση pj είναι θετική και 

προφανώς ισχύει, αν και μόνο αν η τιμή w του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση 

με το μηδέν [W = 0J.139 Έτσι, η εξίσωση τυποποίησης (2) γράφεται ως εξής: 

Ρ ι « ι = 1 

Από την ανωτέρω σχέση προσδιορίζουμε τις θετικές ονομαστικές τιμές pj των 

βασικών εμπορευμάτων. Επομένως, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (2) στα 

συστήματα (4.8) και (4.12) οδηγεί στον προσδιορισμό της μηδενικής Λύσης για την 

1 3 7 Σε κάδε άλλη περίπτωση η εξίσωση τυποποίησης (2) είναι αδύνατη. 

1 3 8 Υπενθυμίζουμε ότι με το διάνυσμα Ρ| συμβολίζουμε το ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Alt , που συνδέεται 

με την μέγιστη ιδιοτιμή της λ 

1 3 9 Επομένως, η ισχύς της εξίσωσης τυποποίησης (2) στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, με R — R^, 

επιβάλλει αφενός μεν την μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου, αφετέρου την εφαρμογή της μη 

τετριμμένης λύσης του ιδιοσυστήματος (4.12) για τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων. Έτσι, σύμφωνα με 

την εξίσωση τυποποίησης (2), η θετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ή η τετριμμένη λύση του 

ιδιοσυστήματος (4.12) για τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι, στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους, με R = R\, μη επιτρεπτές δυνατότητες. 
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τιμή W του ονομαστικού ωρομισθίου και της θετικής Λύσης pj για το διάνυσμα των 

ονομαστικών τιμών των k βασικών εμπορευμάτων. Προφανώς, η ανωτέρω δετική 

λύση είναι συγγραμμική με την μοναδική, με εξαίρεση ενός 6α8μωτού (up to scalar 

multiplication), μη τετριμμένη, δετική Λύση για το διάνυσμα pj των τιμών των k 

βασικών εμπορευμάτων της τεχνικής. 

Θέτοντας, στη συνέχεια, την μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W 

και τις θετικές ονομαστικές τιμές των βασικών εμπορευμάτων pj στο σύστημα 

προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων (4.13), το 

ανωτέρω σύστημα καθίσταται απροσδιόριστο.140 

Έτσι, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (2) στα συστήματα (4.8), (4.12) 

και (4.13) οδηγεί στον προσδιορισμό της μηδενικής Λύσης για την τιμή W του 

ονομαστικού ωρομισθίου, της θετικής Λύσης για το διάνυσμα Pj των ονομαστικών 

τιμών των k βασικών εμπορευμάτων, καθώς και σε ένα αδύνατο διάνυσμα τιμών των 

μη βασικών εμπορευμάτων. 

2.2.C. Συμπέρασμα: Οι ονομαστικές τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και 

του ονομαστικού ωρομισθίου στην τιμή R του ποσοστού κέρδους Γ yR = R\) 

Από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών 

των βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων που προηγήθηκε συμπεραίνουμε, 

ότι, στην τιμή R, με R = R], του ποσοστού κέρδους, για κάθε τυποποίηση των ημών, 

η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με το μηδέν. 

Επίσης, για κάθε τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα που περιέχει 

στη σύνθεση του τουλάχιστον ένα μη βασικό εμπόρευμα, οι σχέσεις μεταξύ των 

ονομαστικών τιμών είναι ίδιες με τις σχέσεις μεταξύ των αντίστοιχων, 

Βλέπε την παράγραφο (4.1.2.2.b). 
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προσδιορισμένων με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar multiplication), οικονομικά 

σημαντικών τιμών της τεχνικής. 

Στην εναλλακτική περίπτωση που οι τιμές έχουν τυποποιηθεί με μια εξίσωση 

τυποποίησης των τιμών της οποίας το τυπικό εμπόρευμα αποτελείται από ένα απλό ή 

σύνθετο βασικό εμπόρευμα, οι ονομαστικές τιμές των βασικών εμπορευμάτων pj 

είναι θετικές, ενώ ο προσδιορισμός των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

αδύνατος. 

3. Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους ανήκει στο διάστημα R -< τ < R\ 

Θα μελετήσουμε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών που 

αντιστοιχεί σε κάδε μια από τις ακόλουδες μορφές εξισώσεων τυποποίησης: 

3.a. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

pu = 1, με U = (uuU2) και U2 > 0 (1) 

Από τη σχέση (3) συνεπάγεται, ότι, σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, 

που ανήκει στο διάστημα R-< r -<R\, η εξίσωση τυποποίησης (1) έχει νόημα, αν και 

μόνο αν οι τιμές των βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων είναι προσδιορισμένες 

και διάφορες του μηδενός.1 4 1 

Σύμφωνα με τα συστήματα σχέσεις (4.4), (4.6), (4.7) και (4.14), στην τιμή r του 

ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα R< Γ -< R\, οι δυνατές μη μηδενικές 

λύσεις του επιλυόμενου συστήματος προσδιορισμού των τιμών είναι οι εξής: 1 4 2 

1 4 1 Στην παράγραφο (4.1.3.a) δείξαμε, ότι, σε κάθε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο 

διάστημα τιμών R-^, Γ -< R{, οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι πάντοτε προσδιορισμένες. 

Επομένως, σύμφωνα με την εξίσωση τυποποίησης (1), προσδιορισμένες 8α είναι και οι τιμές των μη 

βασικών εμπορευμάτων. Σε κάδε άλΛη περίπτωση η εξίσωση τυποποίησης (1) είναι αδύνατη. 

1 4 2 Οι Λύσεις που ακοΛουδούν προκύπτουν από την ανάΛυση των αντίστοιχων παραγράφων (4.3.a) και 

(4.3.D). 

104 



• Σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα R -< Τ -< R\, οι 

προσδιορισμένες, με εξαίρεση ενός βαδμωτού, τιμές των βασικών εμπορευμάτων 

και του ονομαστικού ωρομισθίου είναι δετικές. Το αντίστοιχο, διάφορο του 

μηδενός, διάνυσμα τιμών pi των μη βασικών εμπορευμάτων - εφόσον 

προσδιορίζεται143 - θα περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα και 

• Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα R-< r -< R], με 

r = Rj22, όπου η τιμή i?y

 2 2 , i = 1,2,...,η — k — ì και Rj22 Φ R2, αποτελεί ρίζα της 

"χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α22, οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων 

και του ονομαστικού ωρομισδίου είναι ίσες με το μηδέν. Το αντίστοιχο, διάφορο 

του μηδενός, διάνυσμα τιμών py2 των μη βασικών εμπορευμάτων δα περιλαμβάνει 

τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα.144 

Με την προσδήκη της εξίσωσης τυποποίησης (1) στα συστήματα 

προσδιορισμού των τιμών σχέσεις (4.4), (4.6), (4.7) και (4.14) οι δυνατές, μη μηδενικές 

1 4 3 Το αντίστοιχο σύστημα (4), για δετικές τιμές των βασικών εμπορευμάτων και του ονομαστικού 

ωρομισδίου, είναι συμβιβαστό, αν και μόνο αν ισχύει: 

rankj/2 - ( l + τ)Αη 1 = rank[/2 - (l + τ)Αη, ρ,Λ12 (ΐ + τ) + wl2 ] < η 

1 4 4 Έτσι, σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών R -< Γ -< ÄJ και 

1 — XÄ22 

αποτελεί ρίζα R-22, με R,-11 = τ — , ί = 1,2,....fl — k — 1 και RI

11^R1 της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης det \Ι2 ~( 1 + Τ)Α22 \= 0 της μήτρας Α22 αντιστοιχούν το πολύ δύο διανύσματα μη μηδενικών 

τιμών. 

Αναγκαία και ικανή συνδήκη για να ισχύουν οι παραπάνω Λύσεις είναι: 

τ 
rank / 2 -(ΐ + ̂ 22)Λ22 =ï&rk\l2-(\ + R.»y22,piAl2(l + R^)) + wl2 <η· 
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λύσεις του επιλυόμενου συστήματος προσδιορισμού των "ονομαστικών" τιμών1 4 5 

διαμορφώνονται αντίστοιχα ως εξής: 

Α.Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα i?-<r-<i?j, με 

r&Rj21, i = 1,2,...,J] — k — 1, οι ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου 

W και των βασικών εμπορευμάτων ρ^ είναι είτε θετικές είτε αρνητικές. Σε κάδε 

περίπτωση, το αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα ονομαστικών τιμών j)2 

των μη βασικών εμπορευμάτων δα περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική 

συνιστώσα. 

Πράγματι, από τις σχέσεις (4.6), (4.7) και την εξίσωση τυποποίησης (1) δα 

έχουμε: 

w ! 146, 147 

— ι \ 

1 4 5 Μιλάμε για "ονομαστικές" τιμές, επειδή στην προκείμενη περίπτωση το αντίστοιχο σύστημα 

προσδιορισμού των εμπορευμάτων ενδέχεται να έχει περισσότερους από ένα βαθμούς ελευθερίας. Σε 

αυτήν την περίπτωση, η εισαγωγή της εξίσωσης τυποποίησης δεν επαρκεί για τον προσδιορισμό των 

ονομαστικών τιμών. 

1 4 6 Η ανωτέρω σχέση, η οποία αποτελεί την W~Γ σχέση του διαστήματος τιμών R^T-^R^ του 

ποσοστού κέρδους που αντιστοιχεί στην εξίσωση τυποποίησης (1), προκύπτει αναπτύσσοντας μια ανάλογη 

συλλογιστική με αυτήν που περιγράιιαμε στην παράγραφο (l.a). Προφανώς, σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού 

1 _ Ì Αν 
κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών i? <̂ Τ -< R, και δεν αποτελεί ρίζα R-η , με i? η = 

λ^ 

1 = 1,2,..., η —1 — 1 και Rj22^R2, της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης dot \ΐ2 — (Ι + Γ )Α22 \= 0 της μήτρας 

Α22 οι μήτρες: 

[/,-(l + r)Au] 

και 

[ι2-(ι+/μ22] 
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Σύμφωνα με την ανωτέρω σχέση, σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους που 

ανήκει στο διάστημα R •< r -< R\, με r Φ i?;

 22 και / = 1,2,..., η — k — 1, οι ονομαστικές 

τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου W και των βασικών εμπορευμάτων ρ^ είναι είτε 

θετικές είτε αρνητικές.148 

είναι μη ιδιάζουσες. 

1 4 7 Υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι η εξίσωση τυποποίησης είναι δυνατή, δηλαδή σε κάδε τιμή Γ του 

ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα i? ^ Γ -< J?(1 ισχύει: 

pu*0 

Στην αντίθετη περίπτωση, που σε μια ορισμένη τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα 

R<r^Rv ισχύει: 

η ανωτέρω W — Γ σχέση, στην δεδομένη τιμή Ι του ποσοστού κέρδους, δεν 8α ορίζεται. 

1 4 8 Σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα i? -< Τ -< Rl η μήτρα: 

είναι μη ιδιάζουσα και μη διασπώμενη μήτρα. Επομένως, δα ισχύει: 

[/.-(î+ZKfVo 

Το ίδιο, όμως, δε συμβαίνει και με τη μήτρα: 

['2-0+'Kl· 
η οποία δα περιέχει υποχρεωτικά αρνητικά στοιχεία. Επομένως, το πρόσημο του ονομαστικού ωρομισδίου: 

1 
w = 

/1[/ |-(l + r)A11]~
1ü]+[;i[/]-(l + r)An]"

l^2(l + r) + /2}[/2-(l + r)A22]"
1
ii2 

δα εξαρτάται από το πρόσημο του βαδμωτού: 

ψ. -(ι+'ΚΓ"ι+{ψ. -Ο+'ΚΓ^Ο+ΟΗ} [J2 -0+'ΚΓ Β 2 

ΤέΛος, σύμφωνα με τη σχέση (4.6), οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων και του ονομαστικού 

ωρομισδίου είναι ομόσημες. 
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Εφαρμόζοντας τις προκύπτουσες ονομαστικές τιμές του ονομαστικού 

ωρομισθίου w και των βασικών εμπορευμάτων Pj στο σύστημα προσδιορισμού των 

ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων (4.4) ή (4.7), το οποίο υποθέσαμε 

ότι είναι συμβιβαστό, προκύπτει ένα πλήρως προσδιορισμένο διάνυσμα ονομαστικών 

τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων,149 το οποίο περιέχει υποχρεωτικά αρνητικές 

συνιστώσες.150 

Β.Στην τιμή τ του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα R-<r-<R[, με 

r = Rj

n, ι' — 1,2,...,H — k — 1, οι "ονομαστικές" τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου 

W και των βασικών εμπορευμάτων ρί είναι είτε θετικές είτε ίσες με το μηδέν. Σε 

κάθε περίπτωση, το προκύπτον διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων, ρ 2

 η Ρ; αντίστοιχα, θα περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική 

συνιστώσα. 

Σε μια τυχαία τιμή Rj η , ί = 1,2,..., JÎ — k — 1, του π ο σ ο σ τ ο ύ κέρδους, που 

ανήκει στο διάστημα R-<r-<Ri, αντιστοιχίζουμε αυθαίρετα μια ορισμένη θετ ική τιμή 

All 

149 
-ΑΓ32 

Αν η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί ρίζα R:11, με R-n — , 1 — 1,2,...,73 — & — 1 
A l l 

λ-11 

και Rj12 Φ Rl της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 — il + ΓίΑ^ = ^ τ η ? PnTPQÇ ^ 2 · τ ο σύστημα 

προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι πΛήρως προσδιορισμένο, 

εφόσον ισχύει: 

rank[/2 - ( 1 + Γ)Λ 2 2 1 = Γ3ΙΕ[/2 -{\ + Γ)Α11, ptΛ12 (ί + r) + w/21 ~η 

1 5 0 Η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (1) και της σχέσης (4.4). Βλ. την 

παράγραφο (4.1.3.b.Α). 
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του ονομαστικού ωρομισθίου w [w >- OJ και, επομένως, ένα ορισμένο θετικό 

διάνυσμα ονομαστικών τιμών ft των βασικών εμπορευμάτων (ft >- 0] .151 Αν ισχύει: 

rankf 72 - il + R.f* W 1 = rank J2 - (l + R^ W , ftAn (l + RÏ* ) + wl21 < η • 1, 

τότε, προφανώς, για κάδε δετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου w το σύστημα 

προσδιορισμού των "ονομαστικών" τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

συμβιβαστό152 και από την επίλυση του προκύπτουν υποχρεωτικά αρνητικές 

συνιστώσες,153 ανεξάρτητα από τον αριθμό των βαθμών ελευθερίας του.154 

1 5 1 Οι ανωτέρω θετικές ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου και των βασικών εμπορευμάτων 

είναι "αυθαίρετες" κι επομένως δεν υπαγορεύονται από την εξίσωση τυποποίησης (1). 

1 5 2 Σε κάθε διαφορετική θετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου αντιστοιχεί μια παράλληλη μετατόπιση 

του διανύσματος: 

Ρ Λ ( Ι + ^ ) + ^ 

1 5 3 Η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (1) και της σχέσης (4.4). Βλ. την 

παράγραφο (4.I.3.D.A). 

1 — λ ΑΏ 

1 5 4 Αν η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα R. ·22 , με 22 = — - γ — , ί = 1,2,...,Λ — k — 1 και 

λ - 2 2 

Rj22 Φ R2 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det /, — il + fjA,2 = 0 της μήτρας Α21 και με την τιμή / 

συνδέονται θετικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου (w>~0) και των τιμών ρί των βασικών 

εμπορευμάτων ( ρχ >- 0), τότε το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των μη Βασικών εμπορευμάτων, για 

την εξίσωση τυποποίησης (1), έχει τουλάχιστον δύο Βαθμούς ελευθερίας. Προφανώς, ο ένας από αυτούς 

αναφέρεται στο σύστημα προσδιορισμού των τιμών των Βασικών εμπορευμάτων. Θα έχει ακριβώς δύο 

βαθμούς ελευθερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

r a n k L - ^ + fl;1")^ = rank /2 - ( l + Ä^)A r , psAn{\ + R.22} + wL = n-\, 
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Αντίθετα, αν για μια αυθαίρετα ορισμένη θετική τιμή του ονομαστικού 

ωρομισθίου W (w >- 0J και, επομένως, για το αντίστοιχα αυθαίρετα ορισμένο θετικό 

διάνυσμα ονομαστικών τιμών Ρ] των βασικών εμπορευμάτων yp^ >- 0J ισχύει: 

rank[/2 - ( l + Rf11}Α221-<rank I2 -(\ + Rf12\A22, pxAn(l + Rf22) + wI2 <n, 

τότε, προφανώς, για κάθε θετική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W το σύστημα 

προσδιορισμού των "ονομαστικών" τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

ασυμβίβαστο. 

Σε κάθε περίπτωση, ανεξάρτητα αν στην τιμή Rj22 του ποσοστού κέρδους το 

σύστημα προσδιορισμού των "ονομαστικών" τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

είναι συμβιβαστό ή ασυμβίβαστο, για θετικές ονομαστικές τιμές του ονομαστικού 

ωρομισθίου w [w >- 0) και των βασικών εμπορευμάτων ρ] (/>] >- 0J το σύστημα 

προσδιορισμού των "ονομαστικών" τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

πάντοτε συμβιβαστό, αν οι ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου w και 

των βασικών εμπορευμάτων είναι ίσες με το μηδέν, δη/\αδή έχουμε: 

και 

? ι = 0 

αντίστοιχα. 

δηλαδή, αν και μόνο αν η ρίζα Rj22 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det μ , — (̂ l + r j ^ Ι = 0 της μήτρας 

Λ22 είναι ημι-απΛή. Αντίθετα, το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων 8α έχει περισσότερους από δύο βαθμούς ελευθερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

ranktΙ2 - ( ΐ + Rfa )Α 2 , 1 = rankt/, - ( l + Rf11 )Α21 , ρ^(ΐ + Rf12 ) + wl2 

τ 
·<η-

Σε κάδε περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης (1) δεν επαρκεί για τον προσδιορισμό των 

ονομαστικών τιμών των εμπορευμάτων. 
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Τότε, σύμφωνα με τη σχέση (4.14), το αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα 

"ονομαστικών" τιμών ρ y των μη βασικών εμπορευμάτων 8α περιλαμβάνει 

τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα,155 ανεξάρτητα αν είναι πλήρως προσδιορισμένο 

ή έχει ένα ή περισσότερους από ένα βαδμούς ελευδερίας.156 

1 5 5 Η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (1) και της σχέσης (4.14). ΒΛ. την 

παράγραφο (4.I.3.Ò.B). Στην προκείμενη περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης (1) γράφεται ως εξής: 

Ρ Ν = Ι 

156 ΑΏ Ay- \-lf22 

Αν η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα Rt-
Ώ , με y22 = , / = 1,2,...,Λ — k— 1 . , - -,-,·.., και 

λ*» 

Rj21 Φ i?2 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det /, — Π + /JA,2 = 0 της μήτρας Αη και με την τιμή Ι 

συνδέονται μηδενικές ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου ( W — 0 ) και των τιμών ρ, των 

βασικών εμπορευμάτων ( Pj = 0), τότε το ιδιοσύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών ρ;· 
Αχ 

των 

μη βασικών εμπορευμάτων 8α είναι πλήρως προσδιορισμένο, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[/2-(l + i ^ 2 ) ^ J = H-l, 

δηλαδή, αν και μόνο αν η ρίζα Rj" της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 ~(1 + Γ)Α, 2 \ = "" τ η £ μήτρας 

Α,2 είναι ημι-απλή. Στην προκείμενη περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης (1) επαρκεί για τον 

προσδιορισμό των ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων, υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι 

δεν ισχύει: 

Ρ Ν = Ο · 

Αντίστοιχα, αν στην τιμή Rj Ώ του ποσοστού κέρδους το σύστημα προσδιορισμού των τιμών των 

μη βασικών εμπορευμάτων είναι συμβιβαστό για θετικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου ( w ^ O j και 

των τιμών Ρ\ των βασικών εμπορευμάτων {/?, )^0), η W — Γ σχέση είναι αόριστη στην τιμή Rj22 του 

ποσοστού κέρδους, εφόσον οποιαδήποτε μη αρνητική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι αποδεκτή, 
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Επομένως, από την εξίσωση τυποποίησης (1) και τις σχέσεις (4.4), (4.6), (4.7) 

και (4.14) συνεπάγεται, ότι, σε κάθε τιμή τ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο 

διάστημα R<r <R\, το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων 8α περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα, ανεξάρτητα αν 

με την τιμή Τ του ποσοστού κέρδους συνδέονται θετικές, αρνητικές ή ίσες με το 

μηδέν "ονομαστικές" τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου W και των βασικών 

εμπορευμάτων Ρ] και ανεξάρτητα αν το σύστημα προσδιορισμού των "ονομαστικών" 

υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι η εξίσωση τυποποίησης (1) είναι δυνατή, δηλαδή στην τιμή R{

21 του 

ποσοστού κέρδους ισχύει: 

Στην αντίθετη περίπτωση, που στην τιμή Rj22 του ποσοστού κέρδους το σύστημα προσδιορισμού των 

τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι συμβιβαστό μόνο για μηδενικές ονομαστικές τιμές του 

ονομαστικού ωρομισθίου (w = 0j και των τιμών ρ^ των βασικών εμπορευμάτων ypi = 0 ), η W — Γ 

σχέση ορίζεται μονοσήμαντα στην τιμή RjU του ποσοστού κέρδους και το ονομαστικό ωρομισθίου 

Λαμβάνει την μηδενική τιμή (w = 0J, υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι η εξίσωση τυποποίησης (1) είναι 

δυνατή, δηλαδή στην τιμή R{

 21 του ποσοστού κέρδους ισχύει: 

p ; S 2 * 0 . 

Προφανώς, αν δεν ισχύει η ανωτέρω συνθήκη, τότε η εξίσωση τυποποίησης (1) και αδύνατη και 

επομένως ο βαθμός ελευθερίας παραμένει. Στην προκείμενη περίπτωση, το σύστημα προσδιορισμού των 

ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων θα έχει ένα ή περισσότερους από ένα βαθμούς 

ελευθερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

rankk-^l + J^JAj-^;}- •1 

Κατά συνέπεια, η εξίσωση τυποποίησης (1) δεν επαρκεί νια τον προσδιορισμό των ονομαστικών τιμών 

των μη βασικών εμπορευμάτων. 
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τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι πλήρως προσδιορισμένο ή έχει ένα ή 

περισσότερους από ένα βαδμούς ελευθερίας. 

Επιπλέον δείξαμε, ότι, σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, που ανήκει 

\-λ­
οτό διάστημα τιμών R-< Γ -< R\ και αποτελεί ρίζα Rj22, με R^ 

_ Α21 

ΑηΊ η Α-, '22 

if22 

ϊ = 1,2,...,η — k — 1 και Rj22 Φ R2 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας 

Α22 δα αντιστοιχούν το πολύ δύο διανύσματα "ονομαστικών" τιμών.157 

Αναγκαία και ικανή συνδήκη για να αντιστοιχούν δύο διανύσματα 

"ονομαστικών" τιμών είναι: 

τ 
rank[/2 - ( ΐ + ̂ ) ^ ] = ΐΒώ[/2 - ( l + J?^),422, ρ^ Ι 2(ΐ + ^ ) + /̂2 

<η-\ 

1 5 7 Τα δύο ενδεχόμενα διανύσματα "ονομαστικών" τιμών περιγράφονται ως εξής: 

• Οι "ονομαστικές" τιμές των βασικών εμπορευμάτων ρ ( και του ονομαστικού ωρομισθίου W είναι 

θετικές. Τ ο αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών ρ 2

 τ ω ν Ρ η βασικών 

εμπορευμάτων 8α περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα και 

• Οι ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου W και των βασικών εμπορευμάτων ρί είναι ίσες 

με το μηδέν. Το αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών ρ ( · 2 των μη 

βασικών εμπορευμάτων 8α περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. 

Σημειώνουμε ότι αναφερόμαστε σε διανύσματα "ονομαστικών" τιμών, δηλαδή σε διανύσματα 

τιμών, τα οποία ακόμα και μετά την εξίσωση τυποποίησης (1) δεν είναι πλήρως προσδιορισμένα. Στην 

αντίθετη περίπτωση, που αναφερόμασταν σε διανύσματα ονομαστικών τιμών, δηλαδή σε διανύσματα 

πλήρως προσδιορισμένων τιμών, ο ανωτέρω ισχυρισμός μας είναι αφενός μεν αυτονόητος, δηλαδή 

τετριμμένος, στον βαθμό που η εξίσωση τυποποίησης (1) δεν επαρκεί για τον προσδιορισμό των 

ονομαστικών τιμών των εμπορευμάτων και επομένως θα υπάρχουν τουλάχιστον δύο διανύσματα 

ονομαστικών τιμών, αφετέρου ανακριβής, εφόσον τελικά, αφού προσμετρήσουμε όλες τις παραμέτρους που 

περιγράμ,αμε παραπάνω, θα υπάρχουν τουλάχιστον τρία διανύσματα ονομαστικών τιμών. 
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Προφανώς, αν ισχύει: 

rank[/2-(l + i ^ ) Αη \- η — 1 -< rank 

> Λ 22 

72-(l + ̂ ^ 2 2 , M 2 ( l + i?^) + ^ 2 

τότε, στις τιμές Rj του ποσοστού κέρδους, το σύστημα προσδιορισμού των 

ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων λαμβάνει την μορφή ενός πλήρως 

προσδιορισμένου ιδιοσυστήματος: του ιδιοσυστήματος που αντιστοιχεί σε μηδενικές 

τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου και των ονομαστικών τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων. 

Θα δείξουμε, ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη για να ισχύει η ανωτέρω σχέση 

είναι η εξής: 

• Η τιμή Rj 22 είναι ημι-απλή ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α ή 

της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Λ22. Δηλαδή ισχύει: 

rank Ι - ( l + j?f22 Α 22 η —Ì και 

22 • Το διάνυσμα άμεσης εργασίας / δεν είναι κάδετο στο δεξιό ιδιοδιάνυσμα Qy 

της μήτρας Α που συνδέεται με την ημι-απλή ρίζα Rj " της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της μήτρας Α ή της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας ;4 2 2 . 1 5 8 

Απόδειξη: Αρκεί να αποδείξουμε, ότι οι σχέσεις: 

IQf22 * 0 

και 

rank /2-(i+sf^22,M2(i+^)+Irf2 = D 

1 5 8 Η ανωτέρω συνθήκη, όταν αναφέρεται στο σύνολο των χαρακτηριστικών ριζών μιας μη διασπώμενης 

μήτρας, ορίζει τη Λεγόμενη "κανονική οικονομία" (regular economy). Βλ. Schefold [1976, σελ. 22], 
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είναι ισοδύναμες. 

Ορίζουμε: 

Q ? ! 2 = ( q ? f > < i i ? ) T . 

όπου με qyf συμβολίζουμε το υποδιάνυσμα τάξης ir χ 1 και με (\jf συμβολίζουμε 

το υποδιάνυσμα τάξης yn — kjx\. 

Έτσι, δα έχουμε: 

7Qf22 * 0 < ^ 

4qif+Μί?*ο*»ο 

5 9 Σύμφωνα με τη σχέση (2.1), το ιδιοδιάνυσμα Q/22 = ( q , · ? > <1;2 ) της μήτρας Α, ως προς 

χαρακτηριστική" της ρίζας R,22, προσδιορίζεται ως εξής: 

τη 

με 

(q^qSf^O1 JJ(^>q5)r(1 + ^ ) 

Ù=An*Hl + Rîa) 

^ - A n ^ ( l + R^) + An^(l + R^): 

-(i+^)A,]qJ2=A2q5(i+^): 

qff = ! / , - ( ! + «> )An]"A12qg(l + Äi») 
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[/, - (l + Rp )Λ,, ]"' Auqff (l + R** ) 1 + ;2 qft * 0 «* 

/,[/, - (l + Ä,4» JA, ]"' 412(l + A,*» )+/ 2 j q& * Ο Ο 

Λ 
w 

i12(l + ̂ ) + / 2 }q^^0» 

[}lAn(\ + Rf*) + wl1}q%*0 

Δεδομένου ότι η τιμή Rj22 είναι ημι-απλή ρίζα της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της μήτρας ^422, η ανωτέρω σχέση δα ισχύει για κάδε δεξιό ιδιοδιάνυσμα 

q, f , τάξης η χ 1, της μήτρας Α22, που συνδέεται με την "χαρακτηριστική" της ρίζα 

Rj η . Επομένως, σύμφωνα με την Πρόταση (2.1), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη 

με τη σχέση: 

rank 7 2 - ( ΐ + ̂ ) Λ 2 2 , ? Ι Λ 1 2 ( ΐ + Α ^ ) + ^ 2 = η 

3.b. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

Piüj = 1 

Από τη σχέση (4.6) και την εξίσωση τυποποίησης (2) δα έχουμε: 

(2) 

ψψ,-Ο + Γ^Λ,-Ι <=> 
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w = - 1 6 0 

Α [ Λ - 0 + 0 Α ι ]" "ι 

Από την ανωτέρω εξίσωση συνεπάγεται, ότι, σε κάδε τιμή τ του ποσοστού 

κέρδους που ανήκει στο διάστημα R< r <R\, η εξίσωση τυποποίησης (2) έχει 

νόημα, αν και μόνο αν η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι διάφορη του 

μηδενός, δηλαδή, αν και μόνο αν είναι θετική.161 

Εφαρμόζοντας την ανωτέρω θετική Λύση του ονομαστικού ωρομισθίου W στην 

εξίσωση (4.6) προσδιορίζουμε τις θετικές ονομαστικές τιμές ρ\ των δασικών 

εμπορευμάτων.162 Προφανώς, η ανωτέρω θετική λύση είναι συγγραμμική με την 

μοναδική, με εξαίρεση ενός βαθμωτού (up to scalar multiplication), μη τετριμμένη, 

θετική λύση για το διάνυσμα Ρ\ των τιμών των ir βασικών, παραγόμενων 

εμπορευμάτων και την τιμή w του μη παραγόμενου εμπορεύματος, της εργασιακής 

δύναμης, που προκύπτει από το σύστημα εξισώσεων (4.6). 

1 6 0 Η ανωτέρω σχέση αποτελεί την W — Γ σχέση του διαστήματος τιμών R^,T-<Rl του ποσοστού 

κέρδους, που αντιστοιχεί στην εξίσωση τυποποίησης (2). 

1 6 1 Σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα τιμών i?-*< Γ ~< R^, η μήτρα: 

[/.-(l + r)^] 

είναι μη ιδιάζουσα και μη διασπώμενη μήτρα. Επομένως, 8α ισχύει: 

[/.-(l + rKf^O 

1 6 2 Επομένως, η ισχύς της εξίσωσης τυποποίησης (2) σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει 

στο διάστημα τιμών J? -< Γ -< R\ επιβάλλει την εφαρμογή της μη τετριμμένης λύσης του συστήματος (4.6) 

για την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και τις τιμές των δασικών εμπορευμάτων. Κατά συνέπεια, η 

τετριμμένη λύση του συστήματος (4.6) για την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και τις τιμές των 

βασικών εμπορευμάτων είναι μη επιτρεπτή. 
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Στη συνεχεία, θέτουμε τις Θετικές ονομαστικές τιμές Pj των βασικών 

εμπορευμάτων και του ονομαστικού ωρομισθίου W, που προσδιορίσαμε παραπάνω, 

στο σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

(4.4). Σε κάθε τυχαία τιμή τ του ποσοστού κέρδους, με r e yR, i?j J, θα αντιστοιχεί 

μια από τις παρακάτω επιμέρους περιπτώσεις: 

Α. Η τιμή τ του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί ρίζα R·22 , με i?, " Φ R1 και 

/ = 1,2,...,π— k — 1 , της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Λ22. 

Στην προκείμενη περίπτωση, το σύστημα (4.4) είναι πάντοτε επιλύσιμο}63 Από 

την επίλυση του προκύπτει ένα διάφορο του μηδενός, πλήρες προσδιορισμένο 

διάνυσμα των ονομαστικών τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων, το οποίο 

περιέχει αρνητικές συνιστώσες.164 Δηλαδή, θα υπάρχει τουλάχιστον ένα μη βασικό 

εμπόρευμα του οποίου η ονομαστική τιμή είναι αρνητική. 

Β.Η τιμή r του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα Rjη , με Rj 22 Φ R2 και 

ί = 1,2,..., 12 — k — 1, της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α22. 

Στην προκείμενη περίπτωση, παρουσιάζονται τα ακόλουθα ενδεχόμενα: 

ο Το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι μη επιλύσιμο 1 6 5 και 

1 6 3 Εφόσον ισχύει: 

rank[72 — (l + /")Λ22] = ranki/, -{\ + τ)Ατ_, ρ^Αη{\ + τ) + ψΐΛ =η 

1 6 4 Η απόδειξη αποτελεί απΛή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (2) και της σχέσης (4.4). ΒΛ. την 

παράγραφο (4.1.3.b.A). 

1 6 5 Στην παράγραφο (3.a) συζητήσαμε εκτενώς την περίπτωση αυτή. 
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• Το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι επιλύσψο και η "ονομαστική" τιμή 1 6 6 ενός τουλάχιστον μη 

βασικού εμπορεύματος είναι αρνητική.167 

Έτσι, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (2) στα συστήματα (4.4) και (4.6) 

οδηγεί στον προσδιορισμό μιας θετικής Λύσης για την τιμή W του ονομαστικού 

ωρομισθίου και το διάνυσμα Ρ] των ονομαστικών τιμών των k Βασικών 

1 — λ Αη 

1 6 6 Στην προκείμενη περίπτωση, στην τιμή i?,22 του ποσοστού κέρδους, με •22 = , 

Ι' = 1,2,...,Λ — k — Ι και Rjη ^R2, που αποτελεί ρίζα i?(

 22 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

det Ι/2 — (1 ~t-7*ΐΑ22 | = 0 της μήτρας Α^ και με την οποία συνδέονται θετικές ονομαστικές τιμές του 

ονομαστικού ωρομισθίου ( W >- 0) και των τιμών Ρ\ των βασικών εμπορευμάτων (ρ[ >- 0), το σύστημα 

προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών p2 των μη Βασικών εμπορευμάτων, για την εξίσωση τυποποίησης 

(2), έχει τουλάχιστον ένα 6α8μό ελευθερίας. Έχει ακριβώς ένα βαθμό ελευθερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

ranki/2 - ( ΐ + R*22)A22Ì = rank /2 - ( l + R•Ώ )Α22, ρ,Αη(\ + Rf*) + wl2ì =π-1, 

δηλαδή, αν και μόνο αν η ρίζα i?,·22 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det /2 — (l + rL42 2

 = "" τ η ? μήτρας 

Α22 είναι ημι-αηλή. Αντίθετα, το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη Βασικών 

εμπορευμάτων θα έχει περισσότερους από ένα βαθμούς ελευθερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank Ι2 - (ΐ + R?» )Α22 ] = rank[/2 - (l + R?22 )Α22, ρ, Αη (ΐ + R? ) + 
πΤ 

wl2 
-<η-1 

Σε κάθε περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης (2) δεν επαρκεί για τον προσδιορισμό των ovor 

τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων. 

1 6 7 Η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (2) και της <~ 

παράγραφο (4.1.3.b.A). j των 
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εμπορευμάτων, καθώς KCU σε ένα αδύνατο ή επιλύσιμο με αρνητικές συνιστώσες 

διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων. 

3.C. Συμπέρασμα: Οι ονομαστικές τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και 

του ονομαστικού ωρομισθίου στο διάστημα R-<r-<R] του ποσοστού κέρδους 

Γ 

Από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών 

των βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων που προηγήθηκε προκύπτουν τα 

ακόλουθα συμπεράσματα: 

Α. Για κάθε τυποποίηση των τιμών, στην τυχαία τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, που 

ανήκει στο διάστημα R-<r -<R\ και δεν αποτελεί ρίζα Rj22, με Rj 22 Φ R2 και 

Ζ = 1,2,...,η — k — 1, της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α22, οι ονομαστικές 

τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου w και των βασικών εμπορευμάτων ρ^ είναι 

διάφορες του μηδενός.1 6 8 Το αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα 

ονομαστικών τιμών ρ2

 τ ω ν Un βασικών εμπορευμάτων είναι πΛήρες προσδιορισμένο 

και περιέχει υποχρεωτικά αρνητικές συνιστώσες. 

Β. Αν στην τιμή τ του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα R-<T-<R\ και 

αποτελεί ρίζα Rj22, με R1

22^R2 και / = 1,2,...,/?-£-1, της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της μήτρας A22, το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών ρ2 

των μη βασικών εμπορευμάτων είναι επιλυσιμο για μια τυχαία θετική του 

ονομαστικού ωρομισθίου W και του αντίστοιχου διανύσματος ονομαστικών τιμών j5j 

των βασικών εμπορευμάτων, τότε, κάθε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή Rj22 του 

ποσοστού κέρδους επιτρέπει θετικές "ονομαστικές" τιμές του ονομαστικού 

1 6 8 Είτε δετικές είτε αρνητικές για την εξίσωση τυποποίησης (1) και θετικές για την εξίσωση τυποποίησης 

(2). 
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ωρομισθίου W και των βασικών εμπορευμάτων ρ]} καθώς και ένα διάφορο του 

μηδενός, διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων, το οποίο 

περιέχει υποχρεωτικά αρνητικές συνιστώσες. 

Επιπλέον, η τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα που περιέχει 

τουλάχιστον ένα μη βασικό εμπόρευμα επιτρέπει μια πρόσθετη λύση: τη λύση του 

ιδιοσυστήματος προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών ρ y22 των μη βασικών 

εμπορευμάτων, που αντιστοιχεί σε μηδενικές ονομαστικές τιμές του ονομαστικού 

ωρομισθίου W και των βασικών εμπορευμάτων και είναι είτε πλήρως προσδιορισμένο 

είτε έχει ένα ή περισσότερους από ένα βαθμούς ελευθερίας. 

C.Av στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα R-<r<R\ και 

αποτελεί ρίζα Rj η , με Rj22^R2 και / = 1,2,...,/? — k — 1, της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της μήτρας Α22, το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών ρ2 

των μη βασικών εμπορευμάτων είναι ασυμβίβαστο για μια τυχαία θετική του 

ονομαστικού ωρομισθίου W και του αντίστοιχου διανύσματος ονομαστικών τιμών ρ^ 

των βασικών εμπορευμάτων, τότε η τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα 

που περιέχει τουλάχιστον ένα μη βασικό εμπόρευμα επιτρέπει μια μοναδική λύση: τη 

λύση του ιδιοσυστήματος προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών ρ ;·
22 των μη 

βασικών εμπορευμάτων, που περιγράυ,αμε παραπάνω. 

Αντίθετα, η τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα που περιέχει 

αποκλειστικά ένα απλό ή σύνθετο βασικό εμπόρευμα καθιστά το σύστημα 

προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων 

ασυμβίβαστο και, επομένως, το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ2 τών μη 

βασικών εμπορευμάτων αδύνατο. 
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4. Η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους είναι ίση με R\ 

Θα μελετήσουμε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών που 

αντιστοιχεί σε κάδε μια από τις ακόλουθες μορφές εξισώσεων τυποποίησης: 

4.a. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

pu=\, με ü = (ü],ü2) και ΙΖ2>0 (1) 

Από τη σχέση (3) συνεπάγεται, ότι, στην τιμή R^ του ποσοστού κέρδους, η 

εξίσωση τυποποίησης (1) έχει νόημα, αν και μόνο αν οι τιμές των βασικών και μη 

βασικών εμπορευμάτων είναι προσδιορισμένες και διάφορες του μηδενός.169 

Σύμφωνα με τα συστήματα (4.12), (4.16), (4.17), (4.18) και (4.19), στην τιμή R] 

του ποσοστού κέρδους οι δυνατές μη μηδενικές λύσεις του επιλυόμενου συστήματος 

προσδιορισμού των τιμών είναι οι εξής: 17° 

• Η τιμή i?j του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

της υπομήτρας Α22-171 Στην τιμή R] η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση 

με μηδέν και οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων προσδιορίζονται από την μη 

τετριμμένη λύση ρ ι • Το αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα τιμών ρ2 των 

μη βασικών εμπορευμάτων -εφόσον προσδιορίζεται172- 8α περιλαμβάνει 

τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. 

1 6 9 Στην παράγραφο (4.1,4,a) δείξαμε, ότι, στην τιμή Rl του ποσοστού κέρδους, οι τιμές των βασικών 

εμπορευμάτων είναι πάντοτε προσδιορισμένες. Επομένως, σύμφωνα με την εξίσωση τυποποίησης (1), 

προσδιορισμένες 8α είναι και οι τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων. Σε κάθε άλλη περίπτωση η 

εξίσωση τυποποίησης (1) είναι αδύνατη. 

1 7 0 Οι λύσεις, που ακολουθούν, προκύπτουν από την ανάλυση των αντίστοιχων παραγράφων (4.4.a) και 

(4.4.0). 

1 7 1 Αυτό σημαίνει ότι η ιδιοτιμή Am" της υπομήτρας Α{ί περιλαμβάνεται στο φάσμα των χαρακτηριστικών 

τιμών της υπομήτρας Α,2 · 

1 7 2 Το αντίστοιχο σύστημα (4.18) είναι συμ6ι6αστό, αν και μόνο αν ισχύει: 
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• Η τιμή R^ του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

της υπομήτρας Α22. Στην τιμή R] η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με 

μηδέν και οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων προσδιορίζονται από την 

τετριμμένη Λύση ρ\ = 0. Το αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα τιμών 

ρ 2? των μη βασικών εμπορευμάτων 8α περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική 
λ m 

συνιστώσα1 7 3 και 

• Η τιμή R^ του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της υπομήτρας Α22 ·174 Στην τιμή i?j η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου 

είναι ίση με μηδέν και οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων προσδιορίζονται από 

την μη τετριμμένη Λύση pi· Το αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα τιμών 

Ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων θα περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική 

συνιστώσα. 

mik[l2 - (l + Ä, )Α22 ] = rank[l, - (l + Ä, )Α22 , ρ, Αι2 (l + R] )] < η -1 

1 - / 1 / 2 2 

1 7 3 Έτσι, στην τιμή R{ του ποσοστού, κέρδους που αποτελεί ρίζα -Κ,22, με /?;

 22 = , 

V2 

i = 1,2,...,73 — 1 — 1 και Rj22î£R2 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 — \\ + Γ)Α22 \ — 0 της μήτρας 

Αη αντιστοιχούν το πολύ δύο διανύσματα μη μηδενικών τιμών. 

Προφανώς, αναγκαία και ικανή συνδήκη για να ισχύουν οι παραπάνω Λύσεις είναι: 

rank[;2-(l + i?1)A22] = rank[/2-(l + i?,)42,p1>l12(l + i?1)]r < Λ - 1 , 

δηλαδή το σύστημα (4.18) να είναι συμβι6αστό. 

1 7 4 Αυτό σημαίνει ότι η ιδιοτψή Am" της υπομήτρας Αη δεν περιλαμβάνεται στο φάσμα των 

χαρακτηριστικών τιμών της υπομήτρας Α-,-,. 

123 



Με την προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (1) στα συστήματα 

προσδιορισμού των τιμών (4.12), (4.16), (4.17), (4.18) και (4.19), οι δυνατές, μη 

μηδενικές λύσεις του επιλυόμενου συστήματος προσδιορισμού των "ονομαστικών" 

τιμών διαμορφώνονται αντίστοιχα ως εξής: 

Α.Η τιμή i?j του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

της υπομήτρας Α22· Στην τιμή R\ η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με 

μηδέν και οι "ονομαστικές" τιμές των βασικών εμπορευμάτων προσδιορίζονται από 

την μη τετριμμένη λύση pj. Το αντίστοιχο διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών ρ2 των 

μη βασικών εμπορευμάτων 8α περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. 

Από την υπόθεση μας ότι το σύστημα προσδιορισμού των "ονομαστικών" 

τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι συμβιβαστό, θα ισχύει: 

rank[/2-(l + Ä1)i422] = rank[/2-(l + Ä,)^> PiA20 + *i)f ^ " 1 

Επιλύοντας το ανωτέρω σύστημα προκύπτουν υποχρεωτικά αρνητικές 

συνιστώσες,175 ανεξάρτητα από τον αριθμό των βαθμών ελευθερίας του.1 7 6 

1 7 5 Η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (1) και της σχέσης (4.18). Στην 

προκείμενη περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης (1) γράφεται ως εξής: 

Ρι ΐ ι ,+ρ 2 ΐ ί 2 = 1 

1 7 6 Αν η τιμή R. του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα R-11, με R-22 = , ϊ — 1,2,...,/! — Κ — 1 και 

Rj22 Φ R2 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 — (ϊ + Γ )Α22 = 0 της μήτρας Α22 και με την τιμή i?, 

συνδέονται η μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου IW = 0) και η μη τετριμμένη Λύση των τιμών 

pj των βασικών εμπορευμάτων (pj ^ 0 ) , τότε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη 

δασικών εμπορευμάτων, για την εξίσωση τυποποίησης (1), έχει τουλάχιστον δύο βαδμούς ελευθερίας. 

Προφανώς, ο ένας από αυτούς αναφέρεται στο ιδιοσύστημα προσδιορισμού των τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων. Θα έχει ακριβώς δύο βαδμούς ελευδερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 
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Β.Η τιμή R\ του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

της υπομήτρας ^422· Σ- τ η υ τ Ψ η R\ η τ ι Ρ η τ ο υ ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με 

μηδέν και οι ονομαστικές τιμές των βασικών εμπορευμάτων προσδιορίζονται από 

m την τετριμμένη λύση p\ = 0. Το αντίστοιχο διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών ρ . 

των μη βασικών εμπορευμάτων 8α περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική 

συνιστώσα. 

Πράγματι, σύμφωνα με τη σχέση (4.19) και την εξίσωση τυποποίησης (Ι),177 το 

αντίστοιχο, διάφορο του μηδενός, διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών ρ 2? των μη 

βασικών εμπορευμάτων δα περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα, 

ανεξάρτητα αν είναι πλήρως προσδιορισμένο ή έχει ένα ή περισσότερους από ένα 

βαθμούς ελευθερίας.178 

rank[/2 - (l + R{ )Α22 ] = rank[/2 - (l + Ä, )Α22 , ρ, Αη (ΐ + Rx )] = η -1, 

δηλαδή, αν και μόνο αν η ρίζα R^ της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 ~ (1 + Τ)Α22 = 0 της μήτρας 

Α22 είναι ημι-απλή. Αντίθετα, το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη Βασικών 

εμπορευμάτων δα έχει περισσότερους από δύο βαδμούς ελευδερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[/2-(l + Ä1)A22] = rank[/2-(l + Ä1)yl22,pIA12(l + Ä1)] r^/i-l 

Σε κάδε περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης (1) δεν επαρκεί για τον προσδιορισμό των 

ονομαστικών τιμών των εμπορευμάτων. 

1 7 7 Στην προκείμενη περίπτωση η εξίσωση τυποποίησης (1) γράφεται ως εξής: 

) A l 2
 Ü Ρ5Λ=Ι 

\-λ η 

1 7 8 Αν η τιμή Rx του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα Rt-
Ώ , με R^ = —— , i = 1,2,...,Λ — k — 1 και 

Α,·22 

Rj Ώ ^ i?2 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det /2 — ( 1 + Τ \Α21 = 0 της μήτρας ν422 και με την τιμή R{ 

συνδέονται μηδενικές ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου ( W = 0J και των τιμών Ρ| των 
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C.Η τιμή R\ του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της υπομήτρας Α22. Στην τιμή i?j η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου 

είναι ίση με μηδέν και οι ονομαστικές τιμές των βασικών εμπορευμάτων 

προσδιορίζονται από την μη τετριμμένη λύση Pj. Το αντίστοιχο διάνυσμα 

ονομαστικών τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων δα περιλαμβάνει 

τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. 

βασικών εμπορευμάτων (pj —01, τότε το ιδιοσύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών ρ,22 των 

μη βασικών εμπορευμάτων 8α είναι πλήρως προσδιορισμένο, αν και μόνο αν ισχύει: 

nmk[/2-(l + Ä1)A22] = u - l , 

δηΛαδή, αν και μόνο αν η ρίζα R\ της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 ~~(1 + Π.Α22 = 0 της μήτρας 

Aj2 είναι ημι-απλή. Στην προκείμενη περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης (1) Λαμβάνει την μορφή: 

Η ανωτέρω εξίσωση τυποποίησης επαρκεί για τον προσδιορισμό των ονομαστικών τιμών ρ,·22 των μη 

βασικών εμπορευμάτων, υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι δεν ισχύει: 

Ρ?22 Μ 

ή 

ρ > 2 = 0 . 

Προφανώς, αν ισχύει η ανωτέρω συνθήκη, τότε η εξίσωση τυποποίησης (1) και αδύνατη και 

επομένως ο βαθμός ελευθερίας παραμένει. 

Αντίθετα, το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων θα 

έχει ένα ή περισσότερους από ένα βαθμούς ελευθερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[/2 - (ΐ + #! )Α,2 ]-<: Λ -1 

Στην προκείμενη περίπτωση, η εξίσωση τυποποίησης (1) δεν επαρκεί για τον προσδιορισμό των 

ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 
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Πράγματι, σύμφωνα με τη σχέση (4.18) και την εξίσωση τυποποίησης (Ι),179 

προκύπτει ένα διάφορο του μηδενός, πΛήρως προσδιορισμένο διάνυσμα ονομαστικών 

τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων,180 το οποίο περιέχει υποχρεωτικά 

αρνητικές συνιστώσες.181 

4.b. Η εξίσωση τυποποίησης έχει την μορφή: 

PJÜJ = 1 (2) 

Στην τιμή i?j του ποσοστού κέρδους η εξίσωση τυποποίησης (2) έχει νόημα, 

αν και μόνο αν οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι προσδιορισμένες και μη 

μηδενικές.182 Σύμφωνα με τη σχέση (4.16), στην τιμή i?j του ποσοστού κέρδους 

υπάρχει μια μοναδική μη μηδενική Λύση ρ ι του διανύσματος τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων.183 Η λύση ρ ι είναι θετική και προφανώς ισχύει, αν και μόνο αν η 

τιμή w του ονομαστικού ωρομισθίου είναι ίση με το μηδέν [W = 0J 1 8 4 Έτσι, η 

εξίσωση τυποποίησης (2) γράφεται ως εξής: 

1 7 9 Στην προκείμενη περίπτωση η εξίσωση τυποποίησης (1) γράφεται ως εξής: 

P l " l + P 2 U 2 = l 

1 8 0 Η ανωτέρω εξίσωση τυποποίησης επαρκεί για τον προσδιορισμό των ονομαστικών τιμών ρ 2

 Τ ω ν Ρ η 

βασικών εμπορευμάτων, υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι είναι δυνατή, δηλαδή ότι δεν ισχύει: 

1 8 1 Η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (1) και της σχέσης (4.18). Βλ. την 

παράγραφο (4.I.4.b.C). 

1 8 2 Σε κάδε άλλη περίπτωση η εξίσωση τυποποίησης (2) είναι αδύνατη. 

1 8 3 Υπενθυμίζουμε ότι με το διάνυσμα Ρ] συμβολίζουμε το ιδιοδιάνυσμα της μη διασπώμενης μήτρας 

Αη , που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της Α;η" . 

1 8 4 Επομένως, η ισχύς της εξίσωσης τυποποίησης (2) στην τιμή R} του ποσοστού κέρδους επιβάλλει 

αφενός μεν την μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου, αφετέρου την εφαρμογή της μη τετριμμένης 

λύσης του ιδιοσυστήματος (4.16) για τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων. Έτσι, σύμφωνα με την εξίσωση 
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Ρ ι « ι = 1 

Από την ανωτέρω σχέση προσδιορίζουμε τις δετικές ονομαστικές τιμές Pj των 

βασικών εμπορευμάτων. Επομένως, η προσθήκη της εξίσωσης τυποποίησης (2) στα 

συστήματα (4.3) και (4.16) οδηγεί στον προσδιορισμό της μηδενικής Λύσης για την 

τιμή W του ονομαστικού ωρομισθίου και της θετικής Λύσης Ρ] για το διάνυσμα των 

ονομαστικών τιμών των k βασικών εμπορευμάτων. Προφανώς, η ανωτέρω θετική 

Λύση είναι συγγραμμική με την μοναδική, με εξαίρεση ενός βαδμωτού (up to scalar 

multiplication), μη τετριμμένη, θετική Λύση για το διάνυσμα Pj των τιμών των k 

βασικών εμπορευμάτων της τεχνικής. 

Αν στη συνέχεια θέσουμε την μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W 

και τις θετικές ονομαστικές τιμές των βασικών εμπορευμάτων Ρ] στο σύστημα 

προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων (4.18), 

προκύπτουν οι ακόΛουθες ενδεχόμενες Λύσεις: 

Α.Η τιμή i?j του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

της υπομήτρας Α22· Το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών ρ2 των 

μη βασικών εμπορευμάτων είναι ασυμβίβαστο. 

Δεδομένου ότι ισχύει: 

rank[l2-(l + R^An]^ η-1, 

το σύστημα (4.18) είναι ασυμβίβαστο, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[l2-{\ + Rì)A22'\<n-\<Taià[l2-(\ + Rì)A21, ρ],412(ΐ+ #])]</] 

τυποποίησης (2), η θετική τιμή του ονομαστικού ωρομίσθιου στο σύστημα (4.3) ή η τετριμμένη λύση του 

ιδιοσυστήματος (4.16) για τις τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι, στην τιμή R\ του ποσοστού 

κέρδους, μη επιτρεπτές δυνατότητες. 
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Β.Η τιμή i?j του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης 

της υπομήτρας Α2 2. Το αντίστοιχο, μη μηδενικό, διάνυσμα "ονομαστικών" τιμών 

ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων 8α περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική 

συνιστώσα. 

Από την υπόθεση μας ότι το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών 

των μη βασικών εμπορευμάτων είναι συμβιβαστό, 8α ισχύει: 

rank[/2-(l + Ä1)>422] = raiik[/2-(H-Ä1)A22, p^12(l Η-^ ) ] Τ < π - 1 

Έτσι, επιλύοντας το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων προκύπτουν υποχρεωτικά αρνητικές συνιστώσες,1 8 5 

ανεξάρτητα αν έχει ένα ή περισσότερους από ένα βαομούς ελευθερίας. 1 8 6 

1 8 5 Η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (2) και της σχέσης (4.18). 

1 — λΑη 

1 8 6 Αν η τιμή Ri του ποσοστού κέρδους αποτελεί ρίζα Ι?,·22, με Rt•
ΐ1 = -ρ— , i = 1,2,...,Λ —ir —1 και 

Α, · 2 2 

Rj71 ^ R2 της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης dot \ΐ2 — ί 1 + /)Α 2 2 \= 0 της μήτρας ΑΏ και με την τιμή Ri 

συνδέονται η μηδενική τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου ( w = 0 j και δετικές ονομαστικές τιμές ρ ( των 

Βασικών εμπορευμάτων (pj >~0), τότε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων, για την εξίσωση τυποποίησης (2), έχει τουλάχιστον ένα βαδμό ελευθερίας. Θα 

έχει ακριβώς ένα βαδμό ελευθερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[/2—(H-Ä1)A22] = rank[/2—(l + Ä^A^, p ^ ^ ^ + Ä,)]7" =n-l, 

δηλαδή, αν και μόνο αν η ρίζα R] της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \Ι2 ~'\\ + Τ)Α22 \ = 0 της μήτρας 

Α22 είναι ημι-απλή. Αντίθετα, το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων δα έχει περισσότερους από ένα βαθμούς ελευδερίας, αν και μόνο αν ισχύει: 

rank[/2-(l + i?1)A22] = rank[/2-(l + A l)^2 2,p1^1 2(l + iî1)] r-<fl-l 

Στην περίπτωση που ισχύει η ανωτέρω σχέση, η εξίσωση τυποποίησης (2) δεν επαρκεί για τον 

προσδιορισμό των ονομαστικών τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων. 
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C.Η τιμή i?j του ποσοστού κέρδους δεν αποτελεί ρίζα της "χαρακτηριστικής" 

εξίσωσης της υπομήτρας ν422. Το αντίστοιχο, μη μηδενικό, διάνυσμα ονομαστικών 

τιμών ρ2

 τ ω ν ^ βασικών εμπορευμάτων δα περιλαμβάνει τουλάχιστον μια 

αρνητική συνιστώσα. 

Στην προκείμενη περίπτωση, το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών 

τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι συμβιβαστό, δηλαδή ισχύει: 

raA[/2-(l + Ä1)i422]=nöa[/2-(l + Ä,)A22,piA12(l + jR1)] = D 

Έτσι, επιλύοντας το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων προκύπτει ένα πλήρως προσδιορισμένο διάνυσμα 

ονομαστικών τιμών ρ2 >
 τ ο οποίο περιέχει υποχρεωτικά αρνητικές συνιστώσες.10' 

1 8 7 Η απόδειξη αποτελεί απλή εφαρμογή της εξίσωσης τυποποίησης (2) και της σχέσης (4.18). 
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4.C. Συμπέρασμα: Οι ονομαστικές τιμές των παραγόμενων εμπορευμάτων και 

του ονομαστικού ωρομισθίου στην τιμή R] του ποσοστού κέρδους Γ 

Από την διερεύνηση των συστημάτων προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών 

των βασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων, που προηγήθηκε, προκύπτουν τα 

ακόλουδα συμπεράσματα: 

Α.Για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή R\ του ποσοστού κέρδους η τιμή του 

ονομαστικού ωρομισδίου W είναι ίση με το μηδέν. 

Β. Αν στην τιμή i?j του ποσοστού κέρδους, που αποτελεί ρίζα Rj~ , με Rj22 Φ R2 

και / = 1,2,...,Π — k — 1, της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α^, οι τιμές 

τυποποιηδούν με ένα τυπικό εμπόρευμα, που περιέχει τουλάχιστον ένα μη Βασικό 

εμπόρευμα, τότε δα έχουμε μια από τις ακόλουδες περιπτώσεις: 

• Το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ των παραγόμενων εμπορευμάτων 

αποτελείται από το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών pj των βασικών 

εμπορευμάτων και το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων, το οποίο περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. 

• Το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ των παραγόμενων εμπορευμάτων 

αποτελείται από το μηδενικό διάνυσμα ονομαστικών τιμών των βασικών 

εμπορευμάτων και το ιδιάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ 2? των μη βασικών 
Κι 

εμπορευμάτων, το οποίο περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. 

Αν όμως οι τιμές τυποποιηδούν με ένα τυπικό εμπόρευμα, που περιέχει 

αποκλειστικά ένα απλό ή σύνδετο βασικό εμπόρευμα, τότε δα έχουμε μια από τις 

ακόλουδες περιπτώσεις: 

• Το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ των παραγόμενων εμπορευμάτων 

αποτελείται από το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών fij των βασικών 
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εμπορευμάτων και το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων, το οποίο περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική συνιστώσα. 

• Το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ των παραγόμενων εμπορευμάτων 

αποτελείται από το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών pj των βασικών 

εμπορευμάτων, ενώ το διάνυσμα των "ονομαστικών" τιμών ρ2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι απροσδιόριστο. 

C-Στην τιμή i?, του ποσοστού κέρδους, που δεν αποτελεί ρίζα Rj 22 , με Rj22 Φ R2 

και i = 1,2,..., fl — k — 1, της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της μήτρας Α22, για κάδε 

τυποποίηση των τιμών, θα έχουμε: Το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών ρ των 

παραγόμενων εμπορευμάτων αποτελείται από το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών 

ρ ! των βασικών εμπορευμάτων και το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών ρ2 των 

μη βασικών εμπορευμάτων, το οποίο περιλαμβάνει τουλάχιστον μια αρνητική 

συνιστώσα. 

Συνοικίζοντας δα λέγαμε, ότι αν η τιμή i?j του ποσοστού κέρδους αποτελεί 

ρίζα Rj η , με Rj22 Φ R2 και / = 1,2,...,η — k — 1, της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης της 

μήτρας Α22, τότε για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή i?j του ποσοστού 

κέρδους: 

• Αντιστοιχούν δύο διανύσματα "ονομαστικών" τιμών των παραγόμενων 

εμπορευμάτων188 και 

• Σε διαφορετικές μορφές τυποποίησης είναι δυνατές διαφορετικές σχέσεις των 

"ονομαστικών" τιμών των παραγόμενων εμπορευμάτων. 

188 j^g τ η υ ε υρύτερη έννοια του όρου, ούτως ώστε να περιλαμβάνεται και η περίπτωση που το διάνυσμα 

των "ονομαστικών" τιμών ρ 2 των μη βασικών εμπορευμάτων είναι απροσδιόριστο. 
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II.Γενικό συμπέρασμα: Οι ονομαστικές τιμές του ονομαστικού ωρομισθίου και 

των παραγόμενων εμπορευμάτων στις οικονομικά σημαντικές τιμές του 

ποσοστού κέρδους Γ. 

Η επίλυση των συστημάτων προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών του 

ονομαστικού ωρομισθίου, των δασικών και των μη βασικών εμπορευμάτων, που 

εξετάσαμε προηγουμένως, για τις οικονομικά σημαντικές τιμές του ποσοστού 

κέρδους Γ, μας οδηγεί στην διατύπωση των ακόλουδων συμπερασμάτων: 

1. Για κάδε τυποποίηση των τιμών μιας παραγωγικής, γραμμικής, διασπώμενης 

τεχνικής παραγωγής189 με ένα τυπικό εμπόρευμα, που περιέχει τουλάχιστον ένα 

μη βασικό εμπόρευμα, υπάρχει μια δετική τιμή i?2 του ποσοστού κέρδους,190 

τέτοια ώστε: 

• Σε κάδε τιμή τ του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο συνεχές, θετικό διάστημα 

τιμών Ι Ο , ^ ) , αντιστοιχεί το μονοσήμαντα και πλήρως προσδιορισμένο δετικό 

διάνυσμα ονομαστικών τιμών ρ των παραγόμενων εμπορευμάτων [ρ >- 0J και ένα 

δετικό ονομαστικό ωρομίσδιο w ί w >- 0]. 

• Στην τιμή i?2 του ποσοστού κέρδους η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου είναι 

ίση με το μηδέν (w — θ). 

• Στην τιμή R2 του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί το μονοσήμαντα και πλήρως 

προσδιορισμένο θετικό διάνυσμα ρ των τιμών των παραγόμενων εμπορευμάτων, 

1 8 9 Αναφερόμαστε σε παραγωγικές, γραμμικές, διασπώμενες τεχνικές παραγωγής της μορφής που 

περιγράφουν οι σχέσεις (2.1) και (2.2). 

1 9 0 Η τιμή i?2 του ποσοστού κέρδους είναι η μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους της μη βασικής 

υποτεχνικής, η οποία στην προκείμενη περίπτωση είναι ίση με την μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους 

της τεχνικής. 
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δηλαδή το ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α των τεχνικών συντελεστών παραγωγής, που 

συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της και 

• Σε κάδε τιμή τ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, θετικό διάστημα 

τιμών (β 2,°°), η ονομαστική τιμή ενός τουλάχιστον παραγόμενου εμπορεύματος 

είναι αρνητική.191 

2. Για κάδε τυποποίηση των τιμών μιας παραγωγικής, γραμμικής, διασπώμενης 

τεχνικής παραγωγής192 με ένα τυπικό εμπόρευμα που περιέχει αποκλειστικά ένα -

απλό ή συνδετο - βασικό εμπόρευμα, υπάρχει μια δετική τιμή i?j του ποσοστού 

κέρδους,193 τέτοια ώστε: 

• Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο συνεχές, δετικό διάστημα 

τιμών [0,i?]J, αντιστοιχεί το μονοσήμαντα και πλήρως προσδιορισμένο δετικό 

διάνυσμα ονομαστικών τιμών ρ^ των k βασικών εμπορευμάτων (fr >- 0J και ένα 

δετικό ονομαστικό ωρομίσδιο w (w >- 0J. 

• Στην τιμή i?j του ποσοστού κέρδους η τιμή του ονομαστικού ωρομισδίου είναι ίση 

με το μηδέν (w = 0]. 

• Στην τιμή R} του ποσοστού κέρδους αντιστοιχεί το μονοσήμαντα και πλήρως 

προσδιορισμένο θετικό διάνυσμα pj των τιμών των βασικών εμπορευμάτων, 

1 9 1 Για τους ανωτέρω λόγους η μέγιστη τιμή R-, του ποοοστού κέρδους της τεχνικής είναι ίση με την 

μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους που αντιστοιχεί στην εξίσωση τυποποίησης (1), δηλαδή στην 

τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα που περιέχει τουλάχιστον ένα μη βασικό εμπόρευμα. 

1 9 2 Αναφερόμαστε σε παραγωγικές, γραμμικές, διασπώμενες τεχνικές παραγωγής της μορφής που 

περιγράφουν οι σχέσεις (2.1) και (2.2). 

1 9 3 Η τιμή R, του ποσοστού κέρδους είναι η μέγ;στη τιμή της βασικής υποτεχνικής. 
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δηλαδή το ιδιοδιάνυσμα της υπομήτρας Au των τεχνικών συντελεστών παραγωγής 

των βασικών εμπορευμάτων, που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της. 

• Σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, θετικό διάστημα 

τιμών |0,i?2) αντιστοιχεί το μονοσήμαντα και πλήρως προσδιορισμένο Θετικό 

διάνυσμα ονομαστικών τιμών ρ2 των η — k μη βασικών εμπορευμάτων [ρ2 >- 0]. 

• Στην τιμή R2 του ποσοστού κέρδους το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών 

τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι ασυμβίβαστο κι επομένως το 

αντίστοιχο διάνυσμα των ονομαστικών τιμών ρ2 είναι απροσδιόριστο.194 

• Σε κάδε τιμή τ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, δετικό διάστημα 

τιμών (i?2)^ij είτε η ονομαστική τιμή ενός τουλάχιστον μη βασικού εμπορεύματος 

1 9 4 Ανεξάρτητα αν ισχύει: 

R,<R{ 

Rì-R2-R 

Ο Sraffa [1985, Παράρτημα Β], μελετώντας το απλό παράδειγμα μιας τεχνικής, που παράγει ένα μη 

βασικό εμπόρευμα, το οποίο ονόμασε "φασόλια" (beans) και ισχύει: 

R2-<R{ 

επισήμανε, για πρώτη φορά, ότι η τιμή του μη βασικού εμπορεύματος είναι απροσδιόριστη στην τιμή Λ, 

του ποσοστού κέρδους, όταν οι τιμές μετρηθούν με μέτρο ένα βασικό εμπόρευμα. Από την anoyn αυτή, η 

παράγραφος (1.2.1.b) αποτελεί γενίκευση του υποδείγματος του Sraffa. Έκτοτε, το παράδειγμα των 

"φασολιών" πολύ λίγο απασχόλησε τη σχετική βιβλιογραφία και έτσι πέρασε στη λήδη. Φωτεινή εξαίρεση 

ανάδειξης του προβλήματος που επισήμανε ο Sraffa και εξέτασης των θεωρητικών του συνεπειών 

αποτελεί το έργο του Σταμάτη, το οποίο μνημονεύσαμε ήδη παραπάνω. 
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είναι αρνητική είτε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών τιμών των μη 

βασικών εμπορευμάτων είναι ασυμβίβαστο195 και 

Σε κάδε τιμή τ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο συνεχές, θετικό διάστημα 

τιμών ii?j,ooj, είτε η ονομαστική τιμή ενός τουλάχιστον παραγόμενου 

εμπορεύματος είναι αρνητική είτε οι ονομαστικές τιμές όλων των παραγόμενων 

εμπορευμάτων είναι μηδενικές είτε το σύστημα προσδιορισμού των ονομαστικών 

τιμών των παραγόμενων εμπορευμάτων είναι ασυμβίβαστο.196·197 

1 9 5 Επειδή ο Sraffa [1985, Παράρτημα Β] στο παράδειγμα των "φασολιών" υπέθεσε την ύπαρξη ενός 

μόνο μη Βασικού εμπορεύματος, δεν αντιλήφθηκε, ότι το φάσμα των κρίσιμων τιμών του ποσοστού 

κέρδους, που ανήκουν στο διάστημα 17?-,,/?] ), στις οποίες το διάνυσμα των τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι απροσδιόριστο, όταν οι τιμές μετρηθούν με μέτρο ένα βασικό εμπόρευμα, 

περιλαμβάνει, στην γενική περίπτωση, και άλλες τιμές, εκτός της μέγιστης τιμής β, του ποσοστού 

κέρδους της μη βασικής οποτεχνικής. 

1 9 6 Επειδή ο Sraffa [1985, Παράρτημα Β] στο παράδειγμα των "φασολιών" υπέθεσε την ύπαρξη ενός μόνο 

μη βασικού εμπορεύματος, δεν αντιλήφθηκε, ότι η τιμή Κχ του ποσοστού κέρδους ενδέχεται να αποτελεί 

ρί£α της "χαρακτηριστικής" εξίσωσης det \ΐ2 — (l + rjA^ \ — 0 της μήτρας Α2ι και, κατά συνέπεια, στην 

τιμή i?j το διάνυσμα των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων να είναι απροσδιόριστο, όταν οι τιμές 

μετρηθούν με μέτρο ένα βασικό εμπόρευμα. 

1 9 7 Για τους ανωτέρω λόγους η μέγιστη τιμή /?, του ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής είναι 

ίση με την μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους που αντιστοιχεί στην εξίσωση τυποποίησης (2), δηλαδή 

στην τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα που αποτελείται από ένα - απλό ή σύνθετο -

βασικό εμπόρευμα. 
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ΜΕΡΟΣ Π. 

Η ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΤΩΝ ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ 



ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

1. ΓΕΝΙΚΗ ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο Μέρος (Ι) υποθέσαμε, ότι η μέδοδος παραγωγής κάδε απλού εμπορεύματος 

είναι μοναδική. Η υπόθεση αυτή αίρεται στο Μέρος (II), στο οποίο δα δεωρήσουμε την 

ρεαλιστικότερη περίπτωση, κατά την οποία, για κάδε εμπόρευμα υπάρχει μια πληδώρα 

διαδέσιμων μεδόδων παραγωγής. 

Με τον όρο τεχνολογία ορίζουμε το σύνολο όλων των εναλλακτικών μεδόδων 

παραγωγής όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων που είναι τεχνικά εφικτές σε μια 

δεδομένη χρονική στιγμή. Με βάση την διαδέσιμη τεχνολογία, δηλαδή το φάσμα των 

τεχνολογικών δυνατοτήτων που συνδέτουν οι εναλλακτικές μέδοδοι παραγωγής του 

συνόλου των εμπορευμάτων, μπορούμε να ομαδοποιήσουμε τις διαδέσιμες μεδόδους 

παραγωγής, κατά τέτοιο τρόπο ώστε να σχηματιστεί ένα σύνολο εναλλακτικών 

τεχνικών, κάδε μια από τις οποίες αντιπροσωπεύεται από μια μήτρα τεχνικών 

συντελεστών και από ένα διάνυσμα συντελεστών άμεσης εργασίας. 

Υπό αυτήν την έννοια, η δεώρηση της τεχνολογίας μας φέρνει υποχρεωτικά 

αντιμέτωπους με το πρόβλημα της επιλογής - για κάδε εμπόρευμα - της κατάλληλης 

μεδόδου παραγωγής του, δηλαδή, τελικά, της επιλογής της κατάλληλης τεχνικής. 

Εφόσον η επιλογή τεχνικής προϋποδέτει τη σύγκριση των τεχνικών και η σύγκριση των 

διαδέσιμων τεχνικών εμφανίζεται ως σύγκριση δύο κάδε φορά διαφορετικών τεχνικών, 

δα περιοριστούμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, στην εξέταση δύο μόνο εναλλακτικών 

Αν για το εμπόρευμα ϊ, 1 = 1,2,...,Λ, υπάρχουν kì εναλλακτικές μέδοδοι παραγωγής, σχηματίζονται 

Β 

συνολικά [[kj εναλλακτικές τεχνικές παραγωγής. 
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τεχνικών, που δα συμβολίζουμε με (α) και yßj, 

2. ΑΝΑΛΥΤΙΚΕ! ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ 

Την τεχνική (α) δα παριστάνουμε με την μήτρα τεχνικών συντελεστών Α^ και 

το διάνυσμα άμεσης εργασίας 1 , ενώ την τεχνική yß) δα παριστάνουμε με την μήτρα 

(β) (Β) 

τεχνικών συντελεστών Α και το διάνυσμα άμεσης εργασίας / . Για κάδε μια από 

τις τεχνικές παραγωγής (α) και yß) υποδέτουμε ότι ισχύουν οι υποδέσεις (1.2.1) -

(1.2.12) του Μέρους (Ι). Επιπλέον, δα διατυπώσουμε τις ακόλουδες υποδέσεις: 

1. Οι τεχνικές παραγωγής («J και yß) παράγουν τα ίδια, ποιοτικώς, η εμπορεύματα. 

Αυτό σημαίνει ότι ικανοποιούν ης ίδιες ακριβώς κοινωνικές ανάγκες 

χρησιμοποιώντας απλώς διαφορετικές τεχνικές μεδόδους. 

2. Οι τεχνικές παραγωγής yd) και yß) διαφέρουν μόνο ως προς την μέδοδο 

παραγωγής του εμπορεύματος 0). Αναλυτικά, αυτό εκφράζεται με τις ακόλουδες 

2 

Σε όλη την βιβλιογραφία που αναφέρεται στην νεορικαρντιανή δεωρία επιλογής τεχνικής και γενικότερα 

στην νεορικαρντιανή κριτική της νεοκλασικής δεωρίας του κεφαλαίου, για τη σύγκριση των τεχνικών 

χρησιμοποιείται το ανωτέρω αναλυτικό πλαίσιο. Βλέπε παρακάτω την υποσημείωση (4). 

Η περίπτωση που οι τεχνικές (ß) και iß) παράγουν ορισμένα διαφορετικά, από ποιοτική ónoyn, 

εμπορεύματα εξετάζεται στο Sraffa [1985, D 93-94, σσ. 126-130], Bharadwaj [1970], Pertz and Teplitz [1979], 

Pertz [1980], Robinson and Naqvi [1967], Laibman and Nell [1977] κ.α. Αξίζει ασφαλώς να παρατηρήσουμε, 

ότι αυτή ακριβώς η περίπτωση χρησιμοποιήθηκε ευρύτατα στην βιβλιογραφία, υπό την απλή μορφή του 

επονομαζόμενου "canonical model". To "canonical model" περιγράφεται ως εξής: Έστω δύο τεχνικές 

παραγωγής, κάδε μία εκ των οποίων παράγει δύο εμπορεύματα. Ένα καταναλωτικό εμπόρευμα (που είναι το 

ίδιο στις δύο τεχνικές και για το λόγο αυτό χρησιμοποιείται ως numeraire) και ένα κεφαλαιουχικό 

εμπόρευμα (που διαφέρει στις δύο τεχνικές). Βλέπε, για παράδειγμα, Samuelson [1962], Hicks [1965, σσ. 148-

159], Morishima [1965], Morishima [1969, σσ. 22-26], Bruno, Burmeister and Sheshinski [1966, σελ. 531-538] 

κ.α. 

The discussion of switching possibilities between two production systems has been usually conducted under 
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σχέσεις: 

(2) 

AW ( e - y _ A{') ^j = o, j = 1,2,..., „, μ ε ,Φ co5 (1) 

A^(tlj-A^(cÌf = d, με deW 

ß ( e ' ) T - /"> ( e? ) ' = 0, j = 1,2,..., „ με j * α (3) 

i W « f - / W ( e : ) r = <i„, period (4) 

και 

£ = (ί/,ί/ 0)Γ*0,με D e ^ + 1 (5) 

3. Η "κανονική μορφή" ("normal form") των μήτρων A" ' και Α" είναι ίδια. Η 

the assumption that the two systems under consideration may differ in the methods of production for more 

than one (and up to all) of the commodities common to them. This has been described as the most general 

model; but, far from being a general case this would be a very exceptional one...Analytically there is no loss 

of generality involved in a procedure of successive considerations of production systems using a different 

method of production for only one of the commodities common to them as, given all possible systems of 

production, it could not lead to any different outermost boundary of wage-profit curves..." στο Bharadwaj 

[1970, σεΛ. 415]. Για το ίδιο δέμα Βλέπε επίσης Pasinetti [1991, σσ. 179-180]. Η θεώρηση αυτή επαληθεύεται 

όταν εξετάζουμε ένα switching point δύο τεχνικών, εφόσον "Adjacent techniques on two sides of a switching 

point will usually differ from each other only with respect to one activity. Techniques in general may differ 

with respect to ill activities ( lì > ÏÏ1 >- 1J only if certain ffl independent η — th degree polynomials happen 

to have a common root at that switching point.", στο Bruno, Burmeister and Sheshinski [1966, σελ. 542]. 

Βλέπε επίσης, μεταξύ άλλων, Herrero, Jimenez-Raneda and Villar [1980, σελ. 168]. 

Γενικά, με β,·, J' = 1,2,...,Λ, συμβολίζουμε το στοιχειώδες διάνυσμα (elementary vector) τάξης 1 Χ η, του 

οποίου όλες οι συνιστώσες είναι ίσες με το μηδέν, εκτός της συνιστώσας του J που είναι ίση με την 

μονάδα. Κατά τρόπον ανάλογο 8α ορίζουμε το διάνυσμα (e ) , δηλαδή το ανάστροφο του διανύσματος 6:. 
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υπόθεση αυτή, σε συνδυασμό με την υπόθεση (1), ενέχει τις ακόλουθες συνέπειες: 

• Αν η τεχνική παραγωγής (ff) είναι μη διασπώμενη, τότε κι η τεχνική παραγωγής 

yß) είναι μη διασπώμενη, 

• Αν η τεχνική παραγωγής ί ff) είναι διασπώμενη, τότε κι η τεχνική παραγωγής yß) 

είναι διασπώμενη, 

• Κάδε βασικό εμπόρευμα της τεχνικής παραγωγής (ff) είναι βασικό εμπόρευμα στην 

τεχνική παραγωγής yß) και 

• Κάδε μη βασικό εμπόρευμα της τεχνικής παραγωγής (ff) είναι μη βασικό εμπόρευμα 

στην τεχνική παραγωγής yß). 

4. Υπάρχει τουλάχιστον ένα βασικό εμπόρευμα σε κάθε μια από τις τεχνικές 

παραγωγής (ff) και yß). 

5. Τα μη βασικά εμπορεύματα (αν υπάρχουν) είτε δεν εισέρχονται στην παραγωγή των 

μη βασικών εμπορευμάτων είτε εισέρχονται άμεσα ή έμμεσα στην παραγωγή όλων 

των μη βασικών εμπορευμάτων. 

(α) Α^ 

6. Αν στην μήτρα τεχνικών συντελεστών Ακ ' η μέγιστη ιδιοτιμή λαι

ί1 της υπομήτρας 

(α) Α^ 

Α]] ' είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη της μέγιστης ιδιοτιμής Xm

22 της υπομήτρας 

/Ι (") . > r Aß) 
Aft, τότε στην μήτρα τεχνικών συντελεστών Α , που προκύπτει απο την 

μεταβολή της μεθόδου παραγωγής του εμπορεύματος ο), η μέγιστη ιδιοτιμή 

Α^ (β) 

ληι

ί] της υπομήτρας Α\ι είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη αντίστοιχα της μέγιστης 

- ι4^ • Aß) 
ιδιοτιμης Am της υπομητρας Aft . 

Συνολικά, τα ζεύγη μητρών Α" ' και Κ· , που πληρούν τις ανωτέρω υποθέσεις, 
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μπορούμε να τα κατατάξουμε σε δέκα κατηγορίες. Γενικά, κάθε κατηγορία διακρίνεται 

από ένα χαρακτηριστικό ή ένα σύνολο επιμέρους χαρακτηριστικών. Έτσι, έχουμε τις 

ακόλουθες κατηγορίες: 

• Η κατηγορία ce. 

Μοναδικό χαρακτηριστικό της κατηγορίας cJt είναι το εξής: Οι μήτρες tv και 

Α είναι μη διασπώμενες. 

• Η κατηγορία (Β. 

Η κατηγορία (Β αναλύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

(Βι. Οι μήτρες Jr και Jv ' είναι διασπώμενες. 

(Β2. Σε κάδε τεχνική το μέγιστο ποσοστό κέρδους της βασικής υποτεχνικής είναι 

μικρότερο του μέγιστου ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής (αν αυτό 

υπάρχει). 

® 3 · Ο1 Ρήτρες Α και Α^ ' διαφέρουν ως προς την μέδοδο παραγωγής του βασικού 

εμπορεύματος ω. 

Συμπεριλαμβάνεται δηλαδή η περίπτωση που η κανονική μορφή της μήτρας Α έχει ως εξής: 

! < • ) _ 

"11 Λ 1 2 

0 ο 
(.)=(«),(/?)· 

7 

Αν κατ' αντιστοιχία με την διάκριση των εμπορευμάτων σε Βασικά και μη βασικά εμπορεύματα γράιρυμε: 

d = (dud2)
T, 

τότε η συνδήκη (Β3 ενέχει τις παρακάτω συνέπειες: 

</ = (</,,ί/2)
Γ, με < / , * 0 , ί / 2 = 0 
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• Η κατηγορία ST, 

Η κατηγορία J~ αναλύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

ϊΓχ. Οι μήτρες Jv ' και Α^ είναι διασπώμενες. 

J7~2· Σε κάθε τεχνική το μέγιστο ποσοστό κέρδους της βασικής υποτεχνικής είναι 

μικρότερο του μέγιστου ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής (αν αυτό 

υπάρχει). 

^~3· Οι μήτρες Α και Α^ διαφέρουν ως προς τις εισροές των βασικών 

εμπορευμάτων που απαιτούνται για την παραγωγή του μη βασικού εμπορεύματος (υ. 

• Η κατηγορία (Ù. 

Η κατηγορία (Ù αναλύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

(υχ. Οι μήτρες Α" ' και Ά" είναι διασπώμενες. 

(Ù2- Σε κάδε τεχνική το μέγιστο ποσοστό κέρδους της βασικής υποτεχνικής είναι 

μικρότερο του μέγιστου ποσοστού κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής. 

(Û3. Οι μήτρες Α και Α διαφέρουν τουλάχιστον ως προς τις εισροές των μη 

βασικών εμπορευμάτων που απαιτούνται για την παραγωγή του μη βασικού 

εμπορεύματος ο). 

1 < ω < k 

8 — 

Η συνθήκη J7~3 ενέχει τις παρακάτω συνέπειες: 

και 

k <0)<η 
Η συνθήκη (0$ ενέχει τις παρακάτω συνέπειες: 
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• Η κατηγορία <5. 

H κατηγορία <5 αναΛύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

ò\. Οι μήτρες Α και Α είναι διασπώμενες. 

«52· Σε κάδε τεχνική το μέγιστο ποσοστό κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής είναι 

μικρότερο του μέγιστου ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής. 

<5β· Οι μήτρες Α και Α διαφέρουν ως προς την μέδοδο παραγωγής του βασικού 

εμπορεύματος ύ)} 

• Η κατηγορία JLQ". 

Η κατηγορία Λ£7 αναΛύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

ÂJcf ι. Οι μήτρες Α και Α είναι διασπώμενες. 

S£j 2- ^-ε κ °δε τεχνική το μέγιστο ποσοστό κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής είναι 

μικρότερο του μέγιστου ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής. 

££72,· Οι μήτρες Ά" και Α ' διαφέρουν ως προς τις εισροές των βασικών 

εμπορευμάτων που απαιτούνται για την παραγωγή του μη βασικού εμπορεύματος ύ). 

d = {dud2)
T

> με d2 5*0, ει'τε c/j =0 είτε d,^0. 

k <ω <η 

Η συνδήκη £$ ενέχει τις παρακάτω συνέπειες: 

</ = (</„</2)
Γ, με ί/ ,^0, ί/2 = 0 

και 

\<(0<k 

Η συνδήκη ÂJ3 $ ενέχει τις παρακάτω συνέπειες: 
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• Η κατηγορία iZ. 

H κατηγορία 2ί αναλύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

3L^. Οι μήτρες Jv ' και Α" είναι διασπώμενες. 

iZ2- ^ ε κ α 9 ε τεχνική το μέγιστο ποσοστό κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής είναι 

μικρότερο του μέγιστου ποσοστού κέρδους της βασικής υποτεχνικής. 

(α) (β) 

iE 3 · Ο1 Ρήτρες Ακ ' και Α διαφέρουν τουλάχιστον ως προς τις εισροές των μη 

βασικών εμπορευμάτων που απαιτούνται για την παραγωγή του μη βασικού 

12 

εμπορεύματος ω. 

• Η κατηγορία 'Το. 

Η κατηγορία '36 αναλύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

Τόι. Οι μήτρες Ά" και Α" είναι διασπώμενες. 

Ί02- Το μέγιστο ποσοστό κέρδους της βασικής υποτεχνικής της τεχνικής {a J είναι ίσο 

με το μέγιστο ποσοστό κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής της. 

3Ζ>3· Οι μήτρες Ά κ α ι ^ ' διαφέρουν ως προς την μέθοδο παραγωγής του βασικού 

d = {dud2)
T,\iidl*Qt d2=0 

και 

k <ω<η 

12 

Η συνθήκη §£.% ενέχει τις παρακάτω συνέπειες: 

à = {di,d1)
T, με d2 Φ 0, είτε dx = 0 ει'τε J, ^ 0. 

και 

k <ω<η 
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εμπορεύματος (û. 

• Η κατηγορία θ. 

Η κατηγορία Θ αναλύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

Θ χ. Οι μήτρες Α" ' και Α" ' είναι διασπώμενες. 

Θ2- Το μέγιστο ποσοστό κέρδους της βασικής υποτεχνικής της τεχνικής (ß J είναι ίσο 

με το μέγιστο ποσοστό κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής της. 

Θ 3· Οι μήτρες Α" ' και Λ" διαφέρουν ως προς τις εισροές των Βασικών 

εμπορευμάτων που απαιτούνται για την παραγωγή του μη βασικού εμπορεύματος ύ). 

• Η κατηγορία 5 . 

Η κατηγορία 3 αναλύεται στα εξής χαρακτηριστικά: 

3-ν Οι μήτρες 4̂ ' και Α είναι διασπώμενες. 

<32· Το μέγιστο ποσοστό κέρδους της βασικής υποτεχνικής της τεχνικής (α) είναι ίσο 

με το μέγιστο ποσοστό κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής της. 

13 

Η συνθήκη 35^3 ενέχει τις παρακάτω συνέπειες 

d = {dl,d2)
T,nzd1*Q, d2=Q 

και 

14 

Η συνθήκη (9 3 ενέχει τις παρακάτω συνέπειες 

d = (d{,d2)
T, με d^Q, d2=0 

και 

k <ω<η 
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£?3· Οι μήτρες Α και Α διαφέρουν τουλάχιστον ως προς τις εισροές των μη 

βασικών εμπορευμάτων που απαιτούνται για την παραγωγή του μη βασικού 

εμπορεύματος ύ). 

15 

Η συνδήκη <?3 ενέχει τις παρακάτω συνέπειες: 

d = (dud2)
T, μεί/2 Φ0, είτε </, = 0 εΐτε cf, Φ0. 

1 < ω <η 

1 4 7 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. 

ΟΙ ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΩΝ ΤΙΜΩΝ ΔΥΟ ΤΕΧΝΙΚΩΝ 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Ένα από τα πιο ενδιαφέροντα θεωρήματα που npoéKuyav από την μελέτη των 

γραμμικών υποδειγμάτων είναι το "Θεώρημα της Μη Υποκατάστασης" (Non 

Substitution Theorem),, το οποίο δα μπορούσαμε να διατυπώσουμε ως εξής: 

Θεώρημα της Μη Υποκατάστασης: Σε κάδε γραμμική τεχνική απλών 

εμπορευμάτων με μια μόνο πρωταρχική εισροή,1 την ομογενή εργασία,2 οι 

αντίστοιχες τιμές όλων των εμπορευμάτων είναι ανεξάρτητες από τη σύνδεση της 

ζήτησης ή του ακαδάριστου προϊόντος. Αντίδετα, είναι μονοσήμαντα 

προσδιορισμένες? αν η τιμή του ποσοστού κέρδους καδοριστεί εξωγενώς και ανήκει 

στο διάστημα των οικονομικά σημαντικών τιμών του ποσοστού κέρδους της 

δεωρούμενης τεχνικής.4 Επιπλέον, σε κάδε εφικτή τιμή του ποσοστού κέρδους που 

είναι μικρότερη της ελάχιστης των μέγιστων τιμών του ποσοστού κέρδους των 

διαδέσιμων τεχνικών,5 υπάρχει μια τεχνική (ή ένας γραμμικός συνδυασμός τεχνικών) 

1 Πρωταρχική εισροή ονομάζουμε κάδε μη παραγόμενη εισροή. 

2 Κατά συνέπεια, όλες οι υπόλοιπες εισροές, εκτός της εργασίας, περιγράφονται από την τεχνική 

παραγωγής ως παραγόμενες. 

3 Βεβαίως, όχι πλήρως προσδιορισμένες, αλλά με εξαίρεση ενός 6α8μωτού. 

* Κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, που ανήκει στο διάστημα των οικονομικά σημαντικών τιμών της 

δεωρούμενης τεχνικής, ονομάζεται εφικτή (feasible). 

5 Δηλαδή σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα: 

Τ e [θ, ϊ ) , με R' =min ( i ? ( ) ) και () = (α),(β), ... 

όπου με R συμβολίζουμε το μέγιστο ποσοστό κέρδους της τεχνικής ( ß ) , με R συμβολίζουμε το 

μέγιστο ποσοστό κέρδους της τεχνικής [β)-.-
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η οποία ελαχιστοποιεί όλες τις τιμές σε όρους της εργασιακής δύναμης ή 

μεγιστοποιεί το ονομαστικό ωρομίσθιο σε όρους ενός οποιουδήποτε numeraire.6-7 

6 Επομένως, η τεχνική που ελαχιστοποιεί όλες τις τιμές, σε όρους της εργασιακής δύναμης, ή 

μεγιστοποιεί το ονομαστικό ωρομίσθιο, σε όρους ενός οποιουδήποτε numeraire, προσδιορίζεται 

ανεξάρτητα από τη σύνθεση της τελικής ζήτησης ή του ακαθάριστου προϊόντος. Στο Τμήμα (2.3) θα 

δείξουμε, ότι η ανωτέρω πρόταση είναι αληθής, αν και μόνο αν για τις τεχνικές παραγωγής (α) και iß) 

ισχύει: 

• είτε ρκν' >- /Γ ; 

• είτε ρχ ' -< ρκ ' 

• είτε ρ ν ' = ρκ ' 

Βεβαίως, οι ανωτέρω συνθήκες πληρούνται πάντοτε, όπως θα δείξουμε στη συνέχεια, αν οι τεχνικές 

παραγωγής [ai και (β) είναι μη διασπώμενες. 

Όμως, για τις διασπώμενες τεχνικές παραγωγής (û) και [β) στην γενική περίπτωση, όπως θα 

δείξουμε αμέσως παρακάτω, ισχύει: 

• είτε ρΚΝ > pK ' 

• είτε /Γ ' < /Γ ' 

, Ja) Jß) 
• είτε ρκ ' = ρκ ' 

Στο Τμήμα (2.3) θα αποδείξουμε, ότι σε κάθε τιμή Γ, Τ € 0, R ), του ποσοστού κέρδους, στην 

οποία το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών της μιας τεχνικής είναι μεγαλύτερο ή ίσο του αντίστοιχου 

διανύσματος τιμών της άλλης και υπάρχει τουλάχιστον ένα εμπόρευμα του οποίου η τιμή είναι ίση στις 

δύο τεχνικές παραγωγής, ο προσδιορισμός της τεχνικής που μεγιστοποιεί το ονομαστικό ωρομίσθιο 

εξαρτάται, στην γενική περίπτωση, όχι μόνο από την τιμή του ποσοστού κέρδους, αλλά και από τη 

σύνθεση του τυπικού εμπορεύματος. Πιο συγκεκριμένα, εξαρτάται από το αν στη σύνθεση του τυπικού 

εμπορεύματος περιλαμβάνεται ένα τουλάχιστον μη βασικό εμπόρευμα. 

Στο σημείο αυτό δα πρέπει να επισημάνουμε, ότι άμεση κριτική στο "Θεώρημα της Μη 

Υποκατάστασης", σύμφωνα με το οποίο η τεχνική που μεγιστοποιεί το ονομαστικό ωρομίσθιο, σε όρους 

ενός οποιουδήποτε numeraire, προσδιορίζεται ανεξάρτητα από τη σύνθεση της τελικής ζήτησης ή του 

ακαθάριστου προϊόντος, έχει ασκήσει ο Bidard [1991, σσ. 83-85], Σύμφωνα με τον Bidard, σε διασπώμενες 

τεχνικές παραγωγής ο προσδιορισμός της τεχνικής που μεγιστοποιεί το ονομαστικό ωρομίσθιο εξαρτάται 

όχι μόνο από την τιμή του ποσοστού κέρδους, αλλά, στην γενική περίπτωση, και από τη σύνθεση της 

τελικής ζήτησης ή του ακαθάριστου προϊόντος. Πιο συγκεκριμένα, εξαρτάται από το αν στη σύνθεση του 

ακαθάριστου προϊόντος περιλαμβάνεται ένα τουλάχιστον μη βασικό εμπόρευμα. 
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Στο Μέρος (Ι) αποδείχτηκε, ότι σε κάδε εφικτή τιμή r του ποσοστού κέρδους -

που είναι μικρότερη της μέγιστης τιμής R - μιας τεχνικής που πληρεί τις ανωτέρω 

προϋποθέσεις, αντιστοιχεί πράγματι ένα μοναδικό διάνυσμα σχετικών τιμών. 

Εντούτοις, ο ισχυρισμός που διατυπώθηκε στο "Θεώρημα της μη Υποκατάστασης", 

σύμφωνα με τον οποίο για κάδε τεχνική8 ο εξωγενής καδορισμός μιας εφικτής τιμής 

του ποσοστού κέρδους αποτελεί επαρκή συνδήκη για τον μονοσήμαντο 

προσδιορισμό των τιμών των εμπορευμάτων, είναι στην γενική περίπτωση 

Λανθασμένος. Για να γίνει αυτό αντιληπτό αρκεί να δεωρηδεί η περίπτωση εκείνη, 

που η τεχνική παραγωγής έχει την μορφή που περιγράφουν οι σχέσεις (1.1.2.1) και 

(1.1.2.2) και οι τιμές τυποποιηδούν με ένα τυπικό εμπόρευμα που περιέχει στη 

σύνδεση του ένα - απλό ή σύνδετο - βασικό εμπόρευμα. Τότε, σε μια ορισμένη 

εφικτή τιμή του ποσοστού κέρδους, την μέγιστη τιμή R των τεχνικών [α) και ψ), 

αντιστοιχούν δύο διαφορετικά διανύσματα σχετικών τιμών: Το διάνυσμα σχετικών 

τιμών που είναι προσδιορισμένο ήδη πριν την τυποποίηση των τιμών και το διάνυσμα 

σχετικών τιμών που σχηματίζεται μετά την τυποποίηση των τιμών. 

Στο Κεφάλαιο (1) δα εξεταστούν οι σχέσεις των τιμών παραγωγής των 

τεχνικών (α) και (β) σε κάδε κοινή εφικτή τιμή του ποσοστού κέρδους Γ. Πιο 

7 Το "Θεώρημα της Μη Υποκατάστασης" διατυπώθηκε αρχικά από τον Samuelson [1951] και αναφερόταν 

στην ειδική περίπτωση που η τιμή του ποσοστού κέρδους είναι ίση-με το μηδέν. Στην μορφή του αυτή 

ονομάστηκε "Θεώρημα της Υποκατάστασης" (Substitution Theorem). Το "Θεώρημα της Υποκατάστασης" 

συζητήδηκε επίσης από τους Koopmans [1951], Georgescu-Roegen [1951] και Arrow [1951]. Στη συνέχεια 

ο Samuelson [1961] επαναδιατύπωσε το θεώρημα, αναφερόμενος στην γενικότερη περίπτωση που η τιμή 

του ποσοστού κέρδους είναι δετική. Έτσι, στην νεότερη εκδοχή του το ονόμασε "Θεώρημα της Μη 

Υποκατάστασης" (Non Substitution Theorem). Τέλος, το ανωτέρω δεώρημα - στην νεότερη εκδοχή του - ο 

Mirrlees [1969] προτίμησε να το ονομάσει " Δυναμικό Θεώρημα της Μη Υποκατάστασης" (Dynamic Non 

Substitution Theorem), Η πρώτη αυστηρή απόδειξη του "Θεωρήματος της Μη Υποκατάστασης" υπό την 

"στενή" του έννοια, σύμφωνα με την οποία τα διανύσματα τιμών, που εκφράζονται σε όρους της 

εργασιακής δύναμης, δύο τεχνικών που διαφέρουν ως προς την μέθοδο παραγωγής ενός εμπορεύματος 

είναι ολικά διατεταγμένα, δόδηκε από τον Morishima [1964[. Έκτοτε, για το "Θεώρημα της Μη 

Υποκατάστασης" προτάθηκαν διάφορες εναλλακτικές αποδείξεις. Επιπλέον, συζητήδηκε η εφαρμογή του 

σε κάδε δυνατή παραλλαγή των αρχικών του ηρουποδέσεων (σύνθετη παραγωγή, πληδώρα πρωταρχικών 

εισροών, νεοκλασική τεχνική κλπ). Όμως, παρόλη την προσοχή που δόδηκε στο "Θεώρημα της Μη 

Υποκατάστασης", μόνο στον Pasinetti [1977] δα Βρούμε μια συνολική κριτική του περιεχομένου τηε 

έννοιας "Υποκατάσταση", που υπονοεί το δεώρημα. 

8 Εννοείται φυσικά ότι πληρεί τις προϋποδέσεις του "Θεωρήματος της Μη Υποκατάστασης". 

150 



συγκεκριμένα, στο Κεφάλαιο (1) η συζήτηση 9α περιστραφεί γύρω από τα ακόλουθα 

ζητήματα: 

• Στο Τμήμα (2) 8α αποδειχτεί με δύο εναλλακτικούς τρόπους,9 ότι σε κάδε εφικτή 

τιμή του ποσοστού κέρδους, που είναι μικρότερη της ελάχιστης των μέγιστων 

τιμών του ποσοστού κέρδους των τεχνικών (α) και \β),10 μια από τις ανωτέρω 

τεχνικές ελαχιστοποιεί όλες τις τιμές σε όρους της εργασιακής δύναμης. Το 

ιδιαίτερο, κοινό χαρακτηριστικό των ανωτέρω αποδείξεων είναι ότι αναφέρονται 

είτε στην ειδική περίπτωση που οι τεχνικές παραγωγής είναι μη διασπώμενες είτε 

στην ειδική περίπτωση που οι τεχνικές παραγωγής περιγράφουν την παραγωγή 

βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων και τα μη βασικά εμπορεύματα είτε δεν 

εισέρχονται στην παραγωγή των μη βασικών εμπορευμάτων είτε κάδε μη βασικό 

εμπόρευμα εισέρχεται - άμεσα ή έμμεσα - στην παραγωγή όλων των μη βασικών 

εμπορευμάτων. 

• Στο Τμήμα (3) δα δεωρηδεί η περίπτωση που η μέγιστη τιμή R του ποσοστού 

κέρδους των τεχνικών yüj και ίβ) είναι ίση και δα εξεταστεί η σχέση των 

ονομαστικών τιμών των τεχνικών (α) και (β) στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, 

για κάδε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων.11 

9 Οι ανωτέρω αποδείξεις αναπτύσσονται στα υποτμήματα (2.α) και (2.6) αντίστοιχα. Κάδε μια από τις 

αποδείξεις αυτές προσεγγίζει το "Θεώρημα της Μη Υποκατάστασης" από μια διαφορετική οπτική γωνία. 

1 0 άηλαδή σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα: 

Γ e [θ,Α*)με J ^ m i n ^ , * 0 0 ) 

1 1 Μη επιτρεπτή τυποποίηση έχουμε όταν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από τις κατηγορίες: 

S, ±σ, SÌ, 7Ù και© 

και ως τυπικό εμπόρευμα Λειτουργεί ένα απΑό ή σύνδετο βασικό εμπόρευμα. Πράγματι, σε κάδε τέτοια 

περίπτωση, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ο προσδιορισμός των τιμών των μη Βασικών 

εμπορευμάτων είναι αδύνατος. Το δέμα αυτό πραγματευτήκαμε στο Μέρος (Ι). 
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2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΜΗ ΥΠΟΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ 

2.α. ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ Ι. 

Στο Τμήμα (2.α) 8α αποδείξουμε το "Θεώρημα της μη Υποκατάστασης", 

αποδεικνύοντας, ότι για κάδε τεχνική y.), L) = (α\ yß), οι συνθήκες: 

. [^«(1 + r) + ;«](e:)V[/)A«(1 + r ) + i « ] ( e : ) T 

είναι αντίστοιχα ισοδύναμες με τις συνδήκες: 

4ß) ^ 4α) 

• fr ' > jr ' 

. ρΨ)<ρ(α) 12 

. ρ(α)=ρ(β)κ 

1 2 Αυτό σημαίνει, ότι αν για το τυχαία επιλεγμένο διάνυσμα τιμών - είτε της τεχνικής yü) είτε της 

τεχνικής [β)- το κόστος παραγωγής του εμπορεύματος ΰ) που αντιστοιχεί στην μέθοδο παραγωγής iß) 

είναι μεγαλύτερο (μικρότερο) του κόστους παραγωγής του ίδιου εμπορεύματος που αντιστοιχεί στην 

μέθοδο παραγωγής ( β ) , τότε αφενός μεν για κάθε διάνυσμα τιμών το κόστος παραγωγής του 

εμπορεύματος ΰ) που αντιστοιχεί στην μέθοδο παραγωγής Ι β) είναι μεγαλύτερο (μικρότερο) του κόστους 

παραγωγής του ίδιου εμπορεύματος που αντιστοιχεί στην μέθοδο παραγωγής (ff), αφετέρου το διάνυσμα 

τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, της τεχνικής iß) είναι μεγαλύτερο (μικρότερο) -

με την ευρεία έννοια - του αντίστοιχου διανύσματος τιμών της τεχνικής ( υ ) . 

1 3 Αυτό σημαίνει, ότι αν για το τυχαία επιλεγμένο διάνυσμα τιμών - είτε της τεχνικής yüj είτε της 

τεχνικής [β)- το κόστος παραγωγής του εμπορεύματος (0 που αντιστοιχεί στην μέθοδο παραγωγής (ff) 

είναι ίσο με το κόστος παραγωγής του ίδιου εμπορεύματος που αντιστοιχεί στην μέθοδο παραγωγής iß), 

τότε αφενός μεν για κάθε διάνυσμα τιμών το κόστος παραγωγής του εμπορεύματος (ΰ που αντιστοιχεί 

στην μέθοδο παραγωγής (β) ίσο με το κόστος παραγωγής του ίδιου εμπορεύματος που αντιστοιχεί στην 

μέθοδο παραγωγής \β), αφετέρου το διάνυσμα τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, 

της τεχνικής (β) είναι ίσο με το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών της τεχνικής (β). 
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Θα συζητήσουμε ξεχωριστά την περίπτωση που οι τεχνικές παραγωγής είναι 

μη διασπώμενες14 από την περίπτωση που οι τεχνικές παραγωγής είναι διασπώμενες. 

Επιπλέον, αν οι τεχνικές παραγωγής είναι διασπώμενες, δα εξετάσουμε ξεχωριστά 

την περίπτωση που το εμπόρευμα (υ είναι βασικό15 από την εναλλακτική περίπτωση 

που το εμπόρευμα ύ) είναι μη βασικό.16 

Για να απλοποιήσουμε τις αποδείξεις που ακολουθούν δα δεωρήσουμε το 

παρακάτω Λήμμα: 

Λήμμα Ι.17 Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, με r e \Q,R J 

R = min I lo" ,JO ' ) , για τα διανύσματα τιμών j r ' και /Γ ' των τεχνικών (α) 

ψ) αντίστοιχα, τα οποία εκφράζονται σε όρους της εργασιακής δύναμης (labor 

commanded), ισχύουν οι ακόλουδες σχέσεις: 

και 

και 

pW _ ρΜ Jp(ß)_ [ ^ W (! + ή +,(«) J[; _ (, + Γμ(« (1) 

και 

Jß) Ja) p^Aß\\ + r) + l (ß) jW 7 - ( l + r ) i 4 (ß) (2) 

Απόδειξη: Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, r e 0, i? I, τα διανύσματα 

σχετικών τιμών /Γ ' και ; Γ ' των τεχνικών (α) και (/?) αντίστοιχα, προσδιορίζονται 

από τα ακόλουδα συστήματα: 

p(
a)=p(

a)A^(\ + r) + wß 

και 

p(i»=pWAW(l + r) + wl (ß) 

14 Βλέπε την Παράγραφο (Ι) που ακολουθεί. 

1 5 Βλέπε την Παράγραφο (Π) που ακολουθεί. 

1 6 Βλέπε τις Παραγράφους (III) και (IV) που ακολουθούν. 

1 7 Ό π ω ς θα φανεί από την απόδειξη που ακολουθεί, το Λήμμα (1) ισχύει γενικά, ανεξάρτητα αν οι 

τεχνικές ί α ] και iß) διαφέρουν σε μια ή περισσότερες μεθόδους παραγωγής. 
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Διαιρώντας αμφότερα τα μέΛη των ανωτέρω συστημάτων με την θετική τιμή w του 

ονομαστικού ωρομισθίου [W >- 0) ,18 προκύπτουν αντίστοιχα τα ακόλουθα συστήματα: 

β(α> = ρ(α>Λ(β) (1 + r) + /(β) 

και 

Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (3) και (4) προκύπτει: 

-Μ '(«) ρ(α)Α(°\\ + τ) + 1 Μ 'pi»A% + ,)+ß' 

fi) - ρ(·) = ( ρ « # - ρ^Α^ ) (1 + r) + (/(ί) - β) « 

pW -ρ« = ( , « # -pWAW +ß(')^·) -pW^W) (i+r)+(iW -/<·>)<* 

j)W - j)W = U « ( # -yiW)+(pW -ρΙ'ψ'Ά (l + r)+(/W -/W)o 

(j»W-j)W) 

Η μήτρα 

έχουμε: 

(3) 

(4) 

(5) 

7 - ( l + r)À^a' , τ Ε 0,R*\, είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα.19 Έτσι 

1 8 Στο Μέρος (Ι) δείξαμε, ότι για την τεχνική (Λ (.) = (β),(/Π, στην τιμή / του ποσοστού κέρδους, με 

Γ ε [ θ , # ( ) ) κα, (.), () = (α),(β), 8α ,σχύει: 

wyQ 

Επομένως, σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με Γ €Ξ ρ , R Ι και R = min li? ,R I, δα ισχύει: 

w>-0, 

ανεξάρτητα αν πρόκειται για τον προσδιορισμό των τιμών της τεχνικής (β) ή της τεχνικής (/>)· 

1 9 Από την υπόθεση μας ότι το ποσοστό κέρδους Γ ανήκει στο διάστημα 0, R 1 npc 

r^i?'=min(i?(a),^))<i?(ö) 

}θκυπτει: 
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Ί-(1 + Γ)ΑΜ 
1-1 

>0 (6) 

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά τη σχέση (5) με την αντίστροφη της μήτρας 

Ι — (\ + rjA" ' και Λαμβάνοντας unóyn τη σχέση (4) 8α έχουμε: 

PW -ρ« = [ ] ) « ( # - Α « ) (i + r) + (/W -/Μ)Τ/-(Ι + Γ)ΑΜ" 

)W_ßW = {ßW pWA^(l + r) + l^j[l-(l + r)A^f 
Τροποποιώντας ελαφρά την ανωτέρω απόδειξη έχουμε: 

Jß) Ja) MAWÌ M] i^W(l + r) + /W - ^ W ( l + r) + / ^hU)| / («) ! 
<=> 

pW -jW = ( ^ ) # -)>(')# +/)(«)# -pW#)(l + r) + ( ^ - / W 

ν·)(#-^))+(ί«-ί«μ«](ι+Γ)+(/«-/·) 

(7) 

Η μήτρα 

έχουμε: 

J - ( l + r)A^ ' , r e 0,i?*), είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα.20 Έτσι 

Ί-(\ + Γ)ΑΜ >0 (8) 

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά τη σχέση (7) με την αντίστροφη της μήτρας 

I-(\ + r)A[ 
και λαμβάνοντας unóyn τη σχέση (3) δα έχουμε: 

2 0 Από την υπόθεση μας ότι το ποσοστό κέρδους Γ ανήκει στο διάστημα 0, R Ι προκύτ 

r-<R,=mm(R(a\R(ß))<R{ß) 
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f>-ft> = 
Jß) Ja) 

4ß) 4°) py ' -pX) = 

.00 <=> p(')(A(p) _ /4(»))(1+,)+(,« _,(«))! [/_(,+r)A 

i W # ( l + ,) + /W]-fßW/tW(l + r) + iWl)[/-(l + r ) # 
-1 

<=> 

j W ( l + r) + /^ >(«)' J-(l + r ) ^" 

, * ' ) και 

και 

Πρόταση 1. Σε κάδε τιμή τ του ποσοστού κέρδους, με r e 

ο* • /D(°) MX S > . 4α) 4ß) 
R — mm IÄV ,Λ ' Ι , για τα διανύσματα τιμών ρκ ' και ρχ ' των τεχνικι 

(β) αντίστοιχα, τα οποία εκφράζονται σε όρους της εργασιακής δύναμης (labor 

commanded), δα έχουμε: 

4ß) -̂  4α) 
• είτε ρκ ' > ρκ ' 

4β) s 4α) 
• είτε ρκ ' < ρκ ' 

Ja) J β) 
• είτε ρκ ' = py ' 

Απόδειξη: Σύμφωνα με τις σχέσεις (1) και (4), σε κάδε τιμή r, r e 0,i? 1, 

ποσοστού κέρδους έχουμε: 

του 

pW-PW = Ufi 

pW.p(') = 

p(ß)A{"\\ + r) + ß / - ( l + r)xW -1 
<=> 

x(ß)A(") («) p^A[a\ì + r) + l^ I-(\ + r)A 

ßW_ßW = ,+1/W-yW' J-{\ + r)A W pW(#-AW)(l + r) 

Από τις σχέσεις (0.2.1), (0.2.2), (0.2.3), (0.2.4) και (0.2.5) 2 1 συνεπάγεται: 

Α^-Α^=ώί 

Μ 

(9) 

και 

/ ( i ) - /W=tó Ocffl 

(10) 

(H) 

21 Οι σχέσεις (0.2.1), (0.2.2), (0.2.3), (0.2.4) και (0.2.5) συμβολίζουν τις σχέσεις (1), (2), (3), (4) και (5) 

αντίστοιχα του Τμήματος (2) του Προκαταρκτικού Κεφαλαίου. 
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Έτσι, από τις σχέσεις (9), (10) και (11) έχουμε: 

Μ <=> 

pW-tM=Wd(\ + r) + dMl-(\ + T)A Μ (12) 

Κατά τον ίδιο τρόπο, εφαρμόζοντας τις σχέσεις (3), (10) και (11) στη σχέση (2) δα 

έχουμε: 

ί(*^«(ι+Γ)+/(')]-ί<·))[;-(ι+Γ)#]^ο 

ßW#(1 + r) + β 1 - [pM̂ M(1 + r) + /W ])[/ - (ι + Γ)Λ« ]"' « 

ί « ( # -ΛΜ)(Ι+Γ)+(/« -/«)] [/-(1+r)^»]"1 ο 

iW(&:)0 + r) + ^][/-(l + r)A«]"'« 

/°)(/(l + r) + i/0k[/-(l + r)yl(i)r' (13) 

Έτσι, από τις σχέσεις (6), (8), (12) και (13) προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

ρ^ά(\ + ή + άϋ>{) 

p(ß)d(l + r) + dQyO 

και 

ρ(β) > ρ(°) 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

4ß) 

Aß) 

4ß) 

4ß) 

Λβ) 

Ja) \ 

-p{ - { 

- P W = { 

-F=\ 
4a) r 

Ja) r 

-py =[ 

p{a)d(l + r) + d0-<0 

p^d(\ + r) + dQ^0 

και 

4ß) ^ 4a) 
p\?) < p\ ) 
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• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

Μ, 

και 

p[a)d(ì + r) + dQ=0 

p{ß)d(\ + r) + dQ=0 

ia) _ a(/0 22 

Δείξαμε ότι τα διανύσματα τιμών ρ και ρ των τεχνικών (α) και ί/Π 

αντίστοιχα, που συνδέονται με μια ορισμένη τιμή r, r e i 0,1? ι, του ποσοστού 

κέρδους είναι ολικά διατεταγμένα (totally ordered). Στη συνέχεια, δα επιχειρήσουμε 

να προσδιορίσουμε τις προϋποθέσεις, υπό τις οποίες η απόλυτη τιμή της τυχαίας 

συνιστώσας του διανύσματος (ρ ρ είναι δετική ή μηδενική. Για τον σκοπό 

αυτό 8α διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

2 2 Η ανωτέρω ανάλυση μπορεί πολύ εύκολα να επεκταθεί - σε μια ασθενέστερη μορφή - και στην 

περίπτωση που οι τεχνικές ( β ) και iß) δ ιαφέρουν σε περισσότερες από μια μεθόδους παραγωγής. 

Πράγματι, αν, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέσουμε ότι οι τεχνικές παραγωγής I ß ) και iß) 

διαφέρουν στις III πρώτες μεθόδους παραγωγής και, επιπλέον, ότι ισχύει: 

είτε 

είτε 

είτε 

Ρ « ( # - Α ^ ) ( \ + Γ ) + ( Ι ^ - ; ^ ) > Ο , (.)=(«), (β) 

^(Λ^-Λ^)(1 + Τ ) + ( / ^ - ^ ) < 0 , (.) = («), (β) 

^(Λ^-^)(ΐ + Γ ) + ( ΐ ^ - 1 ^ ) = 0,(.) = (α),(^) 

ότε, αντίστοιχα, δα έχουμε: 

είτε 

είτε 

είτε 

ρ(β 

piß) 

ρ(.) 

)>ρ(° 

<ρ(°) 

= ρΜ 
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Ι. Οι μήτρες Α^α' και Ar ' ανήκουν στην κατηγορία <Λ. 

Εφόσον οι μήτρες Α και .4 είναι μη διασπώμενες, στο διάστημα 0,i? Ι του 

ποσοστού κέρδους ΐ οι μήτρες / - ( l + r)A ( a ) και / - ( l + r ) ^ l είναι μη 

ιδιάζουσες και μη διασπώμενες Μ-μήτρες. Ως εκ τούτου έχουμε: 

I-(ì + r)A («) ^ 0 (14) 

και 

I-(\ + r)A (β)] >ΰ (15) 

Με δεδομένες τις σχέσεις (14) και (15), από τις σχέσεις (12) και (13) προκύπτουν τα 

ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p^d(\ + r) + d0y{) 

p(ßk(\ + r) + doy0 

και 

Jß) ν Ja) 

py ' y p v ' 

Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p(ff)i/(l + r) + c/o-<0 

p^d(\ + r) + dQ-<Q 
και 

Jß) J Ja) 

Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

pH/(l + r) + </0=0 

p{ß)d(l + r) + d0 = 0 

και 
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pi") = p(ß) 23 

Στη συνέχεια δα εξετάσουμε το διάνυσμα Ι ρ ρ ) , όταν οι μήτρες Α^ ' 

και Ά> είναι διασπώμενες. Διαμερίζουμε το στοιχειώδες διάνυσμα ea

a ως εξής: 

Ì=(*Ì.CÌ) (Ι« e * 

όπου eö είναι το υηοδιάνυσμα διαστάσεων 1 χ £ 2 4 και £ω_^ το υποδιάνυσμα 

διαστάσεων 1Χ \η — kJ,25 Προφανώς, αν ισχύει (ù<k, η συνιστώσα 6) του 

k n—k 

υποδιανύσματος ew είναι ίση με την μονάδα και για το υποδιάνυσμα e(û_k δα ισχύει: 

pn~k - 0 ecû-k - u 

Στην αντίδετη περίπτωση που ισχύει (υ >- k, η συνιστώσα (ύ — k του υποδιανύσματος 
n—k k 

e<D-k ε ^ ν α ι * σ η Ue τ η ν μονάδα και για το υποδιάνυσμα effl δα ισχύει: 

2 3 Η ανωτέρω ανάλυση μπορεί πολύ εύκολα να επεκταθεί, σε μια ασθενέστερη μορφή, και στην 

περίπτωση που οι τεχνικές (β) και iß) διαφέρουν σε περισσότερες από μια μεθόδους παραγωγής. 

Πράγματι, αν, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέσουμε ότι οι τεχνικές παραγωγής Iß) και iß) 

διαφέρουν στις 1Ώ πρώτες μεθόδους παραγωγής και, επιπλέον, ότι ισχύει: 

^ ( ^ - Α ^ ) ( ΐ + /)-)-(^-/^)>0, (.) = («), (β) 

^ ( # - ^ ) ( l + r ) + ( ^ - / ^ ) < 0 , (.) = («), (β) 

ίτε ^ ( ^ - ^ ) ( l + r)+(i^-iW) = 0, (.) = («), (β) 

• είτε 

• είτε 

• ει 

τότε, αντίστοιχα, θα έχουμε: 

• είτε JT ' >- JT ' 

• είτε ψ ' -< ρκ ' 

• είτε ρκ y = ρκ ' 

2 4 Κατά τρόπον ανάλογο θα ορίζουμε το διάνυσμα \£ω) , δηλαδή το ανάστροφο του διανύσματος Ca 

2 5 Κατά τρόπον ανάλογο θα ορίζουμε το διάνυσμα \S k I , δηλαδή το ανάστροφο του διανύσματος 
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ei -Ο * 

Θα διαμερίσουμε τα διανύσματα τιμών /Γ ' και ρ ' κατά τέτοιο τρόπο, ώστε 

να διακρίνονται τα υποδιανύσματα τιμών των βασικών εμπορευμάτων, ρ\ και ρ\ ' 

αντίστοιχα, από τα υποδιανύσματα τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων, ρ\ ' και 

ρ\ αντίστοιχα. Έτσι, Λαμβάνουμε τις ακό/\ου8ες σχέσεις: 

και 

Αντίστοιχα, 8α διαμερίσουμε τις μήτρες I-(ì + r)A («) 

(17) 

(18) 

και 

έχουμε:27 

. Έτσι, για την μήτρα . ( • ) Ι-(\ + ήΑ[-> , με (.) = (α), (6), 8α 

/-(l + r)A() -ι 

0 

^ - ( ΐ + Γ^ίΤΆί^Ι + ^ - Ο + ^Α Λ 4 0 

7 2-(l + r ) 4 ( • ) 

(19) 

Εφόσον οι μήτρες Α\J ', ^\ , Λ^ και Α^ είναι μη διασπώμενες, για κάδε τιμή 

Γ, r e 0,i? ι, του ποσοστού κέρδους οι μήτρες: 

.«1 | / 1 - ( l + r ) C j , [ / 1 - ( l + r H W j , [ / 2 - ( l + r)4 , , jKa.[/2-(l + r)A 

είναι μη ιδιάζουσες, μη διασπώμενες Μ-μήτρες. Έτσι, έχουμε: 

ιοοι 
*22 

7 , - ( 1 + Γ)Λ « 1 >-ο (20) 

2 6 Σε κάδε περίπτωση, ένα μόνο από τα υποδιανύσματα e^ και S(0_k δα είναι στοιχειώδες διάνυσμα, ενώ 

το άλλο 8α είναι υποχρεωτικά μηδενικό διάνυσμα. Ο υποδείκτης του εκάστοτε στοιχειώδους διανύσματος 

δα συμβολίζει τη συνιστώσα του που είναι ίση με την μονάδα. 

27 Βλ. Δασκαλόπουλος, σελ. 112. 
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>-0 

^ 0 

(21) 

(22) 

και 

/ 2-(l + r)A 22 ^ 0 (23) 

Έτσι, με βάση τις σχέσεις (16), (18) και (19) το σύστημα (12) διαμερίζεται ως εξής: 

Pi - Ρ\ι - ^ 1 + ^ ) ( l + r) + c/ 0 ]^[/ 1 -( l + r)A; π 
-1 

(24) 

και 

# > - # > = [pPVÄJO+'Wo / . - ( l+r^'^O+^k-O+^A Λ«) 1-1 

h-(l+r)A («0 1-1 
(25) 

Κατά τρόπον ανάλογο, με 6άση τις σχέσεις (16), (17) και (19) το σύστημα (13) 

διαμερίζεται ως εξής: 

- ι 
Ρ« - ρ\°)=ρ\+ft)dty+ή+ψ [/, - (ι+τ)$ (26) 

και 

#-pW = (Λ+Α)(ΐ + ̂ )+̂ ο] e^/.-O+r)̂ ]" ^Ο+φ-0+^f+CÌ[/2-0+r)^ di/») (27) 

Στο σημείο αυτό, αφού ολοκληρώσαμε τη διατύπωση των γενικών 

χαρακτηριστικών της μορφής του διανύσματος ρκ ρ , που αντιστοιχεί στην 

περίπτωση που οι μήτρες Α και Α είναι διασπώμενες, είναι απαραίτητο να 

εξετάσουμε τις ακόλουθες επιμέρους περιπτώσεις: 
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Π. Οι μήτρες Α^α' και Α^' ανήκουν είτε στην κατηγορία (Β είτε στην 

κατηγορία <5 είτε στην κατηγορία 'Jô. 

Από τη συνθήκη (Β^ ή <53 ή ^ 5 3 προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

Λ°) - A(ß) - Α 

Α')') — Α')') — Α 
m *22 - Λ 2 2 

d = {d\,d2) , με α] Ψ 0 και d2 = 0 

(28) 

(29) 

(30) 

και 

\<œ<k 

Έτσι, από τη σχέση (31) συνεπάγεται: 

pn~k - 0 eo)-k - υ 

(31) 

(32) 

Αν εφαρμόσουμε τις σχέσεις (28), (29), (30) και (32) στις σχέσεις (24) και (25) θα 

έχουμε: 

Jß) Ja) 
Pi '-Pi - A^O + ̂  + dbleif/.-O + r ) ^ (33) 

και 

Pi Pi - #rf,(l + r) + dokf/i-(l + r)4e)rA2(l + 0[72-0 + ̂ K] 

Σύμφωνα με τη σχέση (33), η ανωτέρω σχέση γράφεται ως εξής: 

# - ^ β ) = (Α(/,) - Α(β))Αΐ2(ΐ + r) [/2 -(1 + Γ ) ^ ] " (34) 

Κατά τον ίδιο τρόπο, αν εφαρμόσουμε τις σχέσεις (28), (29), (30) και (32) στις σχέσεις 

(26) και (27) θα έχουμε: 

Jß) Ja) 
Pi - Pi Α^,Ο+Ο+^^ί/,-ο+Γ)^) (35) 

και 

M _ άα) -
Pi Pi -

ρΓ^ι(ΐ + r) + <k 4 / , - ( ! + ήΑ\ζ> An(ì + r) [l2 - (l + r)A22] (ß) 

Σύμφωνα με τη σχέση (35), η ανωτέρω σχέση Λαμβάνει την μορφή της σχέσης (34). 

Με δεδομένες τις σχέσεις (17), (18), (20), (21), (22), (23), (29) και (30), από τις 

σχέσεις (33), (34) και (35) προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 
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• Οι ακόλουδες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p{a}d(\ + r) + d0yO 

p{ß)d(\ + r) + d0>-{) 

και 

Jß) . Ja) 

Ρ\ >- Pi ; 

Επιπλέον, αν ισχύει μια από τις ανωτέρω σχέσεις δα έχουμε: 

• Οι ακόλουδες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p{a)d(l + r) + dQ-<Q 

p^d(\ + r) + d0-<0 

και 

Jß) , Ja) 
Pi < Pi ' 

Επιπλέον, αν ισχύει μια από τις ανωτέρω σχέσεις δα έχουμε: 

ήή<ήή 

• Οι ακόλουδες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p{a)d(\ + r) + dQ=0 

p{ß)d(l + r) + dQ = 0 

και 

Ja) Jß) 

ρ\ > = ρ]"' 

Επιπλέον, αν ισχύει μια από τις ανωτέρω σχέσεις δα έχουμε: 
ft(a) _ Λ(£)28 
Ρ2 - Pi 

28 

Η ανωτέρω ανάλυση μπορεί πολύ εύκολα να επεκταθεί - σε μια ασθενέστερη μορφή - και στην 

περίπτωση που οι τεχνικές (ß J κα\ \β\ διαφέρουν στις μεθόδους παραγωγής περισσότερων από ένα 
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III. Οι μήτρες Α^α' και Α^ ' ανήκουν είτε στην κατηγορία ST είτε στην 

κατηγορία SJd είτε στην κατηγορία θ. 

Από τη συνθήκη J7"3 ή JLÇj'3 ή θ 3 προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

4 ß ) = 4(ί° = Α ι (36) 

^ 2 2 = ^ 2 2 = Α 

d = (dhd2)
T, με 4 * 0 και ûf2 = 0 (38) 

22 ~~ ^ 2 2 — An (37) 

Τ 

και 

k<(ù<n (39) 

Έτσι, από τη σχέση (39) συνεπάγεται: 

4 = 0 (40) 

Αν εφαρμόσουμε τις σχέσεις (36), (37), (38) και (40) στις σχέσεις (24) και (25) δα 

έχουμε: 

ρ\α) = ρ\β) = Α (4ΐ) 

και 

βασικών εμπορευμάτων. Πράγματι, αν, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέσουμε ότι οι τεχνικές 

παραγωγής (β) και (β) διαφέρουν στις μεδόδους παραγωγής των 1Ώ πρώτων βασικών εμπορευμάτων 

και, επιπλέον, ότι ισχύει: 

• είτε Α« (Λ(ί>- Α« )(1 + Γ)+(/«"-4"») a 0, (.) = (α), 0») 

lw?!-)(ylW-^))(l+,)+(ji'»-/!-»)sO,(.)-(4(i) 

p()(AW^W)(1+r)+(,W-/W) = o, (.) = («),(ί) • είτε 

τότε, αντίστοιχα, σα έχουμε: 

• * ( ί ) ν. "(β) 

είτε /Γ ; >-/Γ ' 

είτε /Γ ' -< /Γ ' 

• είτε /Γ ' = / Γ ' 
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# > - # > = ^</,(l + r) + i / 0CÎ[7 2-( l + r)42]" 

Σύμφωνα με τη σχέση (41), η ανωτέρω σχέση γράφεται ως εξής: 

ήβ) - ή°]=[ΡΑ Ο + ή + * , ] £ { [/2 - (1+ήΑΏ ]"' (42) 

Κατά τον ίδιο τρόπο, αν εφαρμόσουμε τις σχέσεις (36), (37), (38) και (40) στις 

σχέσεις (26) και (27) λαμβάνουμε τις σχέσεις (41) και (42). 

Με δεδομένες τις σχέσεις (17), (18), (22), (23), (37) και (38), από τις σχέσεις (41), 

και (42) προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p{ß)d(\ + r) + d0yQ 

και 

Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

ßH/(l + r) + </0-<0 

j Ä ( l + r) + cfo^0 

και 

Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

£Wc/(l + r) + ii0 = 0 

p^</(l + r) + </0=0 

και 

p(")=p(ß)29!30 

29 
Η ανωτέρω ανάλυση μπορεί πολύ εύκολα να επεκταδεί - οε μια ασδενέστερη μορφή - και στην 
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περίπτωση που οι τεχνικές (β) και Ι β) διαφέρουν στις μεθόδους παραγωγής περισσότερων από ένα μη 

βασικών εμπορευμάτων. Πράγματι, αν, χωρίς 6Λά6η της γενικότητας, υποθέσουμε ότι οι τεχνικές 

παραγωγής ( ß j και Ι β) διαφέρουν στις μεθόδους παραγωγής των ÏÏI πρώτων μη βασικών εμπορευμάτων 

και, επιπλέον, ότι ισχύει: 

•τ. il-'^-^'Jii+'J+i'!"-^)^». (·)-(«). W 

h. p()(A(')-4'»)(l + f)+(/Srt-4-»)<0, (.) = («> (β) 

,,e#(^-AW)(i+r)+f;W-;W)=o,(.)=(a),(i) 

ότε, αντίστοιχα, 8α έχουμε: 

είτε Ργ> y ρ\ ' 

είτε ρ\ ' -< ρ\' 

Ja) Μ) 
είτε ρ\ ' = ρ\"> 

30 _ - , , i(a) Aß) , , _ , 
ζ,την ειδική περίπτωση που οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία J και ισχύει: 

"•ΐΐ ~ ^22 — ^22 ~ " ' 

από τη σχέση (42) δα έχουμε: 

ρψ-ρ^ =[pM + r) + d*]& [^-(1 + ^ Γ 

ήβ)-ήα)=[ρΑ(^ή+α0}::ΐι2 

Από την ανωτέρω σχέση προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

M ( l + r) + </0>-0 

και 

#\>2) »#>(&)' 
Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

ρ^Ι + ή + ά^Ο 
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AW(CÎ)'^W 
• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

M(I+')+<ÎD=O 

# (e;) =M"(c;) 
Προφανώς, σε κάθε περίπτωση 8α ισχύει: 

pf\e°-^T =p[a\e°-k)T,j = lX..,n-k »e jïco. 

H ανωτέρω ανάλυση μπορεί πολύ εύκολα να επεκταθεί - σε μια ασθενέστερη μορφή - και στην 

περίπτωση που οι τεχνικές (ff) και [β) διαφέρουν στις μεθόδους παραγωγής περισσότερων από ένα μη 

βασικών εμπορευμάτων. Πράγματι, αν, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέσουμε ότι οι τεχνικές 

παραγωγής ί α ] και (β) διαφέρουν στις μεθόδους παραγωγής των ΠΙ πρώτων μη βασικών εμπορευμάτων 

και, επιπλέον, ότι ισχύει: 

• είτε 

• είτε 

?i'»(AÎ»>-AW)(l+r)+f4')-/W)a0. (.) = («).(/>) 

pi')(A("-A(«))tl + r)+(/(')-/W)<0, (.) = («), (ρ) 

<Te pi>(AÎ/)-4">)(l+r)+(/<i>-/W) = 0, (.) = (α),(ί) • είτε 

τότε, αντίστοιχα, θα έχουμε: 

ΛΙ it ι ι η—λ - Ι Λ Ι / - J- \ 

• ειτε 

• ειτε 

• ειτε 

tfHO'-'tf'i'r'p-'A-» 

Αθ(«,-')'=#»(«Γ'Ρ = ΙΑ-» 

Προφανώς, σε κάθε περίπτωση θα ισχύει: 

p\ß\ey^T =p<f](e°-k)T ,j = m + U» + 2,..,n-k 

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να σημειώσουμε ότι μια διασπώμενη μήτρα τεχνικών συντελεστών Α 
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Τέλος, σε κάδε περίπτωση δα ισχύει: 

Λ(«) _ Μ - ft 
Pi - Pi - Pi 

IV. Οι μήτρες Α^α' και Ar ' ανήκουν είτε στην κατηγορία Φ είτε στην 

κατηγορία SL είτε στην κατηγορία 3 . 

Από τη συνδήκη (Ù% ή J ^ 3

 η < 3̂ προκύπτουν οι ακόλουδες σχέσεις: 

Μ. Μ-Α 
Α\\ - Λ\\ - Λ\\ 

Μ _ Äß) _ , 
Λη — Λη - /Ι] 2 

(/ = ((/],(/2) , με ί/2 ^ 0 , είτε ά\ Φ 0 είτε cfj = 0 

(43) 

(44) 

(45) 

και 

Έτσι, από τη σχέση (46) συνεπάγεται: 

4=0 

(46) 

(47) 

Αν εφαρμόσουμε τις σχέσεις (43), (44), (45) και (47) στις σχέσεις (24) και (25) δα 

έχουμε: 

&(«) S) - a 
Pi - Pi - Pi (48) 

και 

# > - # > = ÂU^i+#^)(l + r) + tfok:î[/2-0 + ^ *22 

Σύμφωνα με τη σχέση (48), η ανωτέρω σχέση γράφεται ως εξής: 

#-ρία) = M + A W ) + 4 ) C Î /2-0+'Μ ι(«) 
d22 

-1 
(49) 

Κατά τον ίδιο τρόπο, αν εφαρμόσουμε τις σχέσεις (43), (44), (45) και (47) στις 

σχέσεις (26) και (27) Λαμβάνουμε τη σχέση (48) και τη σχέση: 

της μορφής (1.1.2.1), για την οποία ισχύει: 

Α:2 = 0, 

ονομάζεται οιονεί- μη διασπώμενη (quasi- irreducible). Βλ. Bowles and Gintis [1977, σελ. 188]. 
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&]-Ä,] = (tk + Pìa)d2)(\ + r) + dXlZl [/, - (1 + r)A<i ,M 

Σύμφωνα με τη σχέση (48), η ανωτέρω σχέση γράφεται ως εξής: 

Ρ^-ήα) = (Μ + #</2)(ΐ + r) + ( ψ : * [/2 - (ΐ + τ)Α *22 (50) 

Με δεδομένες τις σχέσεις (17), (18), (22) και (23), από τις σχέσεις (48), (49) και 

(50) προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p^d(\ + r) + dQyO 

p^d(\ + r) + d0^Q 

και 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p(ak(l + r) + dQ~<0 

p^d(ì + r) + d0-<0 

και 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

p W i / ( l + r) + i/o=0 

p^d(\ + r) + dQ=0 

και 

ft(«)_ft(/>)31 

Pi - Pi 

31 
Η ανωτέρω ανάλυση μπορεί ποΛύ εύκολα να επεκταθεί - σε μια ασθενέστερη μορφή - και στην 

περίπτωση που οι τεχνικές (β) και Ι β) διαφέρουν στις μεθόδους παραγωγής περισσότερων από ένα μη 

βασικών εμπορευμάτων. Πράγματι, αν, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέσουμε ότι οι τεχνικές 
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Τέλος, σε κάδε περίπτωση δα ισχύει: 

Ô(«) _ &(ß) _ Ä 
Ρ\ - Ρ\ ~ Ρ\ 

0,i? και 

και 

Πόρισμα 1. Σε κάδε τιμή τ του ποσοστού κέρδους, με τ E 0,i? Ι 

i? = min liO ,iC Μ, για τα διανύσματα τιμών fr ' και /Γ 'των τεχνικών (α) 

(/Π αντίστοιχα, οι οποίες διαφέρουν ως προς το βασικό εμπόρευμα (ι), δα έχουμε: 

• είτε ρν ' >- ρν y 

, Α(0) ν Ja) 
• είτε /r ' -< ρν ' 

, -(«) 4/0 
• είτε ψ ' = ρχ ' 

Απόδειξη: Συνδυάζοντας τις περιπτώσεις (Ι) και (II), που μελετήσαμε παραπάνω, 

προκύπτει η απόδειξη του ανωτέρω Πορίσματος. 

0,i?*) και 

και 

Πόρισμα 2. Σε κάδε τιμή τ του ποσοστού κέρδους, με r G 

R = min ( i r ,iO Μ, για τα διανύσματα τιμών /Γ ' και jr 'των τεχνικών (α] 

(ßj αντίστοιχα, οι οποίες διαφέρουν ως προς το μη βασικό εμπόρευμα (υ, δα έχουμε: 

παραγωγής (β) και [ßJ διαφέρουν στις μεθόδους παραγωγής των 1Ώ πρώτων μη βασικών εμπορευμάτων 

και, επιπλέον, ότι ισχύει: 

• είτε 

• είτε 

ή'(^-4"')(ι+')+(4"-'!·>··(•)-WW 

pS)(^)-^))(|+r)+('S,)-'S-))s».(-)=W.W 

<™ ^ » - ^ ι + ' Η Μ ' Η . c)-w w 
τότε, αντίστοιχα, 8α έχουμε: 

• είτε ρ\ ' >• ρ\ ' 

• είτε ρ\ ' <ρ\ ' 

, Ja) J 
• είτε ρ\ = ρ\ 
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ai«) M _ A 
Pi = Piι = Pi 

και 

Jß) v A(a) 
• είτε pf ; >- pj ; 

Λ(0) . Ja) 
• είτε p ^ 7 < p\ ) 

, Ja) Jß) 
• είτε p\ > = ρ\μ) 

Απόδειξη: Συνδυάζοντας τις περιπτώσεις (III) και (IV), που μελετήσαμε παραπάνω, 

προκύπτει η απόδειξη του ανωτέρω Πορίσματος. 

32 

Σε ανάλογα συμπεράσματα με αυτά που διατυπώσαμε στο Πόρισμα (1) και στο Πόρισμα (2) καταλήγει ο 

Bidard, όταν πραγματευόμενος τη σχέση των - εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης -

διανυσμάτων τιμών δύο τεχνικών [Τ και Γ,], που διαφέρουν σε μια μέαοδο παραγωγής ( c 2 J , 

διατυπώνει την Πρόταση (Theoreme 1.), σύμφωνα με την οποία: "Après insertion α" une méthode C-, 

profitable aux prix p, de Τ,, le nouveau vecteur p2 des prix salariaux vérifie p2 ^P\ avec inégalité stricte 

pour les composantes du bien considéré et de ceux dans lesquels il entre directement ou indirectement." 

Βλ. Bidard [1991, σελ. 80]. 
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2.6. ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ IL 

Στο Τμήμα (2.6) 8α αποδείξουμε το "Θεώρημα της μη Υποκατάστασης", 

αποδεικνύοντας, ότι για κάδε τεχνική (J, Q = [aJ, yßj, οι συνθήκες: 

yii<«(i+r)+/»](e:)
r >. [^«(i+r)+/W](e:) r 

ßW^W(l + r)+ ,W](e :)
r
 x [ ^ « ( 1 + r)+/W](e:/ 

>(')Λ(·)(! + r ) + ,W|e»)r = [j^Mf, + r) + ;W](e;) 

είναι αντίστοιχα ισοδύναμες με τις συνθήκες: 

Jß) s. Α (β) 

>(«)_ Αβ)& 

33 

; Τ ' = ρ * 

33 

Υπενδυμίζουμε ότι ισχύει: 

34 

'^•\ι+ή+ϊ·ψ.)τ =?W(e:)' 

Αυτό σημαίνει, ότι αν η τιμή του εμπορεύματος (υ που αντιστοιχεί στην τεχνική παραγωγής \β\ είναι 

μεγαλύτερη (μικρότερη) της τιμής του ίδιου εμπορεύματος που αντιστοιχεί στην τεχνική παραγωγής \α), 

τότε το διάνυσμα τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, της τεχνικής \β\ είναι 

μεγαλύτερο (μικρότερο) - με την ευρεία έννοια - του αντίστοιχου διανύσματος τιμών της τεχνικής \Oij-

Αυτό σημαίνει, ότι αν η τιμή του εμπορεύματος (ΰ που αντιστοιχεί στην τεχνική παραγωγής (ß) είναι 
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Αρχικά, 8α εξετάσουμε την γενικότερη περίπτωση που οι τεχνικές παραγωγής 

(α) και (/?) διαφέρουν ως προς τις μεθόδους παραγωγής m εμπορευμάτων, με 

1 < m < π. Θα υποθέσουμε, ότι οι εκφρασμένες σε όρους της εργασιακής δύναμης 

τιμές των εν Λόγω m εμπορευμάτων της μιας τεχνικής είναι είτε μεγαλύτερες (με 

την ευρεία έννοια) είτε ίσες είτε μικρότερες (με την ευρεία έννοια) των αντίστοιχων 

τιμών της άλλης. ΕπιπΛέον, δα συζητήσουμε ξεχωριστά την περίπτωση που οι 
ne 

τεχνικές παραγωγής είναι μη διασπώμενες από την περίπτωση που οι τεχνικές 

παραγωγής είναι διασπώμενες. Τέλος, αν οι τεχνικές παραγωγής είναι διασπώμενες, 

δα εξετάσουμε ξεχωριστά την περίπτωση που τα m εμπορεύματα είναι βασικά από 
O Q OQ 

την εναλλακτική περίπτωση που τα ανωτέρω εμπορεύματα είναι μη βασικά. ' 

Με βάση το αναλυτικό πλαίσιο που μόλις περιγράι,ιαμε αποδεικνύουμε τις 

Προτάσεις (1), (2) και (3) αντίστοιχα. Από τις ανωτέρω Προτάσεις απορρέουν τα 

Πορίσματα (1), (2) και (3) αντίστοιχα, τα οποία αναφέρονται στην ειδική περίπτωση 

που οι τεχνικές παραγωγής (flj και yß) διαφέρουν μόνο ως προς την μέδοδο 

ίση με την τιμή του ίδιου εμπορεύματος που αντιστοιχεί στην τεχνική παραγωγής \β), τότε το διάνυσμα 

τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, της τεχνικής [α) είναι ίσο με το αντίστοιχο 

διάνυσμα τιμών της τεχνικής (/?). 

Βλέπε Πρόταση (1). 

37 

Βλέπε Πρόταση (2). 

38 

Βλέπε Πρόταση (3). 

39 

Μια παρόμοια αποδεικτική διαδικασία αναπτύσσεται από τους Herrero, Jimenez-Raneda, and Villar [1980, σσ. 

159-160] με την διαφορά ότι η προσέγγιση τους παρουσιάζει τα ακόλουθες ελλείυ,εις: 

• Περιορίζεται στην εξέταση μη διασπώμενων τεχνικών (Κατηγορία cA) και 

• Θεωρεί μόνο την περίπτωση που οι οι εκφρασμένες σε όρους της εργασιακής δύναμης τιμές των εν 

λόγω 773 εμπορευμάτων της μιας τεχνικής είναι είτε μεγαλύτερες (με την αυστηρή έννοια) είτε ίσες 

είτε μικρότερες (με την αυστηρή έννοια) των αντίστοιχων τιμών της άλλης. 
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παραγωγής του εμπορεύματος (υ. 

Πρόταση 1. Έστω δύο μη διασπώμενες τεχνικές παραγωγής \α) και [β\ που 

διαφέρουν στις διαδικασίες παραγωγής των m πρώτων εμπορευμάτων [m < η). Αν 

σε μια ορισμένη τιμή τ , τ € 0, R Ι, του ποσοστού κέρδους ισχύει: 

. είτε p ^ j >ρ^{ή)Τ, j = 1,2 m 

. είτε j > % ' ) T < / % " / , ; = l,2,...,m 

.thep^(e°)T = pW(etf,j = l,2,...,w, 

41 

τότε στην τιμή r του ποσοστού κέρδους δα έχουμε αντίστοιχα: 

Jß) . Ja) 
• είτε ρκ ' > ρκ ' 

Jß) ^ 4«) 
• είτε ρκ ' < ρχ ! 

r 4α) 4ß) 
• είτε ρν J = /Γ ' 

Απόδειξη: Αν ισχύει m= η, η Πρόταση (1) είναι ταυτολογική. Έστω λοιπόν ότι 

m -< η και Ζ, όπου Ζ = η — m>-0, ο αριθμός των εμπορευμάτων των οποίων οι 

διαδικασίες παραγωγής είναι αδιαφοροποίητες στις τεχνικές παραγωγής \α) και (β). 

40 

Ανάλογες αποδείξεις του "Θεωρήματος της Μη Υποκατάστασης" για μη διασπώμενες τεχνικές παραγωγής 

έχουν προταθεί από τους Schefold [1971], Schefold [1978, σσ. 38-39], Abraham-Frois, F. et Berrebi, E. 

[1976, σσ.269-272] και Berrebi, Ζ. M. [1981, σσ. 967-970]. 

4 1 M. ftC) Me^(e;)r^w(a;)r,i = u..., m 

4 2 M £ ^ ( a ; ) ^ p W ( e ; ) ' ) j = u...)ffl 
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Από την υπόθεση μας ότι ot τεχνικές παραγωγής Ια) και yßj διαφέρουν μόνο ως 

προς τις μεδόδους παραγωγής των m πρώτων εμπορευμάτων συμπεραίνουμε, ότι οι 

Ζ τελευταίες στήλες των μήτρων 4̂ και Α , καθώς επίσης οι ζ τελευταίες 

συνιστώσες των διανυσμάτων 1 ' και / , είναι ίσες. Έτσι, μπορούμε να 

διαμερίσουμε τις μήτρες Α και Α ' ως εξής: 

Λ « = 
Α 

Α 

00 
mm 

00 
zm 

A 
mz 

*zz 

KOt 

Μ­ Α 

A 

00 
mm 

00 
zm 

A 

A 

mz 

zz 

όπου με Ay ή A}-, i,j = m,z, συμβολίζουμε την υπομήτρα τεχνικών συντελεστών, 

τάξης ixj, της τεχνικής (.), (.) = («), (β). 

Αντίστοιχα, δα διαμερίσουμε τα διανύσματα άμεσης εργασίας / και / ως 

εξής: 

Μ=(ί 1 llm > J z 

και 

/ GO-ΛΟΟ = lßl) 
y m ·>ιζ\ 

όπου με lj ή Ι γ, j = m,z, συμβολίζουμε το υποδιάνυσμα άμεσης εργασίας, τάξης 

χ j , της τεχνικής Q , (. J = (α), ψ J, για την παραγωγή των j εμπορευμάτων. 

(α) (β) 

Ανάλογα με τον διαμερισμό των διανυσμάτων / ' και / , δα διαμερίσουμε 
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τα διανύσματα τιμών ρ ' και py ως έξης: 

και 

Ρ>={&\0 

που με py' J = ΙΏ,Ζ, συμβολίζουμε το υποδιάνυσμα τιμών, τάξης 1 x J', των J 

εμπορευμάτων που παράγει η τεχνική παραγωγής Q , (J = (ß J, ψ). 

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, δα διαμερίσουμε τα συστήματα 

προσδιορισμού των τιμών των τεχνικών παραγωγής ία) και (/?) κατά τον ακόλουθο 

τρόπο: 

ίί,,)=ρ1,)>ώΐο+')+ίί,)4:)ο+ο+ΐ) 

M , ) = ^ _ 0 + r) + J>i*)As(l + r) + /. (1) 

και 

Λ/0 -(/») Λ/0/, , Λ, Μ Aß) (} ,r\, iß) Pm =Pm Aam{\ + r) + pz Am{\ + r) + lm 

piß) = pi?} AnzO + r) + p(/} Azz(l + r) + lffl (2) 

Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε: 

• < = > 
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( # - p ï % -(1 + r K , ] = (/><?> - J>W)yl„(l + r ) « (3) 

Προφανώς, η τετραγωνική υπομήτρα \lz — (l + rjA^ \, με r G 0,i? ι, είναι μια μη 

ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Έτσι, ισχύει: 

[ 7 z - ( l + r)AÄ]" ^ 0 (4) 

ΠοΛΛαπΛασιάζοντας από δεξιά τη σχέση (3) με την αντίστροφη της μήτρας 

[/ z -(l + r)4z] δα έχουμε: 

Από την υπόδεσή μας, σύμφωνα με την οποία ισχύει: 

Jß) w Ja) 
• είτε ρ^> > ρ\} 

Jß) , Ja) 
• είτε ρ^ < pj, > 

43 r 

Με ίζ 8α συμβολίζουμε την μοναδιαία μήτρα τάξης ΖΧΖ. 

Η υπομήτρα Αα της μη διασπώμενης μήτρας Α είναι μη διασπώμενη. Επομένως, αρκεί να δείξουμε 

ότι η μήτρα Mr — γ ' ^J-^-u > ^ ^ | " > · " )> είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα, δηλαδή ότι: 

r •< — ~ - = R , 
Aw 

όπου Xm** η μέγιστη ιδιοτιμή της υπομήτρας Au. Πράγματι, για την υπομήτρα Αα \σχύει: λ^ -< Xm Βλ. 

Debreu and Herstein [1953, σελ. 599]. Έτσι, 8α έχουμε: 

λΑ'] ft 
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ft(a) J β) 45 
• είτε pV = Pm 

και τις σχέσεις (4) και (5), δα έχουμε αντίστοιχα: 

• είτε: 

και 

• είτε: 

και 

J β) . Ja) 
Ρ ζ >• PÌ) 

p(ß) > pi") 

Jβ) , Ja) 
Pi •< Ρ ζ 

piß) < pi") 

^ / - Λ ί Α ί - Τ ί ^ ι ι Ρ \ / Λ Ι Ι Ι Ι Λ η η ι ' / τ η Π ^ ' Εφόσον έχουμε ορίσει ρ —\Ρ„, ,ρζ Ι, οι συνθήκες: 

i W ( a ; ) r > p W ( e ; ) r , , E ? « ( e ; ) ^ ? W ( e ; ) r , i = u,...,m 

pW( c;) r <?(•)(,;)', „ e j ) W ( e ; ) ' ^ W ( e ; ) r , ; = 1,2,...,m 

και 

p W ( e ; ) r = p ( ' ) ( e ; ) r , , = i;2,...,m, 

είναι αντίστοιχα ισοδύναμες με τις συνθήκες 

ρ < ρ 

a(«) = S) 
Fm Fm 
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• είτε: 

και 

# = # 

Ja) Jß) 

Πόρισμα 1. Αν οι τεχνικές παραγωγής yd} και ψ) ανήκουν στην κατηγορία ci, 

τότε σε κάδε τιμή Τ , τ 

• είτε ρ{β) y ρ ( α ) 

(ß) ^ ft(«) 

0, R 1, του ποσοστού κέρδους 8α ισχύει: 

• είτε ρν ; -< ρ ν 

, Ja) Jß) 
• είτε j)v ' = ρκ ' 

Απόδειξη: Στην προκείμενη περίπτωση δα έχουμε: 

m = \ 

και 

Έτσι, το διάνυσμα Ι pm pm I, τάξης 1 x m, εκφυλίζεται σε βαδμωτό. Αντίστοιχα, η 

μήτρα Am εκφυλίζεται σε διάνυσμα-γραμμή τάξης 1 Χ \η — 1 J. Κατά συνέπεια, από 

τις σχέσεις (4) και (5) προκύπτουν τα ακόλουδα συμπεράσματα: 

• Οι ακόλουδες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

&) y *(«) 
Ir m rm 

και 

fi y f{·) 
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Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

Ρ m ^Pm 

και 

Jß) . Ja) 

Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

«(•) = Μ 
rm r/11 

και 

a(«) _ S) 46 

Πρόταση 2. Έστω δύο διασπώμενες τεχνικές παραγωγής yaj και yßj που 

διαφέρουν στις διαδικασίες παραγωγής των m πρώτων βασικών εμπορευμάτων 

[m < kj. Αν σε μια ορισμένη τιμή τ , τ Ε 0, R ι, του ποσοστού κέρδους ισχύει: 

irej>e>(e;)' > / % ) ' , j=u„ 

ue#(a;) r <^)( e ; ) r , i=i,2,. . . , m « 

tn?U{tf=P«\ejf.j = U ι», 

τότε στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους δα έχουμε αντίστοιχα: 

• είτε 

46 

Βλέπε επίσης Πόρισμα (2.α.1). 

«Μ. ?«(.;)'*ί<'>(.;)^· = ΊΑ.., 

MM«?ci(e;)W%)r,j=i,2,..., 222 
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Jß) ^ Ja) 
• είτε py ' > /Γ ' 

Jß) s Ja) 
• είτε p v ' < j r ' 

Ja) Jß) 
• είτε j r ; = fr ' 

Απόδειξη: Έστω ζ, με ζ = k — ffi > Ο, ο αριθμός των βασικών εμπορευμάτων των 

οποίων οι μέθοδοι παραγωγής είναι αδιαφοροποίητες στις τεχνικές παραγωγής ία) 

και (β). Υποθέτουμε ότι οι μήτρες Λ" ' και Λ" ' βρίσκονται στην κανονική τους 

μορφή. Από την υπόθεση μας ότι οι τεχνικές παραγωγής (α) και \β) διαφέρουν 

μόνο ως προς τις μεθόδους παραγωγής των m πρώτων βασικών εμπορευμάτων 

συμπεραίνουμε, ότι οι μέθοδοι παραγωγής των ζ τελευταίων βασικών εμπορευμάτων, 

καθώς επίσης οι μέθοδοι παραγωγής των n — k μη βασικών εμπορευμάτων είναι 

ίδιες. Επομένως, οι ζ τελευταίες στήλες των υπομητρών Α\\ ' και Α\\ , καθώς 

επίσης οι ζ τελευταίες συνιστώσες των υποδιανυσμάτων 1\ και /] είναι ίσες. 

Επιπλέον, θα ισχύει: 

> ) _ Aß) 
Αη - Λ]2 

και 

Λ*) - Μ 
Λν. — ΆΎ1 > 

καθώς επίσης: 

h - h 

Έτσι, με δεδομένη την κανονική μορφή των μητρών Α και Α , μπορούμε 

να τις διαμερίσουμε περαιτέρω ως εξής: 
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, ( « ) _ 

Aìm Amz A^n-k 

A<$ A, A, 
zm zz 

z,n-k 

0 A 22 

και 

A® = 

ιί·) 

Aw Kz A^-k 

A® A Κ η Ir 
Λζηι Azz z>n~k 

0 m 

όπου με Ajj ή Αϊ- ,i,j = m,ζ, συμβολίζουμε μια επιμέρους υπομήτρα, τάξης ixj, 

της υπομήτρας Α\] της τεχνικής (.),(.) = (α), (β), και με Ahn_kJ = m,z, 

συμβολίζουμε μια επιμέρους υπομήτρα, τάξης / Χ [η — £], της υπομήτρας AJ2 που 

είναι κοινή στις τεχνικές («J και (/?}. 

Αντίστοιχα, δα διαμερίσουμε τα διανύσματα άμεσης εργασίας / και / ω ς 

εξής: 

νψ,'Λ) 
και 

, ( / > ) . 
I 'm » 4-'2 

όπου με lj ή /V ,7 = ffl>z> συμβολίζουμε το επιμέρους υποδιάνυσμα, τάξης 1 Χ J , του 

υποδιανυσματος άμεσης εργασίας 1\'! της τεχνικής Q , (J = \α\ (/?). 

Ανάλογα με τον διαμερισμό των διανυσμάτων r και / δα διαμερίσουμε 

τα διανύσματα τιμών /Γ ' και /Γ ' ως εξής: 
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Ρ -IPfli >Pz >Pi J 

και 

i7 -\Pm >Pz >P2 
) • 

όπου με j^· J = m,z συμβολίζουμε το υποδιάνυσμα τιμών, τάξης 1 x J', των j 

βασικών εμπορευμάτων που παράγει η τεχνική παραγωγής Q , Q = ί Of j , ί/Π. 

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, 8α διαμερίσουμε τα συστήματα 

προσδιορισμού των τιμών των τεχνικών παραγωγής ί ßj και (β) κατά τον ακόλουθο 

τρόπο: 

^ r } = P £ C ) 4:ì (1+r) + ( ι + ο + / ^ 

p[a) = Ρ^Α,^Ι + ή + ρ^Α^Ι + ή + Ιζ (6) 

# =Ä)^,„-t(l + r) + #4,»-t(l + '') + # ife(l + r) + i2 (7) 

και 

piß)=P$Am(\ + r) + p[ß)AB{\ + r) + lz (8) 

Αβ) =p\!)Kn-k{l + r) + p[ß)Az>n_k(i + r) + p{ß) A22(\ + r) + l2 (9) 

Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (6) και (8) 8α έχουμε: 

# -ρ« =(j>if) -pW)^(l + r)+(# - ^ ) ^ ( 1 + Γ)Ο 

( # -#)[', -(1 + 'Κ] = (ί!ί> - Ä») V(l + 0 HO) 
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Προφανώς η τετραγωνική υπομήτρα \ΙΖ — (\ + τ)ΑΏ ,r G 0,R J, είναι μια μη 

ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Έτσι ισχύει: 

[j,-(l + r)As]"Vo (11) 

ΠοΛλαπΛασιάζοντας από δεξιά τη σχέση (10) με την αντίστροφη της μήτρας 

[^-( l + r ) ^ ] δα έχουμε: 

ήβ) - ήα) = (ρ\!] - Ρ{:])Am(\ + ή[ΐζ - (1 + r ) ^ ] - 1 (12) 

Κατά τον ίδιο τρόπο, αφαιρώντας κατά μέ/\η τις σχέσεις (7) και (9) δα έχουμε: 

# - # -ψ!> - Ρ«)Α„-, +(?</> -pW)4,,-t + ( # - Ρ ^ ^ 1 + r ) o 

( # - # ) [ ' . -(> + Ή = [(# - pi*') V-* + ( # -pW)̂ ,„-t](l f r) (13) 

H τετραγωνική υπομήτρα 72 ~ 0 + r)^22 \J E 0>R )> ε * ν α ι Via Pn ιδιάζουσα, μη 

H υπομήτρα Au της μη διασπώμενης μήτρας Α\[ είναι μη διασπώμενη. Επομένως, αρκεί να δείξουμε 

ότι η μήτρα \ΙΖ — Ιί + ΓίΑ^ , Γ S 0,J? Κ είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα, δ η λ α δ ή ότι Γ-<. = R η , 

όπου λ^2 η μέγιστη ιδιοτιμή της μήτρας Αη . Γνωρίζουμε ότι ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

και 

1 Αζζ J ι Αη 
Απ, "<'Am 

Am -Am 

ΒΛ. Debreu and Herstein [1953, σσ. 599 και 600]. Έτσι, δα έχουμε: 

1— 1Α 1 — ^ " 1 — 1Α" 

, ( • ! 
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διασπώμενη Μ-μήτρα . Έτσι, ισχύει: 

1-1 
[ / 2 - ( 1 + Γ)Α 2 2 ]" >-0 (14) 

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά τη σχέση (13} με την αντίστροφη της μήτρας 

[/2-(1 + Γμ22] 8α έχουμε: 

pW-pW (/>?> - ?ί>) Α*.,+[pp - ppy^t ] ( ι + * - ( ι + ' Κ ν(ΐ5» 

Από την υπόθεση μας, σύμφωνα με την οποία ισχύει: 

Jß) ^ Ja) 
• είτε ρ™ > pK

m ' 

• είτε ρζ> < ρ\ì 

Ja) J β) 51 
• είτε ρ),' = ρ^} 

Η υπομήτρα A-Q της διασπώμενης μήτρας Α είναι μη διασπώμενη. Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι 

[ 1 Γ Λ 1 — 1ΑΏ 

72 - (1 + ΠΑ22 , / ε 0, i? ), είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα, δηλαδή ότι Γ-< -j^— = R ~ , 

Κ. 

όπου λω

Ώ η μέγιστη ιδιοτιμή της μήτρας 4̂22 · Πράγματι, για την υπομήτρα Αηη ισχύει: XJ2 < Xm . ΒΛ. 

Debreu and Herstein [1953, σεΛ. 600]. Έτσι, 8α έχουμε: 

\—1Α ]— ιΑχ 

.£•> 1 ^ 

si ττ - . . 4) (4) 4) 4)\ 
Ε φ ό σ ο ν έ χ ο υ μ ε ορίσει ρ — \Pm>PziP2 )> 0 1 συνθήκες: 

pW( e ; ) r >pC)(a;) r , ,ep(«)(a ; ) r ^W( e ; ) r , ; = i,2,...,m 

?«(.;)'siW(«;)r, „.?("(.;)'*?W(e;)
r,;-iA..,» 

και 

i W ( « ; ) r = i C ) ( , ; ) r , j = u », 
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και τις σχέσεις (11), (12), (14) και (15) 9α έχουμε αντίστοιχα: 

είτε: 

και 

• είτε: 

και 

• είτε: 

και 

ρ(» > ρ(·) 

ρ(β) < ρ(') 

είναι αντίστοιχα ισοδύναμες με τις συνθήκες: 

ft(f) > g(«) 
r m — r m 

ψ) < Λ«) 
F m — F m 

και 

Fm Fm 
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Πόρισμα 2. Αν οι τεχνικές παραγωγής yaj και (β) ανήκουν είτε στην κατηγορία 

(Β είτε στην κατηγορία S είτε στην κατηγορία 76, τότε σε κάδε τιμή r , r E 0,i? 1, 

του ποσοστού κέρδους 8α ισχύει: 

Jß). J«) 
• είτε ρχ ' >- ρχ ' 

Aß) y 4α) 
• είτε fr ' •< ρκ ' 

Ja) Jß) 
• είτε j r ' = ρκ ' 

Απόδειξη: Στην προκείμενη περίπτωση δα έχουμε: 

m = \ 

και 

z=k-\>0 

Έτσι, το διάνυσμα Ι ρ^ ρηι Ι, τάξπς 1 Χ m, εκφυλίζεται σε βαδμωτό. Επίσης, οι 

μήτρες Am και Am n_k εκφυλίζονται σε διανύσματα-γραμμές, τάξης 1 x (k — 1 J και 

1 χ yn — k) αντίστοιχα. Κατά συνέπεια, από τις σχέσεις (11), (12), (14) και (15) 

προκύπτουν τα ακόλουδα συμπεράσματα: 

• Οι ακόλουδες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

και 

ήβ) > ή,] 
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Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

και 

• Οι ακόΛουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

ìt] = ΡΨ 

και 

# ) = # > * 

Πρόταση 3. Έστω δύο διασπώμενες τεχνικές παραγωγής [αλ και yß) που 

διαφέρουν στις διαδικασίες παραγωγές των m πρώτων μη βασικών εμπορευμάτων 

(ffl < π — k). Αν σε μια ορισμένη τιμή τ, τ G 0,R Ι, του ποσοστού κέρδους ισχύει: 

.είτερ^-^^Γ'/,̂ ΙΑ...,*,,-

52 

Βλέπε επίσης Πόρισμα (2.α.1). 

5 3 M e ^ ( e r * ) r ^ p ( « ) ( e ; - * ) r

f ; = ii2,„.|flI 
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. είτε ρ ϊ ψ ^ Ϊ = # ( * Γ ί · J = U...,m, 

τότε στην τιμή r του ποσοστού κέρδους δα έχουμε αντίοτοιχα: 

Ja) Jß) 
Pi - Pi - Pi 

και 

Λ(/ί) ^ Ja) 
• είτε ρ$ > > p\ ' 

Jß) s Ja) 
• ε^ε p ^ < p\} 

Ja) Jß) 
• είτε p\ ' = p\ ' 

Απόδειξη: Εφόσον οι συνθήκες παραγωγής των βασικών εμπορευμάτων είναι 

ανεξάρτητες από τις συνθήκες παραγωγής των μη βασικών εμπορευμάτων, στο 

διάστημα w,R ι του ποσοστού κέρδους οι τιμές των βασικών εμπορευμάτων είναι 

αδιάφορες ως προς την μεταβολή των διαδικασιών παραγωγής ορισμένων μη 

βασικών εμπορευμάτων. Έτσι ισχύει: 

Ρι(α) = ft00 = Α (16) 

Αν ισχύει m= η — k, η Πρόταση (3) είναι ταυτολογική. Έστω Ζ, με 

ζ = ( η — k ) — m >- 0, ο αριθμός των μη βασικών εμπορευμάτων των οποίων οι 

μέθοδοι παραγωγής είναι αδιαφοροποίητες στις τεχνικές παραγωγής yaj και yßj. 

Υποθέτουμε ότι οι μήτρες >Γ ' και Ά" ' βρίσκονται στην κανονική τους 

μορφή. Από την υπόθεση μας ότι οι τεχνικές παραγωγής (α) και yß) διαφέρουν 

μόνο ως προς τις μεθόδους παραγωγής των DI πρώτων μη βασικών εμπορευμάτων 

συμπεραίνουμε, ότι οι μέθοδοι παραγωγής των ζ τελευταίων μη βασικών 
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εμπορευμάτων είναι ίδιες. Επομένως, οι ζ τελευταίες στήλες των υπομητρών 

και 

'Μ 
Μ 

.ΆΎΙ . 

'Μ 
Λ]2 

Λ') 

00 καδώς επίσης οι ζ τελευταίες συνιστώσες των υποδιανυσμάτων \\ ' και 

(β) 
1\ είναι ίσες. Επιπλέον, δα ισχύει: 

και 

Λ°) - A(ß) 

,W - Μ) 
η - Μ 

Έτσι, με δεδομένη την κανονική μορφή των μήτρων Α" ' και Α" μπορούμε να τις 

διαμερίσουμε περαιτέρω ως εξής: 

Α^ = 

Α Α^ Α 

Α^ Α 
η mm mz 

Α^ Α 
Azm Άζζ . 

και 

Α^ = 

Α 11 h 
Μ 

nkm 

Α^ Α 
mm mz 

S Α zm ζζ 

όπου με Akj ή A\j J — m,Ζ, συμβολίζουμε μια επιμέρους υπομήτρα, τάξης kxj, της 

υπομήτρας Αγ{ της τεχνικής Q και με Α„ ή A)j , /, j = m,z, συμβολίζουμε μια 

επιμέρους υπομήτρα, τάξης / x j , της υπομήτρας ΑγΙ της τεχνικής Q , ( j = [αJ, \ßj. 

Αντίστοιχα, δα διαμερίσουμε τα διανύσματα άμεσης εργασίας / και 1 ως 
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εξής: 

(Ό - // /(«) / ( « ) = / / / ( α ) ? / ζ 

KQt 

, 0 0 - (wïU) 
όπου με / ,• ή /|· J = ιη,ζ, συμβολίζουμε το επιμέρους υποδιάνυσμα, τάξης 1 χ y , του 

υποδιανύσματος άμεσης εργασίας 1\ της τεχνικής y.), y.J = yaj, ψ J. 

Ανάλογα με τον διαμερισμό των διανυσμάτων / και 1 δα διαμερίσουμε 

τα διανύσματα τιμών ρχ ' και p w ως έξης: 

Ρ -\Ρ] ìPm 

και 

i'>) 

&)-($) ft(/0 ft(/0\ 
Ρ =\Pì >Pm >Pz 

όπου με pj,j = m,z, συμβολίζουμε το υποδιάνυσμα τιμών, τάξης l x j , των j μη 

βασικών εμπορευμάτων που παράγει η τεχνική παραγωγής (,), L) — [α), yßj. 

Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα, δα διαμερίσουμε τα συστήματα 

προσδιορισμού των τιμών των τεχνικών παραγωγής (α) και Ι β) κατά τον ακόλουθο 

τρόπο: 

ί(«) _ ÄU) p)"> = p)"Au(l + r) + l 

Ρ{:] = pio)AW(l + r) + pW4ä(l + r) + pz AW(l + r) + /W 

A a ì =àa)Aj} + r) + fà>Am{\ + r) + /•<«> A2I(\ + r) + Iz (17) 
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και 

# = # 4 ? (I + ή + pim (1 + Γ) + 0 $ (1 + ,) + #> 

ρί"' = Ρ ι ' ^ Ο + r) + i l f ' ^ O + r) + pi"' Aj\ + r) + /z (18) 

Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (17) και (18) έχουμε: 

i»->W-(ii«-Al-%(i + r)+(?W-?i:))/.(i + r)+(i?)-iW)^.(i + f) 

Με βάση τη σχέση (16), η ανωτέρω σχέση γράφεται ως εξής: 

W-PP =(P(Î] -pV)AAl + rh(plß)-P^y^r)~ 

(^)-^))[/z-(l + rK] = (P<f)-A°))v(l + r) (19) 

Η τετραγωνική υπομήτρα \ΐζ — (l + rjA^ \, Γ E 0,i? 1 είναι μια μη ιδιάζουσα, μη 

διασπώμενη μήτρα. Έτσι, ισχύει: 

Η υπομήτρα ΑΏ της μη διασπώμευης μήτρας Αχ είναι μη διασπώμενη. Επομένως, αρκεί να δείξουμε 

Γ 1 Γ Λ \—λπ 

5τι η μήτρα \ΙΖ — ί 1 + Γ)ΑΏ , / 6 0, R ), είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα, δηλαδή ότι Γ-< —R * 
"m 

όπου km

a η μέγιστη ιδιοτιμή της μήτρας Au. Γνωρίζουμε ότι ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

Λ™2 -^ λ„ 
| 4 , ] Α\ι 

και 

χΑ- < Χ Α [ ) 

Am - A m 

Βλ. Debreu and Herstein [1953, σσ. 599 και 600], Έτσι, 8α έχουμε: 
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[/z-(l + r)AÄ]"V0 (20) 

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά τη σχέση (19) με την αντίστροφη της μήτρας 

[ / z - ( l + r ) 4 a ] 8α έχουμε: 

# -#> =(ρ$ - ?$ym(l + r\l, -0 + r)4,f] (21) 

Από την υπόθεση μας, σύμφωνα με την οποία ισχύει: 

Jß) . Ja) 
• είτε py

m> > ρ\Ί> 

Jß) s Ja) 
• είτε ρ™ < ρ\} 

• είτε pm ' = ρ 
{α) _ ~{β) 56 

m 

ι - 1 Α1] 1 - 1 ^ \-1Α* 

56 

3 ^ ' ι Μ λΑ" 

Εφόσον έχουμε ορίσει ρ ~[Ρ) ,Ρ,η >ΡΖ )> °' συνθήκες: 

η (a;-")r >ρ« · ' ( ε Γ ' ) Γ , P e pW(,;-')r *?(•)(,-)'.;• = y,... m 

και 

ί<"(«Γ')Τ ^ " ( « r ) ' · p. i w («r) r *?",(«r)r-''=|A-·» 

p M ^ ' ) ' = ? < % " > ) \ , = 1,2 „,, 

είναι αντίστοιχα ισοδύναμες με τις συνθήκες: 

S) > g(«) 

Λ(ί) ^ < •— I or 1 

και 
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και τις σχέσεις (20) και (21) 8α έχουμε αντίστοιχα: 

είτε: 

και 

είτε: 

και 

ρψ ± tf 
είτε: 

και 

του 

"pf = vf 
Πόρισμα 3. Αν οι τεχνικές παραγωγής (ßj και ψ) ανήκουν είτε στην κατηγορία 

SF είτε στην κατηγορία db είτε στην κατηγορία ÂSd είτε στην κατηγορία St είτε 

στην κατηγορία θ είτε στην κατηγορία é7, τότε σε κάδε τιμή Γ, Γ 6 0,i? ι, 

ποσοστού κέρδους δα ισχύει: 

Λα) Jß) 
Pi - P i - P i 

και 

Jß). Λ (β) 

• είτε j ^ " ' >- ρ\ } 

Jß) , Ja) 
• είτε ρ\ ' -< ρ\ ' 

Ja) Jß) 
• είτε ρ) ' = ρ\ ' 

Fm Fm 
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Απόδειξη: Στην προκείμενη περίπτωση 8α έχουμε: 

m = \ 
και 

z = (n-k)-l>0 

Έτσι, το διάνυσμα (j?^ pm Ι, τάξης ìxin, εκφυλίζεται σε βαδμωτό. Επίσης, η 

μήτρα Am εκφυλίζεται σε διάυυσμα-γραμμή, τάξης 1 Χ \ΐΐ — k — ij αντίστοιχα. Κατά 

συνέπεια, από τις σχέσεις (20) και (21) προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

Ρ?]»ή·] 

Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

Μ , Μ 
Ρ m ^ Ρ m 

και 

και 

# -< ΡΡ 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

*(«) = p(ß) 
ria rm 

και 

Προφανώς, σε κάθε περίπτωση θα ισχύει: 

Pi -Pi = Pi 

Βλέπε επίσης Πόρισμα (2.α.2). 
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3. Η ΣΧΕΣΗ ΤΩΝ ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΩΝ ΤΙΜΩΝ ΣΤΗΝ ΚΟΙΝΗ ΜΕΓΙΣΤΗ ΤΙΜΗ R ΤΟΥ ΠΟΣΟΣΤΟΥ 

ΚΕΡΔΟΥΣ.58, 59 

Λήμμα 1. Αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από τις παρακάτω 

κατηγορίες: 

Τ, Φ, S, Χσ και θ, 

θα ισχύει: 

* « = # = * 

Απόδειξη: Θα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

Ι. Οι μήτρες Α ' και Α" ' ανήκουν είτε στην κατηγορία ST είτε στην 

κατηγορία (Ù. 

Από τη συνθήκη J7~2 ή Φ2 έχουμε: 

R

An = R { a ) < R

A 2 2 ( 1 ) 

και 

Α{β) (β) Α^ 

RA" =RW^RAU (2) 

Επομένως, από τις ανωτέρω σχέσεις, καθώς και τις σχέσεις (2.a.36) και (2.a.43) 

συνεπάγεται: 

fiM = Ä« = R 

58 
Προφανώς, αν η μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους μιας τεχνικής, έστω της ( ß j , ήταν μεγαλύτερη 

της μέγιστης τιμής R του ποσοστού κέρδους της άλλης τεχνικής, δηλαδή της iß), τότε η σύγκριση 

των ονομαστικών τιμών στην τιμή R του ποσοστού κέρδους δα στερείτο οποιουδήποτε νοήματος, εφόσον 

στο διάστημα τιμών R , R του ποσοστού κέρδους οι μόνες οικονομικά ισχύουσες τιμές είναι οι τιμές 

της τεχνικής ( ß j . 

Θεωρούμε ότι στην ενιαία μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους των τεχνικών (β) και (ρ) οι τιμές 

είναι τυποποιημένες με κάδε τυποποίηση των τιμών που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων, ανεξάρτητα αν παράγονται με την τεχνική (β) ή [β). 
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II. Οι μήτρες A^ ' και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία S είτε στην 

κατηγορία SSd. 

Από τη συνθήκη <52 ή τη συνθήκη SSd"2 έχουμε: 

Α^ (α) Α^ 

και 

Α{β) (β) Α{β) 

RAv =RW<RA" (4) 

Επομένως, από τις ανωτέρω σχέσεις και τις σχέσεις (2.a.29) και (2.a.37) συνεπάγεται: 

* < « > = # = * 

III. Οι μήτρες Α^ ' Kat AL* ανήκουν στην κατηγορία Θ. 

Από τη συνθήκη θ2 έχουμε: 

Α^ Α^ (α) 
RAn =RA22 = R { a ) (5) 

Επομένως, από την ανωτέρω σχέση και τις σχέσεις (2.a.36) και (2.a.37) συνεπάγεται: 

Πρόταση 1. Αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία y είτε 

στην κατηγορία (Ù, για κάδε τυποποίηση των τιμών στην ενιαία μέγιστη τιμή R του 

ποσοστού κέρδους υπάρχει ένας αριθμός λ, όπου λ E^ì και λ>~0, τέτοιος ώστε 

να ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

60 Εφόσον \σχύε\: 

6 1 ΒΛ. Λήμμα (1). 

Με ρ, και pj συμβολίζουμε τα τυποποιημένα, οικονομικώς σημαντικά, θετικά διανύσματα των 

τιμών των Βασικών εμπορευμάτων που παράγονται από τις τεχνικές παραγωγής ( ß j και iß) αντίστοιχα, 

όταν η τιμή του ποσοστού κέρδους είναι ίση με R . Ομοίως, με Pj και ρ, συμβολίζουμε τα 

τυποποιημένα, οικονομικώς σημαντικά, δετικά διανύσματα των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων που 

παράγονται από τις τεχνικές παραγωγής ( ß j και iß) αντίστοιχα, όταν η τιμή του ποσοστού κέρδους 

είναι ίση με R . 
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γ(β) _ g(«) =β_ j)g(«) t μ £ λ e <R κ α ι χ y 0 

ρ(/) -pW =(A-l)^) + [#> -(pi^W +ρίΗβ))(ΐ + φ -0 + Ä)^]'1 (7) 

(6) 

OOsW-fclìnOO 
Ρ2 Ρ2 

A y 
p2 + (pW^^P^^jO + ̂ -P^lk-O + Â .00 (8) 

Απόδειξη: Κατ' αρχήν 8α εξετάσουμε τα συστήματα προσδιορισμού των τιμών των 

τεχνικών παραγωγής [α) και yßj στην μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους, όταν 

λ(α) λ(β) 

οι αντίστοιχες μήτρες τεχνικών συντελεστών /Γ ' και Α ανήκουν είτε στην 

κατηγορία ST είτε στην κατηγορία (Ù. Γενικά, σε κάδε τιμή r του ποσοστού 

κέρδους τα συστήματα προσδιορισμού των τιμών των τεχνικών παραγωγής (α) και 
(β) έχουν ως εξής: 

p^=p(
a)A

{a\l + r) + wl{a) 

και 

p ( ' ) = p W ^ ( l + r) + w/W 

(9) 

(10) 

Προφανώς, στην ενιαία μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους των τεχνικών 

(α) και y β) η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W είναι ίση με το μηδέν [W = 0). 

63 
Στην αντίθετη περίπτωση, που στην μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους αντιστοιχούσε μια θετική 

τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου (iV^Oj, θα είχαμε: 

» I-(Ì+R)A{ = wl[ 

με 

και 

I-(I+R)AW\ = WIW, 

rank 

rank 

I-(ï + R)A (,) 

I-(Ì+R)A (ί) 

= n~ì-< rank 

• n-\<rank 

I-(l + R)A{aì, wl 

1-(Ì + R)AW,W1 (ί) „,/(*) 
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Έτσι, αν στα συστήματα προσδιορισμού των τιμών (9) και (10) αντικαταστήσουμε την 

τιμή Γ του ποσοστού κέρδους με την μέγιστη τιμή του R και δέσουμε την τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου W ίση με το μηδέν, τότε τα συστήματα προσδιορισμού των 

τιμών (9) και (10) Λαμβάνουν αντίστοιχα την ακόλουθη μορφή: 

Via)=V

{a)A{a\\ + R) (11) 

και 

p « = p « 4 « ( l + Ä)M (12) 

Τυποποιώντας τα διανύσματα ρ και ρ ^ με μια τυχαία εξίσωση τυποποίησης των 

τιμών λαμβάνουμε τα διανύσματα των τυποποιημένων τιμών ρ ' και ρ αντίστοιχα, 

τα οποία ικανοποιούν τα ακόλουθα συστήματα προσδιορισμού των τυποποιημένων 

τιμών: 

ρ ( α ) = ρ ( α )Λ ( α )(ΐ + 1?) (13) 

και 

p « = p « A « ( l + Ä)65 (14) 

αντίστοιχα. Επομένως, τα συστήματα προσδιορισμού των τιμών (9) και (10) των τεχνικών παραγωγής ( υ ) 

και (/Π αντίστοιχα 9α ήταν ασυμβίβαστα. 

Γενικά, με p και ρ συμβολίζουμε τα οικονομικά σημαντικά διανύσματα των τιμών των 

εμπορευμάτων, που παράγονται από τις τεχνικές παραγωγής ( ο ) και iß) αντίστοιχα, όταν η τιμή του 

ποσοστού κέρδους είναι ίση με R . Προφανώς, τα διανύσματα των τιμών ρ και ρ , που προκύπτουν 

από την επίλυση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών (11) και (12), είναι τα ημιδετικά 

ιδιοδιανύσματα των μητρών Α και Α αντίστοιχα, που συνδέονται με την κοινή μέγιστη ιδιοτιμή 

τους, εφόσον στην αντίθετη περίπτωση, κατά την οποία από την επίλυση των συστημάτων (11) και (12) 

λαμβάναμε την τετριμμένη λύση: 

(°) W η 

οι τιμές των εμπορευμάτων δεν 8α είχαν οικονομικό περιεχόμενο. Επομένως, η περίπτωση αυτή 

απορρίπτεται. 

Γενικά, με ρ και ρ συμβολίζουμε τα τυποποιημένα, οικονομικά σημαντικά διανύσματα των τιμών 

των εμπορευμάτων, που παράγονται από τις τεχνικές παραγωγής \0.\ και (β) αντίστοιχα, όταν η τιμή 
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Αν, αφού Λάβουμε unóyn τις σχέσεις (2.a.36) και (2.a.43), διαμερίσουμε τα συστήματα 

(13) και (14), προκύπτουν αντίστοιχα τα ακόλουθα επιμέρους υποσυστήματα 

προσδιορισμού των τιμών των βασικών εμπορευμάτων: 

και 

pl^p\ßhn(l + R) (16) 

Οι δυνατές μορφές των διανυσμάτων ρ\ και ρ\ των τιμών των δασικών 

εμπορευμάτων, που αποτελούν λύσεις των συστημάτων (15) και (16), είναι οι εξής: 

• Η μη τετριμμένη λύση: 

ρ^) = λρ! α ) , μ ε ρ | α ) >~0, Α Ε Ή και λ>-0, 

όπου το διάνυσμα ρ}1 (αντίστοιχα: το ρ, ) των τιμών των βασικών εμπορευμάτων 

είναι το θετικό ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α\\ που συνδέεται με την μέγιστη 

ιδιοτιμή της ΧΑχχ ή, ισοδύναμα, με την τιμή R] του ποσοστού κέρδους και 

• Η τετριμμένη λύση: 

Ja) Jß) „ π 

Αντίστοιχα, θα έχουμε τα ακόλουθα επιμέρους υποσυστήματα προσδιορισμού 

των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων: 

ρ^ = $ ) $ (Ì + R) + Ìa)A$ (1 + R) (17) 

και 

του ποσοστού κέρδους είναι ίση με R. Προφανώς, τα διανύσματα των τιμών ρ και ρ , που 

προκύπτουν από την επίλυση των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών (13) και (14), είναι τα ημισεπκά 

ιδιοδιανύσματα των ρητρών Α και Α αντίστοιχα, που συνδέονται με την κοινή μέγιστη ιδιοτιμή 

τους, εφόσον στην αντίθετη περίπτωση, κατά την οποία από την επίλυση των συστημάτων (13) και (14) 

λαμβάναμε την τετριμμένη λύση: 

~(α) ~(0) Λ py ' = ρ^Ι = 0 , 

οι τιμές των εμπορευμάτων δεν 8α είχαν οικονομικό περιεχόμενο. Επομένως, η περίπτωση αυτή 

απορρίπτεται. 
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# ) = ^ « ( i + Ä ) + # ) ^ ) ( i + Ä ) (18) 

M Επιλύοντας το σύστημα (17) ως προς το διάνυσμα τιμών fy θα έχουμε: 

Pi 
(«) I2-(l + R)A^] = p\a)A^(l + R) (19) 

Η μήτρα I2-(\ + R)A$ 

Επομένως, δα έχουμε: 

'l2-{\ + R)Â 

είναι μια μη ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα 66 

'22 )-0 (20) 

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά τη σχέση (19) με την αντίστροφη της μήτρας 

/2-(ι+44α)] 
1 

δα έχουμε: 

# = Α(α)Λ(2α)(ι + ^ ) ί / 2 - 0 + ^ ) 4 β 
(21) 

m Ομοίως, επιλύοντας το σύστημα (18) ως προς το διάνυσμα τιμών ρ\ δα έχουμε: 

p^ = p^4\l + R) + p^4^ + R)=> 

Pi 
00 /2-0 + ̂  = # ^ ( M (22) 

Η μήτρα h-{\ + R)A Ml 
•22 

είναι μια μη ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. 
67 

Επομένως, δα έχουμε: 

I2-(\ + R)A$ >-0 (23) 

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά τη σχέση (22) με την αντίστροφη της μήτρας 

I2-{\ + R)A (β) 
22 

δα έχουμε: 

66 

67 

ΒΛέπε τη σχέση (1). 

Βλέπε τη σχέση (2). 
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#>=M>(l + Ä)[i2-(l + *)4?> (24) 

Αν στις σχέσεις (21) και (24) αντικαταστήσουμε την τετριμμένη λύση του 

διανύσματος των τιμών των βασικών εμπορευμάτων, δα έχουμε: 

ft > = # = ο 
Δηλαδή τελικά δα ισχύει: 

^ f ( a ) = ^ ) = 0 (άτοπο). 

Αντίδετα, αν στις σχέσεις (21) και (24) αντικαταστήσουμε την μη τετριμμένη 

λύση του διανύσματος των τιμών των δασικών εμπορευμάτων, προκύπτει η ακόλουδη 

οικονομικά σημαντική λύση: 

ρ )̂ = Αρία), με ρία)>-0, λ em και λ>-0 68 

(21a) 

και 

$=Ì'W(\ + RJI2-(\ + R)A .00 
*22 

>-0 (24a) 

69 
Προφανώς, η ανωτέρω οικονομικά σημαντική λύση είναι μοναδική. Αφαιρώντας 

κατά μέλη τις σχέσεις (13) και (14) έχουμε: 

Προφανώς, η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση (6). 

69 
Με βάση την ανωτέρω μοναδική, οικονομικά σημαντική Λύση των συστημάτων προσδιορισμού των 

τιμών (13) και (14), τα υποσυστήματα προσδιορισμού των τιμών (15) και (16), καδώς και (17) και (18) των 

βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων αντίστοιχα Λαμβάνουν την ακόλουθη, οικονομικά σημαντική 

μορφή: 

PS'^PS'^O+Ä) (15a) 

και 

PÌ" = pi"A,(M 

καδώς επίσης: 

ΐ ί ( α ) 

F2 pie,4e)(i+Ä)+pr 4a)0+*) («U« 

(16a) 

(17a) 

και 
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pW-pW=(pW,i«-pW^W)(i + i ) ^ 

fi) _gW = ( p « # _ρ(ί)Λ(«) +fi)A{·) -p(^W)(i + ή 

Ρ<Λ(Α<« - ^ ) ) + ( p < ' ) -P<">)A( ' ) ] ( I+Ä)=> 

/-(l+i^y'i^-^lfwi) 

ÄW_S(« ) = 

;W_xW (r'-p 
To σύστημα (25) αναδύεται στα ακόΛουοα επιμέρους υποσυστήματα 

#>-?}'>) [/,-0+Φί,·)' pf^ifM?'^«) 
και 

; ? ( » . , ( . ) · 
Μ2 + Ì P ? } - P K 72-(ΐ + φ -(\+R)A 

Έτσι, από τις σχέσεις (6), (18a), (20), (21a) και (27) προκύπτει: 

( Ρ ^ } - P(

2

ff)) [/2 - ( ι + ^ ) 4 Γ } ] = ( ρ ί ^ - ΡίΩ))Α(

2

α) ( ι + ^ ) + 

( # -P(
2

ß)) [/2 - ( l + Ä)4 e ) ] = ( A - l ) p { e ) ^ ) 0 + Ä) + 

( ρ ^ } - Ρ(

2

α)) [/2 - ( ι + ^ ) 4 2

c ) l = (λ - ι)ρί β ) Λ (

2

σ ) (ι+^)+ 

22 

= > 

(25) 

(26) 

(27) 

M=tfW{l + *)+Wm + *) (ß)Aiß)i (18a) 

Έτσι, στη συνέχεια, αντί για τα συστήματα (15), (16), (17) και (18), 8α αναφερόμαστε στα συστήματα (15a), 

(16a), (17a) και (18a) αντίστοιχα κάδε φορά που θεωρούμε τα επιμέρους υποσυστήματα στα οποία 

διασπώνται τα συστήματα (13) και (14). 
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(p«-pW) = (X - l)p« A«(1 + R) + p« - ( p « i » + ρ«Λ«)0 + *)' 

/ 2 - ( 1 + K ) A '22 

(ρ« - ρW) = (A - I)P«AW(1 + Ä) [/2 - (1 + «V4· + 

P^-^^+p^JO+^k-O+^A iWl 
*22 

(pf > - ρW) = (X - !)p« + [pf > - ( p f A « + p«4»>)(l + R)] [l2 - (1 + *) A *22 

Τροποποιώντας ελαφρά την ανωτέρω απόδειξη, από τις σχέσεις (13) και (14) 8α 

έχουμε: 

Μ pW=(pWAW-pWAw)(i + Ä) 

pW_pW 

ρ« _ ρ(«) = ( f W # - fi)AW + ρ(«)# - pMAw)(i + κ) 

•(pW.pW^W + p W ^ W ^ W j J o + Ä ) ^ 

Το σύστημα (28) αναλύεται στα ακόλουδα επιμέρους υποσυστήματα: 

(ρί"-ΐ!·|ϊίι-0*Φ!ίι1=ίί·1(Λι-Αί')(κ«) 

(' 
(ß)Ms 

(28) 

(29) 

και 

(pW_pW)[_(l + fi)AW] + (pW_pW)[;2_(l + S ) , 

ρί-'^-^ν^^-^Ιί1^) 
Έτσι, από τις σχέσεις (6), (17a), (23), (24a) και (30) 8α έχουμε: 

( P Î Î ) - P ( / ) ) [ / 2 - 0 + ^2 (2 Î )] = ( P S , ) - P Î > Î 2 Î ) 0 + «) + 

W 
22 

(30) 
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(MM 
IP 2 P2 

( & - η 
oo 

( # - # > 

(M) _ M) 
;P2 P2 

(pf-pf 

72-(1+κμ«|=ίρί ί )-{ρί ί )1^ )0+«)+ ι · j 

(pf> A« + ?«Λ«)(1 + R) - (?WAW + ρ </> Α«)θ + «) 

/ 2 - ( l + J?)A (ß) 
22 

α 
V Α î W 0 + *)+ 

ΡΡ>̂ >̂ (ι+Α)+(ρ[«>Λ

(^+Ρ^^^^ι+i^) - Ρ^α)" 

I2-(\ + R)4 

AziW'hOO, 
V λ 

,00 
hi 

WM?{\ + R) I2-(\ + R)A 
V λ 

^4ξΚύα)4ή(ι^)-ύα 

,00 
*22 

1-1 

+ 

/ 2 - ( 1 + Α)Λ 00 
22 

Ρ?> + (ρ^Α^+^Ω)42

5))0+^)-ρ(

2

α)1 k -0+^)Α 

Πόρισμα 1. Αν οι μήτρες Jv ' και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία ST είτε στην 

κατηγορία Φ και το εμπόρευμα ύ) δεν εισέρχεται άμεσα ή έμμεσα στην παραγωγή 

του τυπικού εμπορεύματος, τότε για κάδε τυποποίηση των τιμών στην τιμή R του 

ποσοστού κέρδους δα ισχύει: 

Μ _ Μ _ Β 
Ρι - Pi - Ρ] 

(31) 

και 
, ~(β) ^ ~(α) 

• ε ^ ε ρν

2

 ; >• ρν

2

 } 

, „(β) Ja) 
• είτε ρ ν / ; -< ρ 2

 ; 

, Μ Aß) 
• είτε ρν

2

 ; = ρν

2

 ) 
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• ειτε ρν

2

 ; = Vf} 

Απόδειξη: Οι υποθέσεις: 

• Οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία JT" είτε στην κατηγορία (Ù 

και 

• Το εμπόρευμα (ύ δεν εισέρχεται άμεσα ή έμμεσα στην παραγωγή του τυπικού 

εμπορεύματος, 

είναι συνεκτικές, αν και μόνο αν πληρείται μια από τις ακόλουθες συνθήκες: 

• Το τυπικό εμπόρευμα αποτελείται από ένα απλό ή σύνθετο βασικό εμπόρευμα70 ή 

• Τα μη βασικά εμπορεύματα δεν εισέρχονται στην παραγωγή μη βασικών 

εμπορευμάτων71 κι επιπλέον στη σύνθεση του τυπικού εμπορεύματος - είτε 

περιλαμβάνονται και βασικά είτε αποκλειστικά μη βασικά εμπορεύματα - δεν 

περιλαμβάνεται το εμπόρευμα Θ .72 

Σε κάθε περίπτωση που οι τεχνικές ya) και (β) έχουν ενιαία μέγιστη τιμή R του 

70_ Στην προκείμενη περίπτωση, 8α ισχύεν. 

p{a)u = p\a)uì+p{
2
a)u1=p[a)ul, V r e [ 0 , ß ] (32) 

και 

p ( i )i/ = p} i)ü1+p(
2

/ ')ü2=p} / ')u1, Vre[0 , f l ] (33) 

71 Βε6αίως, αυτό είναι δυνατόν, μόνο αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν αποκΛειστικά στην κατηγορία 

τ. 
7 2 Στην προκείμενη περίπτωση 8α ισχύει: 

p W u = p} e ) H 1 +pj e ) « 2 , V/e[0, i?] (34) 

και 

p^u^p^^+p^u,, V/e[(U] ,(35) 
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ποσοστού κέρδους, στην κοινή μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους η τιμή του 

ονομαστικού ωρομισθίου W είναι ίση με το μηδέν [W = 0) .73 Επομένως, τα 

αντίστοιχα διανύσματα των σχετικών τιμών ρ̂  ' και ρ̂  ' των τεχνικών (α) και ίβ) 

προσδιορίζονται από τις σχέσεις (11) και (12).74 Ανάλογα με ότι είδαμε στο σύστημα 

(13), με βάση τις συνθήκες J7~3

 κ α ι ^3 η> ισοδύναμα, τις σχέσεις (2.a.36) και (2.a.43) 

το σύστημα (11) διαμερίζεται στα ακόλουθα υποσυστήματα: 

ρία) = ρί0)Λ,(ΐ + β) (36) 

και 

pW = pW4° )(l + fi) + P^2(

2°
)(l + i ) 7 5 (37) 

Ομοίως, με βάση τις συνθήκες JT"3 και CZ)3

 η> ισοδύναμα, τις σχέσεις (2.a.36) και 

(2.a.43) το σύστημα (12) διαμερίζεται στα ακόλουθα υποσυστήματα: 

p M = p « A „ ( l + R ) (38) 

και 

pW = pW^)('+*)+p^)0+*)™ < 3 9 > 

Από τα συστήματα (36) και (38) προκύπτει η ακόλουθη μοναδική, οικονομικά 

σημαντική λύση: 

7 3 Η απόδειξη είναι ίδια με αυτήν που είδαμε στην υποσημείωση (6) της Πρότασης (1), αναφερόμενοι 

στην ειδική περίπτωση που οι μήτρες Α και .Α ανήκουν είτε στην κατηγορία J" είτε στην 

κατηγορία Œ). 

74 Αυτό ισχύει, ανεξάρτητα από την υπόθεση μας ότι οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην 

κατηγορία 3" είτε στην κατηγορία (Ù. 

75 Σύγκρινε με το σύστημα (17a). 

7 6 Σύγκρινε με το σύστημα (18a). 
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Pi - Pi - Pi (40) 

όπου το διάνυσμα Ρ] των τιμών των βασικών εμπορευμάτων αντιπροσωπεύει το 

δετικό ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α] ι, που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της χΑη 

ή, ισοδύναμα, με την τιμή R\ του ποσοστού κέρδους (μη τετριμμένη Λύση).77 

Με βάση τις σχέσεις (32), (33), (34), (35) και (40) αποδεικνύεται, ότι αν 

πληρείται μια από τις συνθήκες που αναφέραμε παραπάνω, τότε, ανεξάρτητα της 

τυποποίησης των τιμών, δα ισχύει: 

ρ^\ = ρ^\ Vre[0, i?] (41) 

Επομένως, από τις σχέσεις (40), (41) και την εξίσωση τυποποίησης των τιμών: 

p(-)« = l,Vre[0,4ö = (4(i) 
προκύπτει η σχέση (31). 

Έτσι, από τις σχέσεις (6) και (31) συνεπάγεται: 

λ = 1 (42) 

Αντικαθιστώντας τη σχέση (42) στη σχέση (7) δα έχουμε: 

ϊψ-^=(χ-^ψ-ψ$+ϊψΑί?\\^)\^Α^Ψ •Μ <έ> 

Vi F2 Ρ ψ - [$>$ + fW^Vl + *)] \h - (1 + R)$ (43) 

Από τη συνδήκη ST% ή CO3 συμπεραίνουμε ότι οι μήτρες: 

m 

Α 22 . 

77 Σύγκρινε με τη μη τετριμμένη λύση των συστημάτων (15) και (16). 
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και 

A (ß)' 
•12 

A(ß) 
|_Λ22 J 

τάξης η Χ (η — kJ, διαφέρουν ως προς τη στήλη ω — k, 

Επομένως, μπορούμε να γράιιουμε: 

Λ12 Λ 12 ~ aìGù)-k 

και 

(44) 

A « - > l W = <i 2 a^ (45) 

Με βάση τις σχέσεις (18a), (44) και (45), η σχέση (43) μετασχηματίζεται ως εξής: 

Ρ2 Ρ2 

ρ(/>-ρ« = 

pf-p« = 

d22 

(p«A(f+#A(?)-(PS^Ì")+Ρ(/)4°))]θ+φ -0+*)4*Ί <^> 

ρ(/) -pW = # ( ^ : : { ) + ^ ( ^ ; : { ) 0+*) /2-(I+Ä)4T .(«) <^> 

# - ?"=(pf ></,+#<ψ::ΐ(ι+φ - (1+R)À 
-ι 

<=> 

,00 
*22 

(46) 

Εφαρμόζοντας τις σχέσεις (17a), (42), (44) και (45) στη σχέση (8) κι 

ακολουθώντας μια ανάλογη διαδικασία λαμβάνουμε: 
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MM 
Ï2 Vi 

M. M 
Vi Vi 

P2 P2 

ί—ì 
\ λ J 

Ρ?)-Η (ρί^Ρ«)(ι + *)-ρΜ 

(pW^+P^jO+^-p^lk-O+ÄM 

l2-{\ + R)A^ 11 <=> 

<=> 

# > $ + # 4 ? ) - ίΕΨ +v(M?)}(i+R)U - 0 + *K(? <=> 

# -#> 4 p W - ^ ί + ΐ ί ^ - Ä + 42 -0 + *)A i(/0 
*22 

<=> 

p(/> -pW =fpW(i/1Cî)+P(
2"

)('Î2Cî)l(i+4/2 - 0 + Φ : *22 <^> 

p«-pW=(p(^1 +#<i2)CÎ(l + «) 

pW-pW=(pWrf)(i+Ä)C4k-0+iM 

/2-(! + « )#! *22 ο 

*22 (47) 

Έτσι, από τη σχέση (46) ή τη σχέση (47) προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Ot ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

pWd >- 0 

και 

Ρ2 ^Ρ2 

• Οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

και 
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• Ot 

και 

F2 ^ 

ακόλουθες σχέσεις 

t]d-

fik: 

pW = 

= 0 

= 0 

.M 
• F2 

είναι ισοδύναμες: 

Πρόταση 2. Αν ισχύει R — R — R και οι μήτρες 4̂ και >r ανήκουν σε μια 

από τις παρακάτω κατηγορίες: 

cÂ, Ή, <5, Χ£7, Ä , ^ και 0 , 

τότε για τα διανύσματα των σχετικών τιμών που αντιστοιχούν στην τιμή R του 

ποσοστού κέρδους 8α ισχύει: 

p(ö) = ρΜ = ρ (48) 

Απόδειξη: Θα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

(α\ iß) 
Ι. Οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία <yi. 

Όπως έχουμε δείξει στο Πόρισμα (1), τα αντίστοιχα διανύσματα τιμών ρ̂  και ρ̂  

προσδιορίζονται από τα συστήματα (11) και (12). Αφαιρώντας κατά μέλη τις ανωτέρω 

σχέσεις 8α έχουμε: 

p«-pW=(p«A«-p(^W)(l + K ) ^ 

ρ« - ρ« = (ρ«Λ« - ρ « # + ρ«Λ« - p«4«)(l + R) => 
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Ρ« _ ρ(.) = [(ρ« _ ρ«),«+ ρ(.)(„ω _ „«J, + R ) ̂  
(ρ W - ρ W )[/ - (1 + φ « ] = ρ W ( # - Λ<"> )(1 + R) (49) 

Με δάση την υπόθεση μας ότι οι μήτρες Λ και Α διαφέρουν μόνο ως 
προς τη στήλη (ύ και τις σχέσεις (2.a.l0) και (49) 8α έχουμε: 

(ρ ( ί )-Ρ (" ))[/-(ι+Φ ( ί )]=ΡΜ(^)(ι+«) 

(pw-PW)[/-0+^w]=(pwrf)(i+fi>: (50) 

Εφόσον ισχύει: 

• είτε p^'c/^0 

• είτε ρ^α'ί/-<0 

• είτε p^d = 0 

συνεπάγεται αντίστοιχα ότι έχουμε: 

• είτε (ρ ( α )Λΐ +#)e^ > 0 

• είτε ίρ(α)Λΐ + ^ = 0 

Δεδομένου ότι η μήτρα Λ είναι μη διασπώμενη, η μήτρα 1 — {1 + RjA" 

8α είναι μια ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Αποδεικνύεται, ότι μια ιδιάζουσα, 
μη διασπώμενη Μ-μήτρα είναι "σχεδόν μονότονη" (almost monotone). Δηλαδή: 

3xeR":x I-(\ + R)A (β) >0 I-(Ì+R)A (β) = 0 7 8 

7 8 Έστω ότι υπάρχει Χ 6Ξ R τέτοιο ώστε: 

I-(\ + R)A (β)' >0 
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Επομένως, σε κάθε περίπτωση για τη σχέση (50) τελικά δα ισχύει: 

(ρω_ρ(«)| 7_(ι+ ] ?μ ι οο ο 

,00 iß>\l-(\ + R)A 00 Μ I-(\ + R)A 00 = 0 

Μ I-(\ + R)A (ß) » I-(\ + R)A (β) 

Από τις σχέσεις (12) και (51) συνεπάγεται: 

» I-(\ + R)A (β) = 0 

(51) 

(«) Από την ανωτέρω σχέση προκύπτει, ότι το δετικό ιδιοδιάνυσμα ρν ' της 

μήτρας Α ', που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της, είναι ταυτόχρονα 

(β) 
ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α , συνδεδεμένο επίσης με την μέγιστη ιδιοτιμή της. 

(β) 
Όμως σύμφωνα με τη σχέση (12), ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Ά" , συνδεδεμένο με 

(β) 
την μέγιστη ιδιοτιμή της, είναι το ρ . Εφόσον η μέγιστη ιδιοτιμή της μη 

(β) 
διασπώμενης μήτρας Α είναι απλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυωνύμου, η 

γεωμετρική της πολλαπλότητα είναι ίση με την μονάδα.79 Επομένως, έχουμε: 

Αφού η μήτρα Α είναι μη διασπώμευη και η τιμή R αποτελεί την ελάχιστη Οετική τιμή του ποσοστού 

κέρδους για την οποία ισχύει det I-(Ì+R)A (β) — 0, 8α υπάρχει ένα ιδιοδιάνυσμα y ER , με / > - 0 , 

τέτοιο ώστε: 

I-(l + R)A{ß)]y = 0 

Από τις ανωτέρω σχέσεις προκύπτει: 

{χ[/-(ΐ + φ(ί)]1κ^0 

Όμως η ανωτέρω σχέση είναι άτοπη, διότι έχουμε: 

{ψ-(ΐ + φ(ί)]]7 = χ|[/-(ΐ + φ ( ί )]7| = χ.0 = 0 

Βλ. Berman and Plemmons [1979, σελ. 156], 

7 9 Η μέγιστη ιδιοτιμή μιας μη διασπώμενης μήτρας είναι απλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυωνύμου. 

Βλέπε, μεταξύ άλλων, GantmacheT [1966, σελ. 49] και Berman and Plemmons [1979, σελ. 27], 
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II. Οι μήτρες Α^ ' και Α^ ' ανήκουν στην κατηγορία <2?. 

Από τη συνθήκη d$2 έχουμε: 

Α^ (ai Α^ 

R

An =RW^RAT2 (52) 

και 

AW (Β) Α{β) 

R" =R[ß)<R22 (53) 

Έτσι, από την υπόθεση μας: 

*Μ = «« = R 

Kat τις σχέσεις (52) και (53) συνεπάγεται: 

RAn =RAu = R (54) 

Με βάση τα συστήματα (11) και (12), καθώς και τις σχέσεις (2.a.28) και (2.a.29), 

στην τιμή R του ποσοστού κέρδους τα υποσυστήματα προσδιορισμού των βασικών 

και μη βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται από τις τεχνικές (ffj και yßj 

αντίστοιχα, είναι τα εξής: 

ρ Μ = Ρ«Α(,ο)0 + β) 

ρ(«=ρ«Α«(ΐ + Κ) 

και 

Αν Λάβουμε unóyn μας τη σχέση (54), τότε από την επίλυση των ανωτέρω 

συστημάτων προκύπτει η μοναδική οικονομικά σημαντική λύση, σύμφωνα με την 

οποία τα διανύσματα τιμών ρ} ' και ρ} των βασικών εμπορευμάτων, που 

παράγονται από τις τεχνικές yd) και yßj, είναι ιδιοδιανύσματα των υπομητρών Aj\ 

(β) 
και Α\] αντίστοιχα, που συνδέονται με την κοινή μέγιστη ιδιοτιμή τους. Εφόσον οι 

υπομήτρες Α\^ ' και Α}] είναι μη διασπώμενες, διαφέρουν μόνο ως προς τη στήλη 
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τους û)80 και έχουν ενιαίο μέγιστο ποσοστό κέρδους R, για τα διανύσματα τιμών 

Pi ' και ρ} ' των βασικών εμπορευμάτων δα ισχύει: 

ρ|·) = ρ|') = Ρ ι « (55) 

Με βάση τη σχέση (55), τα ανωτέρω συστήματα προσδιορισμού των διανυσμάτων 

(«) iß) α • · 
τιμών ρ2 και ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται απο τις τεχνικές 
(α) και ίβ) αντίστοιχα, μετασχηματίζονται ως εξής: 

p(
2

ß)=Plyi12(l + i?) + p(
2
a)A22(l + i?) 

και 

v[
ß) = hAn(\+R)+v{

ß)A22(i + R) 

Επιλύοντας τα ανωτέρω συστήματα ως προς τα διανύσματα τιμών ρ2 και ρ2 

προκύπτει η μοναδική λύση: 

PÌ") = P? ) = P2~ (56) 

80 ΒΑ. τη σχέση (2.a.31). 

8 1 Η απόδειξη είναι ίδια με αυτήν που δώσαμε παραπάνω στην περίπτωση (Ι), όταν εξετάσαμε τα 

ιδιοδιανύσματα των τιμών δύο μη διασπώμενων μητρών, με ίσες μέγιστες τιμές του ποσοστού κέρδους, 

που διαφέρουν ως προς μια στήλη. 

8 2 Σύμφωνα με τις σχέσεις (2.a.29), (52) και (53), η μήτρα: 

[ / 2 - ( ι + φ 2 2 ] 

είναι μια μη ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Επομένως, 8α ισχύει: 

[/2-(i+/?)/i22]~Vo 

Με βάση την ανωτέρω σχέση, τα ανωτέρω συστήματα προσδιορισμού των τιμών των μη Βασικών 

εμπορευμάτων γράφονται αντίστοιχα ως εξής: 

Ρ(

2

Ο) = Ρ Ι Λ 1 2 ( Ι + Κ ) [ / 2 - ( Ι + ] ? ) Λ 2 2 ] Η 

και 

ρ[β) =PÌA{2(Ì+R\I2-(\+R)AJ[X 

Έτσι, από τα ανωτέρω συστήματα προκύπτει: 
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Κατά συνέπεια, από τις σχέσεις (55) και (56) συνεπάγεται: 

(«) 00 

(α) (β) 

III. Οι μήτρες Α^ και Α^ ανήκουν είτε στην κατηγορία S είτε στην 
κατηγορία SJd είτε στην κατηγορία θ. 

Εφόσον οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από τις ανωτέρω κατηγορίες, 

δα ισχύει πάντοτε: 

β(α) = fl(0) = R 83 

Επίσης, σύμφωνα με τις συνθήκες <̂£> £&2 κ α ι ^2> ^ α ιθ"χύει: 

Α^ (α\ Λ ( β ) 

j? 22 = R} ' < R Π 

και 

βΑ22 _ flW < βΛ11 

Έτσι, από τις ανωτέρω σχέσεις συνεπάγεται: 

R22 = R22 =R (57) 

Με 6άση τα συστήματα (11) και (12), καδώς και τα κοινά χαρακτηριστικά των 

σχέσεων (2.a.28), (2.a.29), (2.a.36) και (2.a.37), στην τιμή R του ποσοστού κέρδους τα 

υποσυστήματα προσδιορισμού των βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων, που 

παράγονται από τις τεχνικές (α) και (β) αντίστοιχα, είναι τα εξής: 

και 

p M ^ O + W ^ n O + Jî) 

ρ«=«)(ΐ + Κ) + ρ«Λ 2 2 (ΐ + * ) -

Ρ1'» = ρ « = ρ 
Ρ2 ¥2 η 

8 3 ΒΛ. Λήμμα (1). 
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Αν λάβουμε unóyn μας τη σχέση (57), τότε από την επίλυση των ανωτέρω 

συστημάτων προκύπτει, ότι, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, για τα διανύσματα 

(«) (β) α 

τιμών ρ] ' και ρ\ των βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται απο τις τεχνικές 

ία) και (β) αντίστοιχα, η μοναδική οικονομικά σημαντική λύση είναι η τετριμμένη 

λύση: 

/ » i e ) = J P ^ ) = A = 0 8 5 (58) 

Με βάση τη σχέση (58), τα ανωτέρω συστήματα προσδιορισμού των διανυσμάτων 

(«) (β) Ω · . 

τιμών p2 και p2 των μη οασικων εμπορευμάτων, που παράγονται απο τις τεχνικές 

(α) και yß) αντίστοιχα, μετασχηματίζονται ως εξής: 

και 

Ρ ( />=Ρ^ 2 2 0 + *) 

Σύμφωνα με τη σχέση (57), από την επίλυση των ανωτέρω συστημάτων ως προς τα 

διανύσματα τιμών ρ2 και Ρ2 προκύπτει, ότι η μοναδική οικονομικά σημαντική 

λύση για τις τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται από τις τεχνικές 

[aJ και yßj, είναι αυτή, κατά την οποία τα ανωτέρα διανύσματα τιμών είναι 

ιδιοδιανύσματα της υπομήτρας Α^, συνδεδεμένα με την μέγιστη ιδιοτιμή της.86 

Εφόσον η μέγιστη ιδιοτιμή της μη διασπώμενης υπομήτρας Α^ είναι απλή ρίζα του 

χαρακτηριστικού της πολυωνύμου, η γεωμετρική της πολλαπλότητα είναι ίση με την 

μονάδα. Επομένως, δα ισχύει: 

pi') = pi"=p 2 (59) 

Κατά συνέπεια, από τις σχέσεις (58) και (59) συνεπάγεται: 

(a) (ß) 

8 4 Ο χρησιμοποιούμενος συμβολισμός των τιμών των βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων παραπέμπει 

στο συμβολισμό των οικονομικά σημαντικών λύσεων των ανωτέρω συστημάτων που μελετήσαμε στο 

Μέρος (Ι). 

8 5 Βλ. Μέρος (Ι). 

8 6 Βλ. Μέρος (Ι). 
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IV. Οι μήτρες .A ' και A^ ανήκουν στην κατηγορία i 2 . 

Από τη συνθήκη ϋ£ 2 έχουμε: 

Α^ (α) Α^ 
(60) 

και 

RA22 =R{ß)<R
AU ( 6 1 ) 

Έτσι, από την υπόδεσή μας: 

*Μ = # = R 
και τις σχέσεις (60) και (61) συνεπάγεται: 

A® Α® 
R12 = R12 =R (62) 

Με βάση τα συστήματα (11) κσι (12), καθώς και τις σχέσεις (2.a.43) και (2.a.44), 

στην τιμή R του ποσοστού κέρδους τα υποσυστήματα προσδιορισμού των βασικών 

και μη βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται από τις τεχνικές (#) και (/?) 

αντίστοιχα, είναι τα εξής: 

και 

Αν Λάβουμε unóyn μας τη σχέση (62), τότε από την επίλυση των ανωτέρω 

συστημάτων προκύπτει, ότι, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, για τα διανύσματα 

. (Ό 00 ο 

τιμών ρ, ' και Ρ] των οασικων εμπορευμάτων, που παράγονται απο τις τεχνικές 

(ff J Kat (/?) αντίστοιχα, η μοναδική οικονομικά σημαντική λύση είναι η τετριμμένη 

8 7 Ο χρησιμοποιούμενος συμβολισμός των τιμών των δασικών και μη Βασικών εμπορευμάτων παραπέμπει 

στο συμβολισμό των οικονομικά σημαντικών Λύσεων των ανωτέρω συστημάτων που μελετήσαμε στο 

Μέρος (Ι). 
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Λύση (58).88 Με βάση τη σχέση (58), τα ανωτέρω συστήματα προσδιορισμού των 

διανυσμάτων τιμών ρ2 και ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται 

από τις τεχνικές (ß) και yßj αντίστοιχα, μετασχηματίζονται ως εξής: 

και 

Σύμφωνα με τη σχέση (62), από την επίλυση των ανωτέρω συστημάτων ως 

προς τα διανύσματα τιμών ρ2 και ρ2 προκύπτει, ότι η μοναδική οικονομικά 

σημαντική λύση για Ttç τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται από τις 

τεχνικές (α) και (β), είναι αυτή, κατά την οποία τα ανωτέρα διανύσματα τιμών είναι 

ιδιοδιανύσματα των υπομητρών Α22 και Α\ι αντίστοιχα, που συνδέονται με την 

κοινή μέγιστη ιδιοτιμή τους.89 Εφόσον οι υπομήτρες Α22 και ^422 είναι μη 

διασπώμενες, διαφέρουν μόνο ως προς τη στήλη ύ) — k90 και έχουν ενιαίο μέγιστο 

ποσοστό κέρδους R, για τα διανύσματα τιμών ρ2 ' και ρ2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων, που παράγονται από τις τεχνικές (α) και (β) αντίστοιχα, 8α ισχύει η 

σχέση (59).91 

Κατά συνέπεια, από τις σχέσεις (58) και (59) συνεπάγεται: 

(«) (ß) 

88 ΒΛ. Μέρος (Ι). 

8 9 ΒΛ. Μέρος (Ι). 

9 0 ΒΛ. σχέση (2.a.46). 

9 1 Η απόδειξη είναι ίδια με αυτήν που δώσαμε παραπάνω στην περίπτωση (Ι), όταν εξετάσαμε τα 

ιδιοδιανύσματα των τιμών δύο μη διασπώμενων μητρών, με ίσες μέγιστες τιμές του ποσοστού κέρδους, 

που διαφέρουν ως προς μια στήΛη. 
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V. Οι μήτρες A^ ' Kat Α ανήκουν στην κατηγορία Uô. 

Από τη συνθήκη 2£>2 έχουμε: 

RA" =RA» =RW (63) 

Επίσης, από τη συνθήκη 16^ προκύπτει: 

Α{α) Α^ (α) 

Γ22 = R21 =RWV (64) 

Επομένως, από τις σχέσεις (63) και (64) συνεπάγεται, ότι η υπόθεση μας: 

ί?Μ = J?« = fi 

ισχύει, αν και μόνο αν έχουμε: 

(β) Α{β) Α{β) 

RW=RA* < ^ 1 1 93 { 6 5 ) 

Με βάση τα συστήματα (11) κσι (12), καθώς και τις σχέσεις (2.a.28) και (2.a.29), 

στην τιμή R του ποσοστού κέρδους τα υποσυστήματα προσδιορισμού των βασικών 

και μη βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται από τις τεχνικές («J και yßj 

αντίστοιχα, είναι τα εξής: 

AM = ft«4a)(i+K) 

Λ«=^«(| + *) 

και 

Ρ ^ Α ^ , , Ο + Ι Ο + Ρ ^ Ο + Α ) » 

9 2 Βλέπε σχέση (1.2.29). 

9 3 Με άλλα λόγια, αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία 5ϊ5, τότε η υπόθεση μας: 

R^ = R(ß) = R 

ισχύει, αν και μόνο αν η αλλαγή της μεθόδου παραγωγής του Βασικού εμπορεύματος (ΰ αυξάνει ή 

διατηρεί σταθερό το μέγιστο ποσοστό κέρδους της Βασικής υποτεχνικής. 
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Αν Λάβουμε unóyn μας τις σχέσεις (63) και (65), τότε από την επίλυση των 

ανωτέρω συστημάτων προκύπτει, ότι, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, για τα 

διανύσματα τιμών ρ\ ' και ρ) των βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται από τις 

τεχνικές (α) και (β) αντίστοιχα, η μοναδική οικονομικά σημαντική λύση είναι η 

τετριμμένη λύση (58).95 Με 6άση τη σχέση (58), τα ανωτέρω συστήματα 

προσδιορισμού των διανυσμάτων τιμών ρ2 και p2 των μη βασικών εμπορευμάτων, 

που παράγονται από τις τεχνικές (α) και yßj αντίστοιχα, μετασχηματίζονται ως 

εξής: 

και 

ρ« = ρ(%(ΐ + «) 

Σύμφωνα με τις σχέσεις (63) και (65), από την επίλυση των ανωτέρω 

συστημάτων ως προς τα διανύσματα τιμών ρ2 και Ρ2 προκύπτει, ότι η μοναδική 

οικονομικά σημαντική λύση για τις τιμές των μη βασικών εμπορευμάτων, που 

παράγονται από τις τεχνικές (α) και yß), είναι αυτή, κατά την οποία τα ανωτέρα 

διανύσματα τιμών είναι ιδιοδιανύσματα της υπομήτρας An, συνδεδεμένα με την 

μέγιστη ιδιοτιμή της.96 Εφόσον η μέγιστη ιδιοτιμή της μη διασπώμενης υπομήτρας 

An ε ι υ α ι απλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυωνύμου, η γεωμετρική της 

πολλαπλότητα είναι ίση με την μονάδα. Επομένως, δα ισχύει η σχέση (59). 

Κατά συνέπεια, από τις σχέσεις (58) και (59) συνεπάγεται: 

ρ ν ' = ρ ν ; = ρ 

9 4 Ο χρησιμοποιούμενος συμβολισμός των τιμών των Βασικών και μη βασικών εμπορευμάτων παραπέμπει 

στο συμβολισμό των οικονομικά σημαντικών λύσεων των ανωτέρω συστημάτων που μελετήσαμε στο 

Μέρος (Ι). 

9 5 Βλ. Μέρος (Ι). 

9 6 Βλ. Μέρος (Ι). 
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Πόρισμα 2. Αν ισχύει R — R — R και οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια 

από τις παρακάτω κατηγορίες: 

dl, m, «5, ±&, SL, 7(> και Θ, 

τότε, για κάδε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους θα έχουμε: 

ρΜ = ρΜ* (66) 

9 7 Μη επιτρεπτή τυποποίηση έχουμε όταν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από τις κατηγορίες: 

£, ±σ, &., 10 κα! Θ 

και ως τυπικό εμπόρευμα Λειτουργεί ένα απλό ή σύνθετο βασικό εμπόρευμα. Πράγματι, σε κάθε τέτοια 

περίπτωση, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ο προσδιορισμός των τιμών των μη Βασικών 

εμπορευμάτων είναι αδύνατος. Το θέμα αυτό πραγματευτήκαμε στο Μέρος (Ι). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. 

Η ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΤΕΧΝΙΚΗΣ 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο Κεφάλαιο (2) δα εξετάσουμε την εσωτερική αλληλουχία των προταθέντων 

στην βιβλιογραφία κριτηρίων, με βάση τα οποία συγκρίνονται δύο τεχνικές 

παραγωγής ως προς την κερδοφορία. Ιδιαίτερη έμφαση δα δοδεί στην ανάλυση του 

αλγόριθμου της αγοράς.1 Η μέδοδος του αλγόριθμου της αγοράς βασίζεται στην 

επιδίωξη του παραγωγού του εμπορεύματος ύ) να αποκομίσει πρόσδετα κέρδη (extra 

profits) σε σχέση με την ισχύουσα τιμή του ποσοστού κέρδους.2 

Ο σκοπός της ανάλυσης του Κεφαλαίου (2) είναι διπλός: 

• Αναπτύσσεται περαιτέρω η μέδοδος του αλγόριδμου της αγοράς εμπλουτίζοντας 

την με ένα σύνολο από ικανές κι αναγκαίες συνθήκες που επιτρέπουν την 

εξέταση της σε συνδυασμό με τις εναλλακτικές μεδόδους σύγκρισης των τεχνικών 

παραγωγής. Επιπλέον, διερευνώνται οι συνθήκες, υπό τις οποίες τα διαδοχικά 

διανύσματα των ονομαστικών τιμών κόστους που προκαλεί η μεταβολή της 

χρησιμοποιούμενης τεχνικής συγκλίνουν στο διάνυσμα τιμών ισορροπίας της 

τελικής τεχνικής. Τέλος, επεκτείνεται το πεδίο εφαρμογής της, ούτως ώστε να 

περιλαμβάνει την τιμή R του ποσοστού κέρδους στην περίπτωση που ισχύει: 

1 Η έννοια του αλγόριθμου της αγοράς αναπτύοσεται μεταξύ άλλων από τους Levhari [1965], Schefold 

[1978], Bidard [1990a], Bidard [1990b], Bidard [1991], Garegnani [1970] και Garegnani [1984]. 

2 "The driving force for the adoption of the new technique is competition.", βλέπε Schefold [1978, σελ. 

39], 
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tf(ff) = $) = RS 

• Αποδεικνύεται ότι η σύγκριση των τεχνικών παραγωγής ως προς την κερδοφορία, 

σύμφωνα με την μέθοδο του αλγόριθμου της αγοράς, δεν εξασφαλίζει - στην 

γενική περίπτωση - σε κάδε εφικτή τιμή r του ποσοστού κέρδους, με r e|0,i?l, 

ούτε τη σύγκλιση των διαδοχικών διανυσμάτων των τιμών κόστους που προκαλεί 

η μεταβολή της χρησιμοποιούμενης τεχνικής στο διάνυσμα των τιμών ισορροπίας 

της τελικής τεχνικής ούτε την καταταξιμότητα των εναλλακτικών τεχνικών 

παραγωγής στην κλίμακα κερδοφορίας. 

2. Η ΜΕΤΑΒΟΛΗ ΤΩΝ ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΚΑΙ Η ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΤΩΝ ΤΙΜΩΝ ΚΟΣΤΟΥΣ 

Στο Τμήμα (2) δα μελετήσουμε τις προϋποδέσεις, υπό τις οποίες τα διαδοχικά 

διανύσματα των τιμών κόστους που προκαλεί η μεταβολή της χρησιμοποιούμενης 

τεχνικής συγκλίνουν στο διάνυσμα τιμών ισορροπίας της τελικής τεχνικής, 

διατυπώνοντας και αποδεικνύοντας τις ακόλουδες Προτάσεις. 

Πρόταση 1. Αν η αρχική τεχνική είναι η τεχνική (α), τότε, για κάθε τυποποίηση 

των τιμών, στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, με Γ e 0, R ,4 η τιμή του 

3 "However, it is difficult to analyse the various possible processes of transition from one technique to the 

other. Here we shall only be concerned with the proof of the classical proposition that the capitalists who 

are first to make the transition will reap surplus profits, while those who are last will incur losses. 

Keynesian arguments about induced changes in incomes and employment, and neoclassical arguments 

about increases of consumption compesating the sacrifices required for making the transition will not be 

considered", βλέπε Schefold [1978, σελ. 40], 

4 Προϋποθέτουμε ότι ισχύει: 

re 0, R(a] 

επειδή η λειτουργία του οικονομικού συστήματος με την αρχική τεχνική (cf) έχει νόημα μόνο αν: 
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ονομαστικού ωρομισθίου και το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών κόστους των 

διαδοχικών περιόδων παραγωγής που ακολουθούν την αντικατάσταση της μεθόδου 

παραγωγής («J του εμπορεύματος 0) από τη μέθοδο παραγωγής yßj συγκλίνουν 

αντίστοιχα στην τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και στο διάνυσμα των 

ονομαστικών τιμών ισορροπίας μιας στατικής οικονομίας (steady state economy) που 

χρησιμοποιεί την τελική τεχνική yß J, αν και μόνο αν η μήτρα Α y\ + Γ J 

παραγωγική.5- 6 

είναι 

Η τεχνική παραγωγής yd) είναι παραγωγική, δηλαδή ισχύει: R ^ 0 και 

η τιμή Γ του ποσοστού κέρδους περιλαμβάνεται στο οικονομικά σημαντικό διάστημα τιμών του 

ποσοστού κέρδους της τεχνικής παραγωγής \Ct). 

5 Θα αποδείξουμε, ότι η μη αρνητική μήτρα 

μόνο αν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες: 

ι(ί) . ; 

Α^(\ + Γ) , με Τ > 0 , είναι τότε μόνο παραγωγική, αν και 

Η μήτρα Α είναι παραγωγική, δηλαδή ισχύει: 

G - ^ % 1 

R{ß)>-Q κα, 

Ισχύει: Γ 0, κ (β) 

) 

Απόδειξη: Έστω ότι η μη αρνητική μήτρα AW(\ + r) 

0<λ„ Α (β) Μ - < 1 : 

Α') 
ο-(ίί'(ι+0-": 

, με Γ > 0 , είναι παραγωγική. Έτσι, δα έχουμε: 

1 + ' 
( Μ — — <• 

+ R (β) 
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-Kr^ R{ß) => 

0<r^R (ß) 

Επιπλέον θα έχουμε: 

0<r^R (ß) 

Q-<R (ß) 

l + R] iß) 
- Ü : 

XA
m <\ 

Από την άλλη μεριά, θα υποθέσουμε ότι ισχύουν οι υποθέσεις: 

ΙΑ 

• Η μήτρα Α είναι παραγωγική, δηΛαδή ισχύει: 

0^1%1 

R^ >0 και 

Ισχύει: Γ Q,R (ßV 

Έτσι, θα έχουμε: 

0 < τ -< R (β) 

0-<l + r - < l + Ä (ß) 

Ο^-^^Ι^ 
+ R (β) 

o-afO+ZHi: 

(ΗΑ„ # ( ! + /) -<1 

Υπό το πρίσμα των ανωτέρω ικανών κι αναγκαίων συνθηκών, η Πρόταση (1) διατυπώνεται ως 
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Απόδειξη: Θα αναλύσουμε την αποδεικτική διαδικασία που ακολουθεί στα εξής 

στάδια: 

Α. Στο στάδιο (Α) δα δείξουμε την ισχύ της Πρότασης (1) για το διάνυσμα των τιμών 

κόστους, στην ιδιαίτερη περίπτωση που εκφράζονται σε όρους του μη παραγόμενου 

εμπορεύματος: της εργασιακής δύναμης. Έτσι, σε μια τυχαία τιμή τ του ποσοστού 

κέρδους, με r Ε 0, R 1, από το σύστημα προσδιορισμού του διανύσματος των 

τυποποιημένων τιμών ρτ της αρχικής τεχνικής (ff J δα έχουμε: 

fr)=tftt)A(
tt\\ + r) + w{tt)l{tt)->=> 

εξής: 

Αν η αρχική τεχνική είναι η τεχνική ( β ) , τότε, για κάθε τυποποίηση των τψών, στην τιμή Γ του 

ποσοστού κέρδους, με Γ 6 0, R Ι, η τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και το διάνυσμα των 

ονομαστικών τιμών κόστους των διαδοχικών περιόδων παραγωγής που ακολουθούν την αντικατάσταση 

της μεθόδου παραγωγής (β) του εμπορεύματος (ΰ από την μέθοδο παραγωγής Ι β) συγκλίνουν 

αντίστοιχα στην τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου και στο διάνυσμα των ονομαστικών τιμών ισορροπίας 

μιας στατικής οικονομίας (steady state economy) που χρησιμοποιεί την τελική τεχνική [β), ον και μόνο 

αν η μήτρα Α είναι παραγωγική και το ποσοστό κέρδους Γ Λαμβάνει τιμές στο διάστημα 0, R 1, 

όπου R'=mm(R{a\R{ß)y 

6 Στην βιβλιογραφία συναντάμε μόνο διατυπώσεις, χωρίς απόδειξη, μιας επιμέρους πρότασης, σύμφωνα με 

την οποία σε κάθε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με Γ €[0, R Ι, το διάνυσμα των τιμών κόστους, 

εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, των διαδοχικών περιόδων παραγωγής που ακολουθούν 

την αντικατάσταση της μεθόδου παραγωγής (ß j του εμπορεύματος (0 από την μέθοδο παραγωγής \β\ 

συγκλίνει στο αντίστοιχο διάνυσμα των τιμών ισορροπίας μιας στατικής οικονομίας (steady state 

economy) που χρησιμοποιεί την τελική τεχνική (/Π. Για το θέμα αυτό βλέπε Levhari [1965, σελ. 101]. 

Επίσης, το πρόβλημα περιγράφεται με γενικούς όρους στον Pasinetti [1991, σελ. 172], 

7 Me- , ! / ( ) Με W συμβολίζουμε την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου που για την ισχύουσα εξίσωση 
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Ja) Ja) 

τιΛ / τιΛ / W" ' W" 

p^=p^A{a)(l + r) + l{a) 

Ορίζουμε: 

Λ(α,θ) Λ.(α) 
pK ' = pK ' (2) 

Στις διαδοχικές περιόδους παραγωγής [θ), 0 = 1,2,..., που ακολουθούν την μεταβολή 

της μεθόδου παραγωγής του εμπορεύματος ο), δηΛαδή της αντικατάστασης της 

τεχνικής (α) από την τεχνική yßj, τα διανύσματα τιμών κόστους, εκφρασμένων σε 

όρους της εργασιακής δύναμης, των η εμπορευμάτων που παράγονται με την τεΛική 

τεχνική παραγωγής yßj προσδιορίζονται από τα παρακάτω συστήματα εξισώσεων: 

$*·•') = ß « # ( l + ') + ' Μ 

p(°i)=p(°-<)AM{\ + r)+l « 

ί(·*-')=ί(««)#(1 + Γ ) + /(») 

τυποποίησης αντιστοιχεί στην τεχνική (Λ (.1 = (α), (β). Σε κάθε περίπτωση, για την τιμή W της 

τεχνικής (.) ισχύει: 

W « -
/ ( • ) Ι-(\ + Γ)Α () ' ι 4) 

u Ρ u 
(ΐ) 
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pM=p("-Uß\\ + T) + ßt (3) 

όπου το διάνυσμα ρ , θ = 1,2,..., αντιπροσωπεύει τις τιμές κόστους, εκφρασμένες 

σε όρους της εργασιακής δύναμης, των εμπορευμάτων που παράγονται την (θ) 

περίοδο παραγωγής με την τεχνική παραγωγής (β), όταν οι τιμές των υλικών 

εισροών της περιόδου παραγωγής m εκφράζονται από το διάνυσμα τιμών 

ισορροπίας ψ ' της αρχικής τεχνικής \α}. 

Θα δείξουμε, ότι, δοθέντος του διανύσματος τιμών ισορροπίας ρ"α' της 

αρχικής τεχνικής (α) ή, πιο σύντομα, της αρχικής τεχνικής ya), στην τιμή Γ του 

ποσοστού κέρδους, με r e 0, R \, π ακολουθία διανυσμάτων fr ' %jr ' ,... 

συγκλίνει στη λύση του γραμμικού συστήματος προσδιορισμού των τιμών ισορροπίας 

της τελικής τεχνικής yß): 

p(ß)=p(ß)A^(l + r) + M\ 

αν και μονό αν η μήτρα 
Μ Α^(\ + ή είναι παραγωγική. Με άλλα λόγια, δα 

αποδείξουμε, ότι, δοδείσας της αρχικής τεχνικής (α) και της τελικής τεχνικής yßj, 

αν στην τυχαία τιμή ΐ του ποσοστού κέρδους, με r Ε 0,R Ι, η μήτρα Α (Ι + τ) 

είναι παραγωγική, τότε και μόνο τότε 8α ισχύει: 

(4) 

Από τις σχέσεις (2) και (3) προκύπτει: 

Ita ί<·')=ρ<'>, 0 = 1,2,. 
0-»οο 

pM_piß) ί(»Η^)(1 + Γ)+/(ί)1_[^)^)(1 + Γ)+ /(Λ 
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p M - i « = ( ^ - , ) - i W ) # ( i + r),e = iA... 

Αν έχουμε 0 = 1, τότε από τις σχέσεις (2) και (5) προκύπτει: 

Έστω ότι 0 > 2. Αναπτύσσοντας τη σχέση (5) έχουμε: 

(5) 

(6) 

pM_p(ß) = 

Μ _ piß) =U°fi-l) _ pW ) [ # ( 1 + Γ) ,0 = 2,3,.. 

Ακολουθώντας την ανωτέρω επαναληπτική διαδικασία, μετά από θ — 2 διαδοχικά 

βήματα έχουμε: 

Η ανωτέρω σχέση με βάση την (2) γράφεται ως εξής: 

pW_p(ß)Jp(«)_p(ßY #(l + r) 0 = 2,3,... (7) 

Γενικεύοντας, από τις σχέσεις (2), (6) και (7) συνεπάγεται: 

ρ{αβ) _ ρ{β) Uà) _ ~{β) β\ι + ή ,0 = 0,1,2,..8 (8) 

Στο σημείο αυτό η αποδεικτική διαδικασία διχοτομείται ως εξής: 

Ι. Ικανή συνθήκη: 

Από τις υποθέσεις μας, σύμφωνα με τις οποίες η μη αρνητική μήτρα 

Η μήτρα Α (1 + /) ονομάζεται "μήτρα αναπροσεγγισμού" (iteration matrix). i(ß) 
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A \ì + rj\ είναι παραγωγική και το ποσοστό κέρδους τ Λαμβάνει τιμές στο 

διάστημα 0,i? '\, έχουμε δείξει ότι συνεπάγεται: 

0< r ̂  mini j r ^ i ^ W iin(i?(a 

M .,. Άρα, αρκεί να αποδείξουμε, ότι αν η μήτρα Ακ ' είναι παραγωγική, τότε για κάδε 

τιμή τ του ποσοστού κέρδους που ανήκει στο διάστημα 0, R 1 ισχύει η σχέση (4). 

Θα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

a. Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r E\0,R 1, ισχύει: 

Ja) J β) 
(9) 

Επειδή και μόνο επειδή η μήτρα # ( ! + /) είναι παραγωγική, η μήτρα 

Μ Α^(\ + τ) είναι συγκλίνουσα, δηλαδή ισχύει: 

lim 
0->αο 

Αβ\\ + ή = 0 9 (10) 

Έτσι, από τις σχέσεις (7), (9) και (10) δα έχουμε: 

,. , Jafi) J β) 
hm lp v ; -ρκ J 

0-»<χΛ Ι 0-»οο 

Mi\p{a)-p{ß) /ß\\ + r) 

9 Μια μήτρα Η ER ονομάζεται συγκλίνουσα αν ισχύει 

lim ff" =0 
0->co 

Για την απόδειξη ότι μια μήτρα είναι παραγωγική αν και μόνο αν είναι συγκλίνουσα βΛέηε μεταξύ άΛΛων 

Berman and Plemmons [1979, σσ. 9-10]. 
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--><χΛ ^ ^ /0-»ooL 

(JM-JW), 

»ει: 

lim 
0->oo 

lira j r ' = ρκ ', ϋ = 1,4 
0->οο 

b. Στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, με re\d,R Ι, ισχύί 

fia) = p{ß) 10 ( 1 1 ) 

Α π ό τις σχέσε ις (2), (8) και (11) συνεπάγεται: 

Λ(α,0) Λ(/|) Λ _ ^ 
pV / — pV/ = 0 = > 

1 0 Θα δούμε στη συνέχεια, ότι η σχέση (11) είναι αναγκαία κι ικανή συνθήκη για να είναι οι τεχνικές 

παραγωγής iü) και (/Π ισοκερδοφόρες. Βλέπε Πόρισμα (2.3.3). 

ι1 Επομένως, αν ισχύει η περίπτωση (Lb), τότε στο τέλος της πρώτης κιόλας περιόδου παραγωγής με την 

τεχνική παραγωγής iß) τα διάνυσμα τιμών κόστους, εκφρασμένων σε όρους εργασιακής δύναμης, των Π. 

παραγόμενων εμπορευμάτων συμπίπτει με το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας της τελικής τεχνικής 

iß)· Το ανωτέρω συμπέρασμα μπορούμε να διατυπώσουμε εναλλακτικά ως εξής: Αν οι τεχνικές (û l και 

(β) είναι ισοκερδοφόρες, τότε, αν και δε συντρέχει λόγος αλλαγής τεχνικής, στην υποθετική περίπτωση 

που η τεχνική iß) αντικαθιστούσε την τεχνική (α) το διάνυσμα τιμών κόστους, εκφρασμένων σε όρους 

εργασιακής δύναμης, των lì παραγόμενων εμπορευμάτων με την τεχνική παραγωγής (ρ) συμπίπτει, από 

το τέλος κιόλας της πρώτης περιόδου παραγωγής, με το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας της 

τελικής τεχνικής iß). Προφανώς, στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε αν, αντί να υποθέσουμε ότι οι 

τεχνικές id) και iß) είναι ισοκερδοφόρες, θεωρήσουμε ότι πληρούνται οι ακόλουθες προϋποθέσεις: 

• Οι μήτρες Α και Α πληρούν το σύνολο ιδιοτήτων .Τ" και 
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II. Αναγκαία συνθήκη: 

Υποθέτουμε ότι ισχύει η σχέση (4). Με 6άση τη σχέση (8) δα έχουμε: 

,. Jaß) J β) _^ 
lim F ; = ρκ ' => 

ö->00 

ν (Jaß) Jß)\ η 

0-χχΛ ' 

lim i l i? 
0Η>οο 

«)_^))μ(ί)(,+Γ) 

[i«-j>(,))lim 
^ / 0->οο 

# ( l + r) 

= 0 

= 0,0 = 0,1,2,... (12) 

Επομένως, πρέπει να δείξουμε, ότι αν σε μια τιμή τ του ποσοστού κέρδους, με 

r e 0,Br ' \, ισχύει η σχέση (12), τότε για την τιμή τ η μήτρα Α (1 + Τ) είναι 

παραγωγική. Θα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

a. Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με r e 0,1? ' ι , ισχύει: 

(13) 

Από τις σχέσεις (12) και (13) συμπεραίνουμε ότι: 

ρ(°)φρ(β) 

3 lim 
0->οο 

Αβ\\+ή :91 
ΒΧΛ 

Αυτό σημαίνει ότι: 

• είτε η μήτρα 
Μ Α^(\ + ή είναι συγκλίνουσα, οπότε έχουμε: 

Στην παραγωγή τωυ μη βασικών εμπορευμάτων δεν εισέρχονται μη βασικά εμπορεύματα. 
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lim 
0->oo 

# ( l + r)" = 0 

είτε η μήτρα # ( l + r) είναι riyU/aL'VK'yì/VoL'aa,12 οπότε 8a έχουμε: 

lim 
ô->00 

ß{\ + r) > 0 1 3 

Σύμφωνα με την Πρόταση (1.2.a.l) και τη σχέση (13) δα έχουμε: 

• είτε p W - ρ{β) > 0 

ρ ( α ) - ρ(/5) < 0 είτε ρ — ρ 

1 2 Μια μήτρα E &R ονομάζεται ημισυγκλίνουσα αν: 

Η μήτρα if είναι ημισυγκλίνουσα αν και μόνο αν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες: 

• αν Xm = 1, τότε όλοι οι στοιχειώδεις διαιρέτες που συνδέονται με την μέγιστη ιδιοτιμή της 

είναι γραμμικοί. 

• αν Xm —\, τότε το μέτρο κάθε ιδιοτιμής της Η είναι μικρότερο του μέτρου της μέγιστη 

της, δηλαδή της μονάδας. 

Βλ. Berman and Plemmons [1979, σελ. 152] και Debreu and Herstein [1953, σσ. 603-606], 

1 3 Γνωρίζουμε ότι ισχύει: 

4 ( i ) (l + r)l > 0,0 = 1,2,... 

Α \1 + Γ)\ ήταν ημισυγκλίνουσα δα είχαμε: 

lim [ # ( 1 + 1·)]'£0 
0H>ooL J 

Αρα, αν η μήτρα 
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Κατά συνέπεια, αν η μήτρα # ( 1 + Γ) ήταν ημισυγκλίνουσα, τότε εφαρμόζοντας 

τις ανωτέρω συνθήκες, καθώς επίσης και τη σχέση (14), στη σχέση (12) δα 

συνεπάγετο αντίστοιχα: 

θ 

είτε fp ( ß ) -^ i lim f#( l + r)l > 0 

ν /0->ooL 
• είτε 

Σε κάδε περίπτωση, αν η μήτρα , « Αν'(\ + ή ήταν ημισυγκΛίνουσα δα είχαμε: 

(j>M-i<'>)lim[#(l + r)T*0 

κι επομένως η σχέση (12) δεν δα ίσχυε (άτοπο). 

Επομένως, αν ισχύει η σχέση (13), τότε από τη σχέση (4) προκύπτει ότι η μήτρα 

Α (Ι + r) είναι συγκλίνουσα ή, ισοδύναμα, παραγωγική. 

b. Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με Γ e 

p(«)=p(ß) 

•')• 
Ο,ΐΓ"7 ), ισχύει: 

(15) 

Όταν οι τιμές των εμπορευμάτων που παράγονται από την τεχνική (α) εκφράζονται 

σε όρους της εργασιακής δύναμης, το διάστημα 0, R ) του ποσοστού κέρδους 

αποτελεί το οικονομικά σημαντικό διάστημα τιμών του ποσοστού κέρδους r της 

τεχνικής (α). Επομένως, αποκλειστικά και μόνο στις τιμές r του ποσοστού κέρδους 

Ο,β^ί δα ισχύει: που ανήκουν στο διάστημα 

ρ(α) y 0 
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Έτσι, από την ανωτέρω σχέση και τη σχέση (15) δα έχουμε: 

κι επομένως, για τους λόγους που μόλις αναφέραμε, οι οποίοι ισχύουν για κάδε 

παραγωγική τεχνική, το ποσοστό κέρδους Γ δα λαμβάνει τιμές στο διάστημα 

0,R 00 ), δηλαδή, σε τελική ανάλυση, στο διάστημα O.i? ι, όπου 

S' = min(ß("',i«). 

Σύμφωνα με όσα αναφέραμε παραπάνω, δα έχουμε: 

λ 
'm 

"m 

"m 

Mi (ß) 
4W(l + r)=tf"(l + r) 

# ( l + r) 

# ( l + r) 

ì + r 

Ì + R 00 

-<ì 

Επομένως, αν ισχύει η σχέση (15), τότε από τη σχέση (4) προκύπτει ότι η μήτρα 

Α" (ΐ + Γ J είναι παραγωγική. 

Β. Στο στάδιο (Β) δα δείξουμε την ισχύ της Πρότασης (1) για την τιμή του 

ονομαστικού ωρομισδίου, εκφρασμένου σε όρους ενός οποιουδήποτε numeraire. Με 

άλλα λόγια, δα αποδείξουμε, ότι, δοδείσας της αρχικής τεχνικής (ßj και της τελικής 

τεχνικής yßj, αν στην τυχαία τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με r 6 0, Rr ' | , η 

μήτρα #(l + r) είναι παραγωγική, τότε και μόνο τότε δα ισχύει: 

(β) 
1 4 Από την ανωτέρω σχέση προκύπτει ότι η μήτρα Α είναι παραγωγική 
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ta./'"W),i = lA... (16) 

Έστω ρ , 0 = 1,2,..., το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών κόστους, εκφρασμένων 

σε όρους ενός οποιουδήποτε numeraire και W^ ' ' η τιμή του ονομαστικού 

ωρομισθίου που αντιστοιχούν στην θ περίοδο παραγωγής με την τελική τεχνική 

παραγωγής yßj, όταν οι τιμές των υλικών εισροών της περιόδου παραγωγής (lj 

εκφράζονται από το διάνυσμα ονομαστικών τιμών ισορροπίας ρτ ' της αρχικής 

τεχνικής (α). Έτσι, δα έχουμε: 

pM = l v M ß M , 0=1,2,... (17) 

Ορίζουμε: 

(α>°) (α) /ιο\ 

Wy ' ~wy ! (18) 
και 

ρΜ = ?(«) (19) 

Με βάση τις σχέσεις (17), (18) και (19), γενικά δα ισχύει: 

p^=w{aß)p{aß\e = 0X2,... (20) 

Σύμφωνα με τη σχέση (19) και την ισχύουσα, τυχαία εξίσωση τυποποίησης, για την 

τιμή του τυπικού εμπορεύματος U (σε κάδε περίοδο παραγωγής θ) δα έχουμε: 

p^u = l, με *=α,β και 0 = 0,1,2,... (21) 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (20) και (21), προσδιορίζουμε την τιμή του ονομαστικού 

ωρομισδίου W^ ' , 0 = 0,1,2,..., της θ περιόδου παραγωγής ως εξής: 
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(aß) Jaß) , _ 

W 
(aß) 1 

Jaß) ' 0 = 0,1,2,. (22) 

Επομένως, σύμφωνα με τις σχέσεις (1) και (22) καδώς και του σκέΛους της Πρότασης 

(1) που αναφέρεται στο διάνυσμα των τιμών κόστους, στην ιδιαίτερη περίπτωση που 

εκφράζονται σε όρους του μη παραγόμενου εμπορεύματος: της εργασιακής δύναμης 

δα έχουμε: 

θ->οο 

lim 
0->οο j)V ìu p\"iu 

<^> 

1 1 
Jaß) J β) 

lim py Ju ρκμ,ίΐ 
0->oo 

<^> 

Jaß) Jß) ^ 
lim pK >U=pxnU<^> 

0->oo 

"m 
M AW(\ + r) -<\ 

Γ. Στο τελικό στάδιο δα δείξουμε την ισχύ της Πρότασης (1) για το διάνυσμα των 

τιμών κόστους, στην περίπτωση που εκφράζονται σε όρους ενός οποιουδήποτε 

παραγόμενου εμπορεύματος. Με άΛΛα Λόγια, δα αποδείξουμε, ότι, δοδείσας της 

αρχικής τεχνικής (α) και της τελικής τεχνικής (β), αν στην τυχαία τιμή r του 

ποσοστού κέρδους, με τ 

μόνο τότε δα ισχύει: 

Ο, R , η μήτρα είναι παραγωγική, τότε και 

Jaß) J β) η , ~ 
lim ρκ - ρ , 0 = 1,2,... 

0-»co 
(23) 
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Πράγματι, από τις σχέσεις (20) και (22) προκύπτει: 

Ρ Jaß) Ρ * υ ' 1 ' Ζ ' -

ρν Ju 

Έτσι, από την ανωτέρω σχέση (24) δα έχουμε: 

1· η ( α ' 0 ) - 1· 

lim ρ = lira 
0-»οο 

f 1 
Λ 

α ι « Μ Ρ y 
<=> 

(24) 

lim ρ 
0-*χ> 

Μ -. 1 
lim 

lim p{aß)U *-*» 
p ( a ' ö ) , 0 = 0,1,2,... 

0-»oo 

Στο σημείο αυτό η αποδεικτική διαδικασία διχοτομείται ως εξής: 

Ι. Ικανή συνδήκη: 

(25) 

Έστω ότι η μήτρα 

(16), (23) και (25) δα έχουμε: 

# ( 1 + Γ) είναι παραγωγική. Με βάση τις σχέσεις (1), 

0->οο 

Jaß) 1 Jaß) ìmP = — ^ r ^ p 
Hm ρ^ >U 0-*» 

0-»οο 

(α,0) _ 1 _ Λ/|) 
lim ρ = 

0^>οο py 'u 

Jaß) (β) J β) 
lim p V ' ; = W w p 

0->oo 

Jaß) J β) 
lim p V ; = p W 

0->oo 
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Π. Αναγκαία συνθήκη: 

Έστω ότι ισχύει η σχέση: 

0->οο 

Με βάση τις σχέσεις (1) και (25) 8α έχουμε: 

Μ,θ) _ J β) 15 
hm ρκ ' — ρκ ' 1 5 

ö->oo 

Όμως, όπως έχουμε δείξει, η ανωτέρω συνθήκη ισχύει, αυ και μόνο αν η μήτρα 

Α" '(\ + Τ)\ είναι παραγωγική. 

Πρόταση 2. Αν η αρχική τεχνική είναι η παραγωγική τεχνική (α) και ισχύουν οι 

ακόλουθες υποθέσεις: 

• RW=RWK και 

• Οι μήτρες Α" και Ά" ' ανήκουν σε μια από τις παρακάτω κατηγορίες: 

<Λ, Ή, Τ, Φ, «5, &&, &, 70 και <9, 

τότε, για κάθε τυποποίηση των τιμών που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών 

όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων,17 στην τιμή τ του ποσοστού κέρδους, με 

1 5 Στην αντίθετη περίπτωση που το διάνυσμα ρ ' συνέκλινε σε ένα διάνυσμα συγγραμμικό ως προς το 

διάνυσμα ρ , δηλαδή ίσχυε: 

ümP = c / r \ όπου ce%cyQ, 
0~»α> 

8α είχαμε άτοπο, ακριβώς διότι, όπως έχουμε δείξει, οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

,. Jaß) J β) 

• hm Γ = Ρ 

/ß\l + rj\-<\ 

iW - , 16 Αυτό δηλώνει ότι και η μήτρα ,4 είναι παραγωγική. 

1 7 Μη επιτρεπτή τυποποίηση έχουμε όταν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από τις κατηγορίες: 

«5, ±&, Si, 7ΰ και θ 
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είναι 

Γ e I Ο, R , το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών κόστους των διαδοχικών περιόδων 

παραγωγής που ακολουθούν την αλλαγή της μεθόδου παραγωγής του εμπορεύματος 

ω συγκλίνει στο αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας μιας στατικής οικονομίας 

(steady state economy) που χρησιμοποιεί την τελική τεχνική \β).18 

Απόδειξη: Εφόσον ισχύει: 

στο διάστημα 10, R) του ποσοστού κέρδους ΐ η μήτρα Α" (1 + Γ) 

παραγωγική.19 Επομένως, σύμφωνα με την Πρόταση (1), αρκεί μόνο να δείξουμε, ότι 

στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η αντικατάσταση της μεδόδου παραγωγής \α) 

του εμπορεύματος (ι) από την μέδοδο παραγωγής yßj ή, αντίστοιχα, η 

αντικατάσταση της τεχνικής (α) από την τεχνική (β) έχει ως αποτέλεσμα το 

διάνυσμα των ονομαστικών τιμών κόστους των διαδοχικών περιόδων παραγωγής που 

ακολουδούν να συγκλίνει στο αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας της τεχνικής 

yßj. Θα υποδέσουμε, ότι σε κάδε περίοδο παραγωγής \θ), θ — 1,2,..., με την τεχνική 

παραγωγής (β) το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών κόστους, που αντιστοιχούν στην 

τιμή R του ποσοστού κέρδους, προσδιορίζεται από το αντίστοιχο διάνυσμα των 

σχετικών τιμών κόστους και την ισχύουσα εξίσωση τυποποίησης: 

και ως τυπικό εμπόρευμα λειτουργεί ένα απλό ή σύνθετο βασικό εμπόρευμα. Πράγματι, σε κάθε τέτοια 

περίπτωση, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ο προσδιορισμός των τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι αδύνατος. Το δέμα αυτό πραγματευτήκαμε στο Μέρος (Ι). 

1 8 Τ ο ερώτημα αν στην τιμή R του ποσοστού κέρδους το αντίστοιχο διάνυσμα των ονομαστικών τιμών 

κόστους των διαδοχικών περιόδων παραγωγής που ακολουθούν την αντικατάσταση της μεθόδου 

παραγωγής ( ö l του εμπορεύματος (0 από την μέθοδο παραγωγής iß) συγκλίνει στο αντίστοιχο 

διάνυσμα των τιμών ισορροπίας μιας στατικής οικονομίας (steady s tate economy) που χρησιμοποιεί την 

τελική τεχνική iß), δεν έχει τεθεί ποτέ μέχρι σήμερα στην βιβλιογραφία. 

19 Πράγματι, για την μέγιστη ιδιοτιμή λη Α (β) Μ της μη αρνητικής μήτρας A^(ì + r) έχουμε: 

Λ«(ι+Γ)=(ι+/μ,ί 
. + Γ 

+ R (β) 
•<] 
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ρ^ι/ = 1, με: *=α,β και 0 = 1,2,.·-20 (26) 

Για την πληρότητα της απόδειξης που 8α ακολουθήσει δα διακρίνουμε τις ακόλουθες 

περιπτώσεις: 

Ι. Οι μήτρες Α^α' και Ar ' ανήκουν σε μια από τις παρακάτω κατηγορίες: 

cÄ, <Β, ό, ±σ, Ά, 7ΰ, και Θ 

Στην τιμή R του ποσοστού κέρδους τα διανύσματα τιμών ρ̂  ' και ρ̂  'των 

τεχνικών ία] και (β) αντίστοιχα προσδιορίζονται από τα συστήματα εξισώσεων 

(1.3.11) και (1.3.12). Αντικαθιστώντας τη σχέση (1.3.48) στη σχέση (1.3.12) έχουμε: 

POT = ρ ( ° ) # ( , + ί ) 

η 

P W =p (°·'', (27) 

οπου το διάνυσμα ρν ; αντιπροσωπεύει τις σχετικές τιμές κόστους των 

εμπορευμάτων που παράγονται την \Υ) περίοδο παραγωγής με την τεχνική 

παραγωγής iß), όταν οι τιμές των υλικών εισροών της περιόδου παραγωγής \\j 

εκφράζονται από το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας ρ ' της αρχικής 

τεχνικής (ff J. Με βάση τη σχέση (27), αν τυποποιήσουμε τα διανύσματα ρ̂  ' και 

(β) ρ̂  ' με την εξίσωση τυποποίησης (26), για την οποία υποθέτουμε ότι επιτρέπει τον 

προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων, θα έχουμε: 

ρ « =p("J) (28) 

Κατά συνέπεια, στο τέλος της πρώτης κιόλας περιόδου παραγωγής με την τεχνική 

παραγωγής ί β) το διάνυσμα των ονομαστικών τιμών κόστους των η παραγόμενων 

εμπορευμάτων, που αντιστοιχεί στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, συμπίπτει με το 

αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας {Γ ' της τελικής τεχνικής [β]. 

20 Έτσι ορισμένη η εξίσωση τυποποίησης επιβάλλει ένα διαχρονικό μέτρο των τιμών που ισχύει νια 

κάδε τεχνική. 
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II. Οι μήτρες A^a' και AS ' ανήκουν είτε στην κατηγορία £7 είτε στην 

κατηγορία (Ù. 

Αντικαθιστώντας τη σχέση (1.3.40) στη σχέση (1.3.38) έχουμε: 

ή 

pi« =PÌ"J ) , (29) 

όπου το διάνυσμα pj ' αντιπροσωπεύει τις σχετικές τιμές κόστους των k βασικών 

εμπορευμάτων που παράγονται την y\) περίοδο παραγωγής με την τεχνική 

παραγωγής (β), όταν οι τιμές των υλικών εισροών της περιόδου παραγωγής il l 

εκφράζονται από το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας Ρ] της αρχικής 

τεχνικής ya). Κατά συνέπεια, στο τέλος της πρώτης κιόλας περιόδου παραγωγής με 

την τεχνική παραγωγής yß) το διάνυσμα των σχετικών τιμών κόστους των k 

βασικών εμπορευμάτων, που αντιστοιχεί στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, 

συμπίπτει με το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας των k βασικών 

εμπορευμάτων της τελικής τεχνικής yß) .21 

Έτσι, απομένει να δείξουμε, ότι το διάνυσμα τιμών κόστους των n — k μη 

βασικών εμπορευμάτων που παράγονται με την τεχνική παραγωγής yß), στις 

διαδοχικές περιόδους παραγωγής που ακολουθούν την αντικατάσταση της μεθόδου 

παραγωγής (α) του εμπορεύματος 0) από την μέθοδο παραγωγής yß) ή, αντίστοιχα, 

την αντικατάσταση της τεχνικής (α) από την τεχνική yß), συγκλίνει στο διάνυσμα 

τιμών ισορροπίας των μη βασικών εμπορευμάτων της τελικής τεχνικής yß). 

Ορίζουμε: 

ρ(

2"'0) = ρ Ρ (30) 

Στις διαδοχικές περιόδους παραγωγής που ακολουθούν την αντικατάσταση της 

τεχνικής (α) από την τεχνική yß), τα διανύσματα τιμών κόστους των n — k μη 

2 1 Αυτό είναι απολύτως Λογικό, αν σκεφτούμε ότι οι υποτεχνικές παραγωγής των βασικών εμπορευμάτων 

στις τεχνικές παραγωγής (ß) και [β) είναι ίδιες. Άλλωστε για το λόγο αυτό ισχύει η σχέση (1.3.40). 
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βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται με την τελική τεχνική παραγωγής (βλ 

προσδιορίζονται από τα παρακάτω συστήματα εξισώσεων: 

οπού το 

ρ^-^ρ,^Ο + ̂  + ρ ^ ^ Ο + ί) 

ρ^) = ρμ«(ΐ + β)+ρ(»'Μ^«(ΐ + 4 (31) 

διάνυσμα ρ 2 ,0 = 1,2,..., αντιπροσωπεύει τις σχετικές τιμές κόστους των 

μη βασικών εμπορευμάτων που παράγονται την (θ) περίοδο παραγωγής με την 

τεχνική παραγωγής yß), όταν ci τιμές των υλικών εισροών της περιόδου παραγωγής 

\lj εκφράζονται από το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας ρ̂  ' της αρχικής 

τεχνικής (α). 

Θα δείξουμε, ότι, δοθέντος του διανύσματος τιμών κόστους ρ2 των μη 

βασικών εμπορευμάτων της αρχικής τεχνικής («J ή, πιο σύντομα, της αρχικής 

τεχνικής (α), στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η ακολουθία διανυσμάτων 

Ρ2 ,Ρ2 ,·.· συγκλίνει στη λύση του γραμμικού συστήματος προσδιορισμού των 

τιμών ισορροπίας των μη βασικών εμπορευμάτων της τελικής τεχνικής (β): 

P(/)=P1A(f)0+Ä)+P(/)4?('+«) 
Με άλλα λόγια δα αποδείξουμε, ότι, δοθείσας της αρχικής τεχνικής (α) και της 

τελικής τεχνικής yßj, στην τυχαία τιμή R του ποσοστού κέρδους, δα ισχύει: 

limP^W/' (32) 

Από τις σχέσεις (30) και (31) προκύπτει: 
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P^ - $ =[U')0+*)+pi'^^O+*)]-[P'^0+*)+Ρ W + * ) ' 
p(«.«)-pW=(pM--)-p«)4)(1 + 4ô=1,2,... 

Αν έχουμε θ = 1, τότε από τις σχέσεις (30) και (33) προκύπτει: 

pM_„W=( pW_ pW) 4W(1 + iî) 

Έστω ότι 9 > 2 . Αναπτύσσοντας τη σχέση (33) έχουμε: 

(P^- 2 ) -P^)4^I+4 2 ( ' ) ( I + Ì ? ) = > 

(33) 

(34) 

M) _ (β) _ 
Vi Vi -

Vi Vi -

Ακολουδώντας την ανωτέρω επαναληπτική διαδικασία, μετά από θ — 2 διαδοχικά 

βήματα έχουμε: 

,0 = 2,3,... 
ρΜ-ρ(/)=(ρΜ_ρ«)μΜ(ι + ί ΐ) 

Η ανωτέρω σχέση, με βάση τη σχέση (30), γράφεται ως εξής: 

ρΜ-ρ«=(ρ(2»)-ρ«)μ«(1+Α)]%=2,3,... 

Γενικεύοντας, από τις σχέσεις (30), (34) και (35) συνεπάγεται; 

(35) 

^ - ^ ( P S ' ^ W M 0 = 0,1,2,3,. (36) 

Η μήτρα Λ«(ΐ + ί) , δηλαδή η μήτρα αναπροσεγγισμού (iteration matrix) της 

ανωτέρω επαναληπτικής διαδικασίας, είναι συγκλίνουσα.22 Έτσι, από τη σχέση (36) 

δα έχουμε: 

2 2 Σύμφωνα με τους Berman and Plemmons [1979, σσ. 9-10], αρκεί να δείξουμε ότι η μήτρα 

είναι παραγωγική. Από τις συνθήκες ST2 και (Ù2 ή, ισοδύναμα, τη σχέση (1.3.2) 8α έχουμε: 

ΐ ( / > ) (Η-*)] 

Α^(ΐ + Κ)] = (ΐ + ήΐ*/] = Ì + R 

Λ/) 
<\ 

Επομένως, η μήτρα Μ (> + *)] 

1 + Γ2 2 

είναι συγκλίνουσα κι ως εκ τούτου ισχύει: 
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UÀ*-$)= ulti*-WMXi+R)] 

toti^-WUtf-vNtoMXi+R)1! 
0-»oo\ / V / 0->ooL J 

l i m (pM-p«) = 0=> 

lim ρ 2 
.0-»oo 

0->oo 

l i mpM=p</>, 0 = 0,1,2,..* 

Με βάση τις σχέσεις (29) και (32), αν τυποποιήσουμε τα διανύσματα τιμών 

, Pi και ρ̂  ' με την ισχύουσα εξίσωση τυποποίησης (26) δα έχουμε: 

l i m p M = ρ«, 0 = 0,1,2,.. 
0-»οο 

Κατά συνέπεια, δείξαμε, ότι, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, το διάνυσμα 

των ονομαστικών τιμών κόστους των η παραγόμενων εμπορευμάτων που παράγονται 

με την τεχνική παραγωγής (β), όταν οι τιμές των υλικών εισροών της περιόδου 

παραγωγής (lì εκφράζονται από το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας {Γ της 

αρχικής τεχνικής (ff], συγκλίνει στο αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας ρτ της 

τελικής τεχνικής (β). 

lim M ('•Ό]* :0 

dß) 23 Προφανώς, στην ειδική περίπτωση που οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία ST και 

ισχύει: 

Λ«)-Μ-κ 
Λ 22 ~" Λ22 — υ -

η σύγκλιση του (τυποποιημένου ή ατυποποίητου) διανύσματος τιμών κόστους των διαδοχικών περιόδων 

παραγωγής με την τεχνική παραγωγής \β\ στο αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας της τελικής 

τεχνικής Ι β) ολοκληρώνεται στο τέλος της πρώτης περιόδου παραγωγής με την τελική τεχνική 

παραγωγής \Jßj. 
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Πρόταση 3. Αν η αρχική τεχνική είναι η παραγωγική τεχνική (α J και ισχύουν οι 

ακόλουθες υποθέσεις: 

• Οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία 3-, 

. RM=RWM και 

(β) Α^ Α^ 

• R{ß) = RA» •< /Γ2 2 , 

τότε, για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους το 

διάνυσμα των (τυποποιημένων ή ατυποποίητων) τιμών κόστους των διαδοχικών 

περιόδων παραγωγής που ακολουθούν την αλλαγή της μεθόδου παραγωγής του 

εμπορεύματος (ù δε συγκλίνει στο αντίστοιχο διάνυσμα τιμών ισορροπίας μιας 

στατικής οικονομίας (steady state economy) που χρησιμοποιεί την τελική τεχνική.25 

Απόδειξη: Από τη συνθήκη α*2 έχουμε: 

Α^ Α^ (αλ 

R

Au = R

An =R{") (37) 

Επίσης, από τη συνθήκη 5 3 προκύπτει: 

Α{α) Α{β) (α) 

RA" =RA" =RW26 (38) 

Επομένως, από τις σχέσεις (37) και (38) συνεπάγεται, ότι η υπόθεση μας: 

&) = # = R 
ισχύει, αν και μονό αν έχουμε: 

(Λλ ΑΚΡ> Α^) 

R\p) = R " < R 22 27 (39) 

Αυτό δηλώνει ότι και η μήτρα Α είναι παραγωγική. 

2 5 Προφανώς, αναφερόμαστε σε κάδε περίπτωση τυποποίησης των τιμών που επιτρέπει στην τιμή R του 

ποσοστού κέρδους τον πλήρη προσδιορισμό των τιμών των τεχνικών (β) και yß). Στην αντίθετη 

περίπτωση, που, για μια ορισμένη τυποποίηση των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους δεν είναι 

δυνατός ο προσδιορισμός των τιμών όλων των εμπορευμάτων που παράγονται από μια τουλάχιστον 

τεχνική, η σύγκλιση είναι εκ των πραγμάτων αδύνατη. 

26 Βλέπε τη σχέση (1.2.a.43). 

i(") .... 4θ0 2 7 Με άλλα λόγια, αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία <?, τότε η υπόθεση μας: 

R{a) = R{ß) = R 
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Θα θεωρήσουμε την περίπτωση που ισχύει: 

(Β) Α{βΐ Α{β) 

RW = RA" <RA» (40) 

Σύμφωνα με τη σχέση (37), στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η μοναδική 

<ά ση], 

τεχνικής iß] έχει ως εξής: 

οικονομικά σημαντική Λύση του συστήματος (11) για το διάνυσμα τιμών ρ̂  ' της 

Το διάνυσμα τιμών ρ\ ' των βασικών εμπορευμάτων αποτελεί την μηδενική 

{τετριμμένη) λύση: 

Α(α) = 0 (41) 

Το διάνυσμα τιμών ρ2 των μη βασικών εμπορευμάτων αποτελεί το θετικό 

ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α\2 που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της 

(ρ?) V β).-

Αντίστοιχα, σύμφωνα με τη σχέση (40), στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η 

μοναδική οικονομικά σημαντική λύση για το διάνυσμα τιμών ρ̂  της τεχνικής yßj 

προσδιορίζεται από τα ακόλουθα συστήματα: 

t\
ß) = V\f)Au(i + R),Vcf\

ßKo (42) 

και 

ρ« = ρ«Α«(ΐ + 42-(ΐ + φ!?> ,με ρ^)-0 2 9 (43) 

Αρχικά θα εξετάσουμε τη σύγκλιση του διανύσματος των τιμών κόστους των 

βασικών εμπορευμάτων που παράγονται με την τεχνική παραγωγής (/?], όταν οι τιμές 

των υλικών εισροών της περιόδου παραγωγής (Π εκφράζονται από το διάνυσμα 

(α) • · Ι \ 

τιμών ισορροπίας ψ ' της αρχικής τεχνικής [α). 

ισχύει, αν και μόνο αν η αΛλαγή της μεθόδου παραγωγής του μη βασικού εμπορεύματος ύ) αυξάνει ή 

διατηρεί σταθερό το μέγιστο ποσοστό κέρδους της μη βασικής υποτεχνικής, 

2 8 ΒΛέπε Μέρος (Ι). 

2 9 Βλέπε για παράδειγμα στην Πρόταση (2) τις σχέσεις (55) και (56). 
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Θέτουμε: 

(ο,ο) (α) 
Ρ\ - P i (44) 

Από τις σχέσεις (41) και (44) προκύπτει: 

^ = 0 , 0 = 0,1,2,... (45) 

Στη συνέχεια δα εξετάσουμε τη σύγκλιση του διανύσματος των τιμών κόστους 

των μη βασικών εμπορευμάτων που παράγονται με την τεχνική παραγωγής yßj, όταν 

οι τιμές των υλικών εισροών της περιόδου παραγωγής (\) εκφράζονται από το 

διάνυσμα τιμών ισορροπίας ρ̂  ' της αρχικής τεχνικής {a J. Με βάση τις σχέσεις (30) 

και (45), στις διαδοχικές περιόδους παραγωγής που ακολουθούν την αντικατάσταση 

της τεχνικής ία) από την τεχνική (/Π, τα διανύσματα των τιμών κόστους των η — k 

μη βασικών εμπορευμάτων, που παράγονται με την τελική τεχνική παραγωγής yßj, 

προσδιορίζονται από τα παρακάτω συστήματα εξισώσεων: 

ρΜ=ρ(^)4«(1 + , ) , β = ΐ,2,... 

Από την ανωτέρω σχέση προκύπτει: 

ρ(^) = ρ ( ·^) ( ΐ + Α ) = > 

Vi -

(aß) _ (α,θ-2) 
P2 - P 2 4V*) 

Ί2 

, 0 = 1,2,... 

Ακολουθώντας την ανωτέρω επαναληπτική διαδικασία, μετά από 0 — 2 διαδοχικά 

βήματα έχουμε: 
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P2 - P 2 $(\ + R) , 0 = 0,1,2,3, 

Η ανωτέρω σχέση με βάση τη σχέση (30) γράφεται ως εξής: 

Η μήτρα 

0 Μ _ 0(«) 
F2 - F 2 

Λ«0+«) 

#0+«) , 6 = 0,1,2,3,... (46) 

, δηλαδή η μήτρα αναπροσεγγισμού (iteration matrix) της 

ανωτέρω επαναληπτικής διαδικασίας, είναι συγκλίνουσα.3 0 Έτσι, από τη σχέση (46) 

8α έχουμε: 

Μ 1· (ο) 
hm Ρ2 - lim Ρ2 

0—»00 0—»00 

l i m p M = o , 0=0,1,2,3,.. 
0-»oo 

4?>(I+Ä) 

(47) 

Σύμφωνα με τις σχέσεις (45) και (47), 8α έχουμε: 

l i m p M = 0 , 0 = 0,1,2,3,... (48) 
0->οο 

Επομένως, από τη σχέση (48) συμπεραίνουμε, ότι αν για την τεχνική [β) ισχύει: 

R{ß) = R
An ^ R*ii 31 

30 Από τη σχέση (40) και την υπόδεσή μας: 

At) 

προκύπτει: 

R-iR"22 

Με 6άση την ανωτέρω σχέση 8α έχουμε: 

λ 

Επομένως, η μήτρα 

A2W(l + RJ\ = (l + R)X 

A$(l + R)\ εί 

l + RA» 

ναι συγκλίνουσα κι ως εκ τούτου ισχύει: 

lim ^"( ι+Ό] 

3 1 Βλέπε τη σχέση (40). 
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τότε στις διαδοχικές περιόδους παραγωγής που ακολουθούν την αντικατάσταση της 

μεθόδου παραγωγής του εμπορεύματος ω από μια νέα μέθοδο ή, αντίστοιχα, την 

αντικατάσταση της τεχνικής (α) από την τεχνική [β), είναι αδύνατον το διάνυσμα 

των τυποποιημένων ή ατυποποίητων τιμών κόστους των παραγόμενων εμπορευμάτων 

με την τεχνική παραγωγής \β), όταν οι τιμές των υλικών εισροών της περιόδου 

παραγωγής m εκφράζονται από το διάνυσμα τιμών ισορροπίας ρ ή ρ̂  ' της 

αρχικής τεχνικής (α), να συγκλίνει στο διάνυσμα τιμών ισορροπίας pr ' ή ρ' ' 

αντίστοιχα της τελικής τεχνικής (β). 
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3. ΤΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΤΕΧΝΙΚΗΣ ΚΑΙ Η ΚΑΤΑΤΑΞΗ ΤΩΝ ΤΕΧΝΙΚΩΝ 

Σε μια δεδομένη τιμή Γ του ποσοστού κέρδους - με r e 0,1? Ι, αν ισχύει 

* Γ Ι * 
R ·< R και r e i 0,1? Ι, αν ισχύει R = 1? - και για μια ορισμένη τυποποίηση των 

τιμών 8α εξετάσουμε την εσωτερική αλληλουχία των προταθέντων στην βιβλιογραφία 

κριτηρίων, με βάση τα οποία συγκρίνονται δύο τεχνικές παραγωγής ως προς την 

κερδοφορία. Τα κριτήρια αυτά είναι τα εξής: 

• Ο αλγόριθμος της αγοράς. 

• Η ελαχιστοποίηση των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης. 
o n 

• Η μεγιστοποίηση του ονομαστικού ωρομισθίου. 

Πιο συγκεκριμένα, στο Τμήμα (3) η συζήτηση θα περιστραφεί γύρω από την 

απόδειξη των ακόλουθων προτάσεων: 

• Για κάθε τυποποίηση των τιμών στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, r Ε 0,1? Ι, η 

κατάταξη των τεχνικών (α) και yßj ως προς την κερδοφορία, σύμφωνα με τον 

αλγόριθμο της αγοράς, είναι πάντοτε δυνατή. Επομένως, η σύγκριση των τεχνικών 

παραγωγής ως προς την κερδοφορία είναι συνεκτική (coherent), δηλαδή είναι 

ανεξάρτητη της τεχνικής με της οποίας το αντίστοιχο διάνυσμα ονομαστικών τιμών 

συγκρίνεται η κερδοφορία των τεχνικών. 

• Σε κάθε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r Ε 0,1? 1, η κατάταξη των τεχνικών [aJ 

και yßj ως προς την κερδοφορία, σύμφωνα με τον αλγόριθμο της αγοράς, είναι 

πάντοτε δυνατή κι ανεξάρτητη από την τυποποίηση των τιμών. 

• Σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, Γ Ε 0,1? Ι, το κριτήριο του αλγόριθμου 

της αγοράς για την κατάταξη των τεχνικών (α) και yßj ως προς την κερδοφορία 

32 , 

Χαρακτηριστικό γνώρισμα του αλγόριθμου της αγοράς είναι η μικροοικονομική προσέγγιση στο 

πρόβλημα επιλογής τεχνικής. 
33 

Χαρακτηριστικό γνώρισμα των δύο ανωτέρω κριτηρίων είναι η μακροοικονομική προσέγγιση στο 

πρόβλημα επιλογής τεχνικής. 
34 

Βλέπε την Πρόταση (3). 
35 

Βλέπε την Πρόταση (3). 
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είναι μαθηματικά ισοδύναμο με το κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών, 

εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης. 

* Σε κάδε τιμή r του ποσοστού κέρδους, Γ G 0,1? 1, το κριτήριο του αλγόριθμου 

της αγοράς για την κατάταξη των τεχνικών (α) και yß\ ως προς την κερδοφορία 

δεν είναι γενικά ούτε εννοιολογικά ούτε μαθηματικά ισοδύναμο με το κριτήριο της 

μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου W. Οι λόγοι είναι οι εξής: 

* Το κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου W εκφράζει μια 
0*7 

μ,ευδή παράσταση μιας αποκεντρωμένης οικονομίας, μέσω της οποίας οι σχέσεις 

αντίου-αιτιατού απεικονίζονται με αντεστραμμένη φορά. 

* Σε κάθε τιμή r του ποσοστού κέρδους, r € 0,1? Ι, η κατάταξη των τεχνικών (α) 

και yßj ως προς την κερδοφορία, σύμφωνα με το κριτήριο της μεγιστοποίησης του 

36 Επομένως, σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, Τ e 0,R Ι, η διαδικασία επιλογής τεχνικής 

συγκλίνει στην ίδια άριστη τεχνική είτε γίνει με το μικροοικονομικό κριτήριο του αλγόριθμου της αγοράς 

είτε γίνει με το μακροοικονομικό κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών. 

37 

Ριζική κριτική των κοινωνικο-οικονομικών προϋποθέσεων της θεωρίας επιλογής τεχνικής που βασίζεται 

στο κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου διατυπώθηκε από τον Σταμάτη [1991, σελ. 

421]. Σύμφωνα με τον Σταμάτη, "...το κριτήριο αυτό είναι ... ξένο προς τις συνθήκες λειτουργίας της 

καπιταλιστικής οικονομίας, γιατί σε αυτή δεν υπάρχει ένας συλλογικός καπιταλιστής που επιλέγει για 

δεδομένο ονομαστικό ωρομίσθιο την πλέον κερδοφόρα τεχνική, της οποίας τις επιμέρους διαδικασίες 

παραγωγής αναλαμβάνουν μετά να διεκπεραιώσουν οι μεμονωμένοι καπιταλιστές". Το ανωτέρω 

απόσπασμα μπορεί να χρησιμοποιηθεί επίσης ως κριτική της θεωρίας επιλογής τεχνικής που βασίζεται 

στο κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης. 

"Son principal danger est de suggérer une interprétation erronée de la propriété de maximisation du 

salaire, qui résulte de la recherche de surprofits temporaires par les capitalistes avec maintien du taux de 

profit à long terme, non de Γ issue d'un jeu coopératif entre classes.", βλέπε Bidard [1991, σελ. 82]. 

Επίσης, "...moreover, the tendancy of producers to switch to whichever system is cheaper in the existing 

price situation, will bring them to the system giving the highest W ; while systems giving the same W for 

the same I will be indifferent and can co-exist.", βλέπε Garegnani [1970, σελ. 411]. Τέλος, "It can be 

shown that, under the present assumptions about the systems of production, this criterion implies that the 

system of production in use maximises the wage in terms of any commodity for the given rate of profit 

(interest), or maximises the rate of profit (interest) for the wage given in terms of any commodity.", βλέπε 

Garegnani [1984, σελ. 146]. 

254 



ονομαστικού ωρομισθίου W, εξαρτάται από το μέτρο των τιμών (numeraire 

sensitive). 

• Αν ισχύει ÌC ' — R — R, τότε το ερμηνευτικό σχήμα του αλγόριθμου της αγοράς 

μας επιτρέπει να συγκρίνουμε - όποτε αυτό είναι δυνατό -την κερδοφορία των 

τεχνικών παραγωγής (α) και yßj στην τιμή R του ποσοστού κέρδους. Έτσι, από την 

μελέτη της κερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής (ttJ και yß), σύμφωνα με τον 

αλγόριθμο της αγοράς, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους προκύπτουν τα ακόλουθα 

συμπεράσματα: 

* Η σύγκριση των τεχνικών παραγωγής (ö J και yßj ως προς την κερδοφορία τους 

είναι δυνατή αποκλειστικά μόνο για κάθε τυποποίηση των τιμών που επιτρέπει τον 

προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων. Επιπλέον, αν 

για μια επιτρεπτή τυποποίηση των τιμών η σύγκριση των τεχνικών παραγωγής ως 

προς την κερδοφορία είναι συνεκτική (coherent) και, κατά συνέπεια, οι τεχνικές 

είναι κατατάξιμες, τότε η κατάταξη των τεχνικών (α) και (β) ως προς την 

Βλέπε Πόρισμα (2). Αυτό βεβαίως συμβαίνει, διότι οι W — Γ σχέσεις των τεχνικών (α) και [β\, που 

αντιστοιχούν σε μια ορισμένη τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα U, σχηματίζονται, αφού 

διαγραφούν οι διαδικασίες παραγωγής των τεχνικών Iß ] και [β) που δεν απαιτούνται άμεσα ή έμμεσα 

για την παραγωγή του τυπικού εμπορεύματος U. Κατά συνέπεια, οι W — Γ σχέσεις των τεχνικών (ß) και 

iß) είναι στην πραγματικότητα W — I σχέσεις των υποτεχνικών που παράγουν το τυπικό εμπόρευμα ως 

καθαρό προϊόν και η σύγκριση των τεχνικών (ß) και \β\ ως προς την κερδοφορία, σύμφωνα με το 

κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου W , είναι στην πραγματικότητα σύγκριση των 

υποτεχνικών που παράγουν το τυπικό εμπόρευμα ως καθαρό προϊόν. Τις ανωτέρω υποτεχνικές 

ονομάζουμε τυπικές υποτεχνικές. Στην βιβλιογραφία συναντάται επίσης ο όρος "integrated industry", 

βλέπε Garegnani [1970, σελ. 409]. 

40 », , , , χ (ο) Λβ) 
Μη επιτρεπτή τυποποίηση έχουμε όταν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια απο τις κατηγορίες: 

«5, £<7, St, 7ΰ, Θ και 3 

και ως τυπικό εμπόρευμα λειτουργεί ένα απλό ή σύνθετο βασικό εμπόρευμα. Πράγματι, σε κάθε τέτοια 

περίπτωση, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ο προσδιορισμός των τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι αδύνατος, τουλάχιστον για μια από τις δύο τεχνικές. Το δέμα αυτό πραγματευτήκαμε 

στο Μέρος (Ι). 
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κερδοφορία είναι δυνατή για κάδε επιτρεπτή τυποποίηση των τιμών κι ανεξάρτητη 
, 41 

απο αυτήν. 

* Οι τεχνικές παραγωγής {a J και yßj ενδέχεται να είναι μη κατατάξιμες ως προς 

την κερδοφορία τους για κάδε τυποποίηση των τιμών. Επομένως, η κατάταξη των 

τεχνικών (α J και yßj ως προς την κερδοφορία δεν είναι πάντοτε δυνατή. 

* Αν ισχύει R — R — R, τότε στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η σύγκριση 

των τεχνικών παραγωγής (ßj και yß) ως προς την κερδοφορία τους με τα 

μακροοικονομικά κριτήρια στα οποία έχουμε αναφερδεί είναι αδύνατη. Οι λόγοι 

είναι οι εξής: 

* Το κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της 

εργασιακής δύναμης, στην προκείμενη περίπτωση δεν έχει εφαρμογή, εφόσον η 

τιμή του ονομαστικού ωρομισδίου είναι ίση με το μηδέν. 

* Για κάδε επιτρεπτή τυποποίηση των τιμών η κατάταξη των τεχνικών (α) και yßj 

ως προς την κερδοφορία με κριτήριο την μεγιστοποίηση του ονομαστικού 

ωρομισδίου W συνεπάγεται υποχρεωτικά την ισοκερδοφορία των δύο τεχνικών. 

41 

Βλέπε τις Προτάσεις (10) και (11). 

42 

Βλέπε την Πρόταση (12). 

Επομένως, αν ισχύει R —R —R, τότε στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η επιλογής τεχνικής 

είναι δυνατή - όποτε είναι δυνατή - μόνο με τον αλγόριθμο της αγοράς, δηλαδή μόνο με 

μικροοικονομικά κριτήρια. 

44 

Επομένως, το κριτήριο του αλγόριθμου της αγοράς είναι ευρύτερο από το κριτήριο της 

ελαχιστοποίησης των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης. 
45 

Αντίδετα, από τα Πορίσματα (5), (6) και (7), καδώς και την Πρόταση (12) προκύπτει, ότι, σύμφωνα με 

τον αλγόριθμο της αγοράς, οι τεχνικές (β) και (/?) είναι: 
. ( α ) λ(β) 

• είτε ισοκερδοφόρες, όπως συμβαίνει στην περίπτωση που οι μήτρες Α και Α ανήκουν στις 

κατηγορίες: 

cA, <2, £, ±σ, £., 70 και θ. 

• είτε κατατάξιμες ως προς την κερδοφορία τους χωρίς όμως να είναι καθορισμένη a priori η δέση τους 

στη σχετική κλίμακα, όπως συμβαίνει • 

κατηγορία J7~ είτε στην κατηγορία (Ο. 

στη σχετική κλίμακα, όπως συμβαίνει στην περίπτωση που οι μήτρες Α και ,4 ανήκουν είτε στην 
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Κατά συνέπεια, η τομή των W-r σχέσεων στην τιμή R του ποσοστού κέρδους 

εκφράζει απλώς ότι οι μέγιστες τιμές του ποσοστού κέρδους των τεχνικών («J και 

yßj είναι ίσες. 

Αρχικά, με τους ορισμούς που ακολουθούν δα επιχειρήσουμε να ορίσουμε για 

μια ορισμένη τυποποίηση των τιμών τις σχέσεις κερδοφορίας των τεχνικών 

παραγωγής (ffj και (/?), κατά τρόπο σύμφωνο με τον αλγόριθμο της αγοράς, ούτως 

ώστε οι συγκρίσεις μεταξύ των τεχνικών να είναι συνεκτικές. 

Ορισμός 1. Για μια ορισμένη τυποποίηση των τιμών, στην τυχαία τιμή Γ του 

ποσοστού κέρδους, r 6 0,-R Ι, μια τεχνική, έστω η (β), υπερέχει της άλλης 

τεχνικής, της ί α ] , αν ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

και 

?(^W(1 + r ) + w W / W> ] 5 W4e 

Ορισμός 2. Για μια ορισμένη τυποποίηση των τιμών, στην τυχαία τιμή r του 

ποσοστού κέρδους, Γ G 0,i? 1, οι τεχνικές [a J και (β) είναι ισοκερδοφόρες, αν 

ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

και 

?W>)(l + r) + w(')/W=ßW« 

είτε δεν είναι κατάξιμες ως προς την κερδοφορία τους, όπως συμβαίνει στην περίπτωση που οι μήτρες 

Α και Α ανήκουν στην κατηγορία 3 . 

Επειδή οι τεχνικές παραγωγής (ß) και iß) διαφέρουν μόνο ως προς την μέδοδο παραγωγής του 

εμπορεύματος (ΰ οι ανωτέρω σχέσεις μπορούν εναλλακτικά να διατυπωθούν ως εξής: 

J 

και 

f(^(-)(i+r)+.i'¥")l(e;)Vp(«(e;)
r 
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Ορισμός 3. Αν ισχύει R} — R — R, τότε, για μια ορισμένη τυποποίηση που 

επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων των 

τεχνικών (α] και yß), στην τιμή R του ποσοστού κέρδους μια τεχνική, έστω η (β), 

υπερέχει της άλλης τεχνικής, της {αJ, αν ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

και 

Ορισμός 4. Αν ισχύει R — R — R, τότε, για μια ορισμένη τυποποίηση που 

επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων των 

τεχνικών yaj και yßj, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές (α) και yßj 

είναι ισοκερδοφόρες, αν ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

p W # ( l + Ä) = pW 

και 

Ρ « Λ Μ ( Ι + Α ) = Ρ < { ) 49 

Επειδή οι τεχνικές παραγωγής (β) και iß) διαφέρουν μόνο ως προς την μέδοδο παραγωγής του 

εμπορεύματος CÛ οι ανωτέρω σχέσεις μπορούν εναΛλακτικά να διατυπωθούν ως εξής: 

?<·¥'>(1+,)+*<·ν«](<)Γ=?<•)(.:)' 

και 

y«)^-'(i+r)+w(«;W](<)r = ^ ( e ; ) r 

Επειδή οι τεχνικές παραγωγής (β) και iß) διαφέρουν μόνο ως προς την μέδοδο παραγωγής του 

εμπορεύματος ύ) οι ανωτέρω σχέσεις μπορούν εναλλακτικά να διατυπωθούν ως εξής: 

F M ^ ( l + J?)](e :) 7 ^ ]«Ϊ 
και 

Ϊ ( / 0 > 
^ Μ ^ ( ΐ + *)](<) ^Ρ ni") 

(1)' 
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Στο σημείο αυτό κρίνεται απαραίτητο να διατυπώσουμε το παρακάτω Λήμμα. 

Λήμμα 1. Για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, 

0,i? 1, 8α ισχύει: 

w 
(β) 

-WK - Τ Τ Τ Τ Γ Τ Τ Τ - (1) 
(j^)(A 

όπου U το τυχαίο τυπικό εμπόρευμα και C η σταθερά της τυποποίησης. 

Απόδειξη: Σε κάθε τιμή r του ποσοστού κέρδους, Γ e 0, R 1, οι τιμές των 

ονομαστικών ωρομισθίων W^ και w^ ' των τεχνικών (α) και (6) αντίστοιχα 

προσδιορίζονται από τις ακόΛουδες σχέσεις: 

(α) C 

Μ -(ì + r)A^ 

και 

* < « = · 

/ w /-(l + r)/)W Ü 

Αφαιρώντας κατά μέΛη τις ανωτέρω σχέσεις έχουμε: 

C iß) (β) 

/ 00 I-(\ + r)A (ß) u Ι («) ; - ( ι + Γ μ ( α ) 
<=> 

49 
Επειδή οι τεχνικές παραγωγής ( ß ) και Ι β) διαφέρουν μόνο ως προς την μέθοδο παραγωγής του 

εμπορεύματος Û) οι ανωτέρω σχέσεις μπορούν εναλλακτικά να διατυπωθούν ως εξής: 

fMAH) (i+K)](<)r = pw(<)' 

?<W>(l + * M =?«(,;)' 
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iß) («) 
cl («) I-(\ + r)A{a) 

-1 
- , | W u — cl I-(\ + r)A (ß) 

1-1 

M 

iß) («) 
cU (") 

7-(l + r)>l(e) 

/ —(H-r)>l 

/(«) J - ( l + r)>4 («) « / 7-( l + r),4( 

*('W i% 
Με δεδομένο το Λήμμα (1), που διατυπώσαμε παραπάνω, δα προχωρήσουμε 

στη συζήτηση των ακόλουθων Προτάσεων. 

Πρόταση 1. Για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, 

r e 0,j? Ι, οι ακόΛουδες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

b) pW^»)(1 + r)+,W/(«)](i)V fl)(eïf 

\ Aß) s 4a) 
c) j r ' < pv ' 

e) p{a)d(l + r) + w^d0<Q 

f) p(a)cf(l + r) + i / 0 ^0 

g) ? ( ^ 1 + Γ) + Λ 0 ^ 0 

h) p^d(l + r) + d0-<0 

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε, ότι για μια τυχαία τυποποίηση των τιμών οι ανωτέρω 
σχέσεις είναι ισοδύναμες. Η σχέση (a) είναι ισοδύναμη με τις σχέσεις (e) και (f). 
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Πράγματι, από την υπόθεση μας ότι οι τεχνικές (α] και yß) διαφέρουν μόνο ως 

προς τη διαδικασία παραγωγής του εμπορεύματος 0) και τις σχέσεις (1.2.a.l0) και 

(1.2.a.ll) δα έχουμε: 

? («)#(i+r) + f f W;«]( e : )^ ? (»)(4« 

Ο 

!<=> 

<=> 

[?W(#-AW)(i + r)+.W(/«-/W)](^)^o 

[?<»)(ώ:)(ι+Γ)+„Μ(^)](6:)^ο^ 

? ( > ^ ) r 0 + ' ) + * w ( ^ ) ( ^ o 

?(°)^(e:)r](l + r)+^),i0[e;(a»)r]xO 

J>W<i(l+ /·) + »»</„ ^ 0 « 

~(α) 

p^d(l + r) + dQ-<0 

Κατά τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε, ότι η σχέση (b) είναι ισοδύναμη με τις 

σχέσεις (g) και (h). Πράγματι, έχουμε: 

? (^W( 1 + r ) + M ,w,(«) | e : )V ? w( e : )
T

0 

j W (1 + r) + *W/M (a:)' > [ ? « # ( l + r) + wW/(« ](^ )' 

? ( >4Φ + ')^(ί)(«)(φθ« 

<^> 
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Aß) 

:(c:)T\\+r)+w^dL:(e:) -<0<^ 

^ß)d(i + r) + w[ß%-<0<^ (ß), 

m 
w 

(ß) 
d(ì + r) + dQ<0<^ 

AO p[ß)d(l + r) + d0^0 

Από την υπόθεση μας, ότι οι τεχνικές yd) και yßj διαφέρουν μόνο ως προς 

τη διαδικασία παραγωγής του εμπορεύματος ύ) ή, αναλυτικότερα, τις σχέσεις (0.1) και 

(0.3), δα έχουμε: 

? Μ Λ Μ ( 1 + Γ ) + ι ν Μ , Μ ] ( ε · ) Γ

 = ?Μ^)7, ;·=ΐΑ...,„,μ ε 7 > ω 

y ^ W (1 + r ) + w W,W ](e»)T = fi) ( e ; ) T

 t j -_ l 2 „, με ; * β 

Έστω ότι ισχύει η σχέση (a). Με βάση τη σχέση (2) 9α έχουμε: 

v̂ Μν ; ( l + rj + F v 'r '<pr ' <=> 

~(α) ~(α) 

α V / (α 

(2) 

(3) 

ρ ( α ) < 0 

Αν πολλαπλασιάσουμε από δεξιά την ανωτέρω σχέση με την μήτρα 
-ι 

/ - ( 1 + Γ ) # , τότε από τη σχέση (1.2.a.8) προκύπτει: 

£(")#(1 + r ) + / (/0 >(«) ' ι-(\ + ή/β) 
<ο 

Με βάση τη σχέση (1.2.a.2), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

β(Ό _ ß(fl) < 0<=> 
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piß) < p(a) 50 

Έστω ότι ισχύει η σχέση (b). Με βάση τη σχέση (3) 8α έχουμε: 

Ρ .Λ(«)(1 + Γ) + / · ) ^ Ρ 0 

Ψ (/Ο 

^ Λ ^ ( 1 + Γ) + ^ > Ρ ' (/Ο 

(β) 

<^> 

- ρ ( / 3 ) > 0 

Αν πολλαπλασιάσουμε από δεξιά την ανωτέρω σχέση με την 

μήτρα / - (1 + r)A[ 
, τότε από τη σχέση (1.2.a.6) προκύπτει: 

^ ) Α Μ ( 1 + Γ)+ /(«) -fi /-(ι+ι-μΜ >0 

50 
Στο ίδιο συμπέρασμα μπορούμε να καταλήξουμε μέσα από τους εξής εναλλακτικούς τρόπους: 

Ι. Αντικαθιστώντας τη σχέση (f), που είναι ισοδύναμη με τη σχέση (a), στη σχέση (1.2.a.13). Έτσι, με 

βάση την ισοδυναμία των σχέσεων (a), (e) και (f) από τη μια μεριά και των σχέσεων (b), (g) και (h) από 

την άλλη μεριά, που αποδείξαμε ανωτέρω, καθώς επίσης και της Πρότασης (1.2.al), προκύπτει άμεσα η 

ισοδυναμία των σχέσεων (a), (b), (e), (e), (f), (g) και (h). 

II. Ακολουθώντας την μέθοδο του Levhari [1965] για την απόδειξη του "Θεωρήματος της Μη 

Υποκατάστασης". Σύμφωνα με αυτήν, αν αντί της σχέσης (a) θεωρήσουμε την ισοδύναμη έκφραση: 

ρ(α)Α(β\\ + τ) + 1(β)<ρ{"\ 

τότε οα έχουμε: 

ρ(α)Α{β)(ΐ + Γ) + 1{β)<ρ{αί 

1{β)<ρ{α)-(ί + ήρ{α)Α{β). 

1(β)<ρ{α)[ΐ-(ί + τ)Α{β)'ζ 

1{β)[ΐ-(\ + τ)Α{β)Υ<ρ(" 

~piß) < pi') 
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Με βάση τη σχέση (1.2.a.l), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

Έτσι, για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη, αρκεί να δείξουμε ότι: 

• Η σχέση (e) συνεπάγεται τις σχέσεις (a), (b) και (d) και 

• Η σχέση (d) συνεπάγεται τη σχέση (e) 

Πράγματι, από τη σχέση (e) έχουμε: 

(ρ{β)-ρ{ή(εήΤ<0,] = 1,2,..,η., (4) 

Στο σημείο αυτό είναι απαραίτητο να θεωρήσουμε τη σχέση (1.2.a.l3). Έτσι έχουμε: 

51 

Στο ίδιο συμπέρασμα μπορούμε να καταλήξουμε μέσα από τους εξής εναλλακτικούς τρόπους: 

Ι. Αντικαθιστώντας τη σχέση (h), που είναι ισοδύναμη με τη σχέση (b), στη σχέση (1.2.a.12). Έτσι, με 

βάση την ισοδυναμία των σχέσεων (a), (e) και (f) από τη μια μεριά και των σχέσεων (b), (g) και (h) από 

την άλλη μεριά, που αποδείξαμε ανωτέρω, καθώς επίσης και της Πρότασης (1.2.a.l), προκύπτει άμεσα η 

ισοδυναμία των σχέσεων (a), (b), (e), (e), (f), (g) και (h). 

II. Ακολουθώντας την μέθοδο του Levhari [1965] για την απόδειξη του "Θεωρήματος της Μη 

Υποκατάστασης". Σύμφωνα με αυτήν, αν αντί της σχέσης (b) θεωρήσουμε την ισοδύναμη έκφραση: 

ρ^Α{α)(ΐ + Γ) + 1{α)>ρ{βί, 

τότε θα έχουμε: 

p ( V ( l + r) + /(ff)>p 

/<·>;> Ρ ( Λ-(ΐ+/)ρ ( ' )Λ , β ): 

1[α)>ρ{β)[ΐ-(\ + Γ)Α{α)] = 

l{a)[l-(\ + r)A{a)\]>p{ß) 
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Jß) Ja) 
fr ! - fr ' 

p{a)d(i + r) + dQe:i-{\ + r)A^ 

Εφόσον η μήτρα I — yì + rjA^ ' , r E\0,R J, είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα, το 

πρόσημο κάδε μη μηδενικού διανύσματος που ποΛΛαπλασιάζουμε με αυτήν δεν 

αντιστρέφεται. Επομένως, υπάρχουν πάντα κάποιες συνιστώσες: 

( ^ - ^ ) ( ε ; ) Γ , ; = .,2,...,η 

και 

p^d{\ + r) + dQyj>(e])T,j = \,2,...,n 

των διανυσμάτων: 

και 

$Μ-βΜ 

Μ 
P W d ( l + r) + d0 

αντίστοιχα, για τις οποίες δα ισχύει: 

\^-^)%»{Μ^)+^:)(^ο (5) 

Γενικά, εφόσον τα διανύσματα en

a και (e^l είναι στοιχειώδη διανύσματα, δα 

έχουμε: 

p ( e ^ l + r) + d 0 k } ( e ; ) 7 = 0,y = l,2,..,iJ,ME;>iö 54 (6) 

52 

53 

Σύμφωνα με τη σχέση (e), το διάνυσμα [Ρ Ρ ) είναι διάφορο του μηδενός. 

54 

ΒΑ. Berman and Plemmons [1979, σελ. 134]. 

Προφανώς ισχύει: 

{[pie>rf(l + r) + rf0]e;}(e;) 
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και 

(7) 

Επομένως, από τις σχέσεις (5), (6) και (7) συνεπάγεται: 

>w-iw)(4]{i[^i+0H^)T}^=> 

~(pw-?{"%4}Va)d([+<)+d«h 
Από την ανωτέρω σχέση και τη σχέση (e) ή, ισοδύναμα, τη σχέση (4) προκύπτουν οι 

ακόλουθες συνέπειες: 

(ί«-^)(φο 
ή 

και 

pW<l + r) + ci0][e:(e;) rJ = 

p{a)d(ì + r) + d^0 = 0, Vj = l,2,...,n,Vtj* ω 

55 
Πράγματι, σύμφωνα με τη σχέση (1.2.a.13) και τη σχέση (e) 8α έχουμε: 

p(û)ci(l + r) + i/0i^0 

Ως εκ τούτου 8α έχουμε: 

ί Jp(e)d(l + r) + (/0]e;}(e:)r = 

[p{a)d(l + r) + d,][e:(e:)' 

p(ff)cf(l + r) + c/0|^0 
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p^d(l + r) + dQ-<0 

Έχουμε δείξει, ότι η ανωτέρω σχέση, δηλαδή η σχέση (f), είναι ισοδύναμη με τις 

σχέσεις (a) και (e). Κατά συνέπεια, αποδείξαμε ταυτόχρονα ότι η σχέση (e) 

συνεπάγεται τις σχέσεις (a), (e), (f) και (d). 

Ακολουθώντας μια ανάλογη διαδικασία 8α δείξουμε, ότι η σχέση (e) 

συνεπάγεται τις σχέσεις (b), (g), (h) και (d). Πράγματι, από τη σχέση (1.2.a.l2) έχουμε: 

,/«_£« {?{β)-

Εφόσον η μήτρα 

υπάρχουν πάντα κάποιες συνιστώσες: 

ί>«<ί(ι+Γ)+<ψ[/-(ΐ+Γμ<°Γ 

I — (\ + r)A^a' , re\0,R ), είναι μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα, δα 

( p w - P w ) ( e ; ) r , , = 1,2,...,/Î 

και 

p(/,^(l + r) + (/0]e;J(e;)r,7 = l,2,...,fl 

των διανυσμάτων: 

και 

ρ(β)_ρ{') 

p(ß)d(l + r) + dQ 

αντίστοιχα, για τις οποίες ισχύει: 

Γενικά, εφόσον τα διανύσματα da και I e^ ] είναι στοιχειώδη διανύσματα, 8α 

έχουμε: 
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p{ß)d(\ + r) + dl:)(e])T=0, y = a..,fl, με;>β> 56 
(9) 

και 

ρ«4ΐ + Γ)+φ}(^)%05' 

Επομένως, από τις σχέσεις (8), (9) και (10) συνεπάγεται: 

>w-P ( 0 ))(^) r |[/^(i+ r)+ i i„][ e:(a;) 

(10) 

\ + άη >-0 

Από την ανωτέρω σχέση και τη σχέση (e) ή, ισοδύναμα, τη σχέση (4) προκύπτουν οι 

ακόλουθες συνέπειες: 

(p W - i> W )(e : ) r xO 

56 
Προφανώς ισχύει: 

[^rf(l + r) + de][e:(e;)r' = 

[p(/ì)i/(l + r) + d0l 0 = 0, V; = 1,2 Λ, με ; > ω 

57 

Πράγματι, σύμφωνα με τη σχέση (1.2.a.12) και τη σχέση (e) 8α έχουμε: 

[ρ ( ί ) ί/(1+ /-) + </<,]* 0 

Ως εκ TOUTOU 8α έχουμε: 

|p(^(i+r)+d0]e;}(e;)
r = 

[p{ß)d(l + r) + d»][e:(e:)Ty 

[ρ(ί)</(1 + /·) + ( ψ θ 
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η 

P^f^'^Î 
και 

p{ß)d(l + r) + d0-<0 

Έχουμε δείξει, ότι η ανωτέρω σχέση, δηλαδή η σχέση (h), είναι ισοδύναμη με πς 

σχέσεις (b) και (g). Κατά συνέπεια, αποδείξαμε ταυτόχρονα ότι η σχέση (e) 

συνεπάγεται τις σχέσεις (b), (g), (h) και (d). Εφόσον οι τεχνικές («J και (/?) 

διαφέρουν ως προς την μέθοδο παραγωγής ενός μόνο εμπορεύματος, του 

e , , Αα) Aß · ·\ 

εμπορεύματος (υ, τα αντίστοιχα διανύσματα τιμών ρν και ρ είναι οΛικα 

διατεταγμένα. Επομένως, από τη σχέση (d) συνεπάγεται η σχέση (e). 
Πόρισμα 1. Για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, 

τ Ε 0,R ι, η τεχνική (β) υπερέχει της τεχνικής ία), αν και μόνο αν ισχύει μια από 

τις σχέσεις (a) - (Ι). 59, 60 

CD 

ΒΑ. Πρόταση (1.2.a.l). 

59 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η συνθήκη (e). Αν περιορίσουμε το ενδιαφέρον μας στην ανωτέρω 

συνθήκη, το Πόρισμα (1) διατυπώνεται ως εξής: Η τεχνική iß) υπερέχει της τεχνικής ( α ) , αν και μόνο 

αν το διάνυσμα τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης (μη παραγόμενο εμπόρευμα), 

όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων της τεχνικής iß) είναι μικρότερο (με την ευρεία έννοια) του 

αντίστοιχου διανύσματος των τιμών της τεχνικής I ß ) . Τ η ν ιδιότητα κάδε ζεύγους τεχνικών, που 

διαφέρουν ως προς την μέθοδο παραγωγής ενός εμπορεύματος, να υπάρχει μια τεχνική η οποία 

ελαχιστοποιεί το διάνυσμα των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, θεώρησαν -

λανθασμένα - ορισμένοι συγγραφείς ως τον ορισμό της υπερέχουσας τεχνικής, που ανταποκρίνεται στα 

χαρακτηριστικά της καπιταλιστικής εμπορευματικής παραγωγής. Βλέπε μεταξύ άλλων: "This means that 

the technique selected for a given level of the rate of profit has associated prices, in terms of wage, 

invariably lower than those related to each of the non-selected techniques (according to capitalist criteria). 

This moreover, proves to be formally equivalent to the better known property which establishes that, if 

one technique is preferred to another for a certain rate of profit it is related to a higher rate of real 

wage... When we contrast two alternative technologies and assume that the rate of profit is given and 

common to all sectors, the capitalist criterion of the selection of techniques implies that the technique 

selected shall be the one which affords the lower prices in comparison with those of the other 

technology", Herrero, Jimenez-Raneda and Villar [1980, σελ. 157 και 161], Επίσης: "Le problème est de 
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Απόδειξη: Συνδυάζοντας την Πρόταση (1) με τον Ορισμό (1) προκύπτει η απόδειξη 

του ανωτέρω Πορίσματος. 

Πόρισμα 2. Αν η τεχνική yßj υπερέχει της τεχνικής (α), τότε, για κάθε 

τυποποίηση των τιμών, στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, r € 0,ß Ι, θα ισχύει: 

( « ) ^ (0). 

Απόδειξη: Συνδυάζοντας το Πόρισμα (1) με τη σχέση (1) προκύπτει η απόδειξη του 

ανωτέρω Πορίσματος. Ειδικότερα, αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από 

τις παρακάτω κατηγορίες: 

dl, (Β, ε και lôf 

τότε με βάση την Πρόταση (1.2.a.l) δα έχουμε: 

piß) ^ρ(α)α 

Σε αυτή την περίπτωση, για κάθε τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα U, 

όπου U > 0, από τη σχέση (1) δα έχουμε: 

savoir si un choix de technique opéré sur la base des prix les plus bas, critère le plus facile à mettre en 

oeuvre dans un système capitaliste libéral...", Abraham-Frois et Berrebi [1976, σελ. 269], Φυσικά οι υποστηρικτές 

της ανωτέρω anoynç, εκτός των άλλων θα έπρεπε να εξηγήσουν γιατί αποδίδουν τόση σημασία στο κριτήριο της 

ελαχιστοποίησης των τιμών, όταν η ελαχιστοποίηση των τιμών έχει στην γενική περίπτωση νόημα, αν και 

μόνο αν οι τιμές εκφράζονται σε όρους της εργασιακής δύναμης. 

Την ειδικότερη Πρόταση, σύμφωνα με την οποία η συνθήκη (d) είναι απλώς αναγκαίο αποτέλεσμα της 

επιλογής της πλέον κερδοφόρας τεχνικής διατύπωσε ο Bidard ως εξής; "Après insertion d' une méthode 

C2 profitable aux prix p, de Γ,, le nouveau vecteur p, des prix salariaux vérifie p2 < P | avec inégalité 

stricte pour les composantes du bien considéré et de ceux dans lesquels il entre directement ou 

indirectement." Βλ. Bidard [1991, σελ. 80], 

61 
Βλέπε την Πρόταση (1.2.a.1) και ειδικότερα τις περιπτώσεις (Ι) και (Π). 
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I Ja) Jß)\ 
C\P ~P )u 

wWyw(") 

Επομένως, δείξαμε ότι αν οι μήτρες Λ και Α ανήκουν σε μια από τις 

ανωτέρω κατηγορίες, τότε το κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού 

ωρομισθίου είναι ισοδύναμο με το κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών, 

εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, ή το κριτήριο του αλγόριθμου της 

αγοράς. Με άλλα λόγια, το κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου 

είναι ανεξάρτητο ano το μέτρο των τιμών. Το χαρακτηριστικό αυτό σε 

Στην ειδική περίπτωση που οι μήτρες Α και Λ ανήκουν αποκλειστικά στην κατηγορία σΐ, δηλαδή 

είναι μη διασπώμενες, αναφέρονται οι Abraham-Frois et Berrebi [1976, σελ. 269] στο απόσπασμα που 

ακολουθεί: "Le problème est de savoir si un choix de technique opéré sur la base des prix les plus bas, 

critère le plus facile à mettre en oeuvre dans un système capitaliste libéral, conduirait à un choix de 

technique identique à celui opéré à partir des critères de répartitition. La réponse est affirmative à 

condition que les prix servant de critère de choix soient des prix salariaux (les prix étant définis en terme 

de salaire) et qu'on se situe dans un système fondamental à capital circulant". 

Γενικά, σε κάδε τιμή Γ, Τ € Ο,β Ι, του ποσοστού κέρδους η κατάταξη των τεχνικών [α\ και \β\ ως 

προς την κερδοφορία, σύμφωνα με το κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου W, 

είναι ανεξάρτητη από το μέτρο των τιμών και, κατά συνέπεια, ισοδύναμη με το κριτήριο της 

ελαχιστοποίησης των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, ή το κριτήριο του 

αλγόριθμου της αγοράς, αν και μόνο αν για τα διανύσματα τιμών των τεχνικών ( û j και Ι β), 

εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, ισχύει: 

• είτε: /Τ ' -< ρν ' 

Aß) ^ 4α) 
• είτε: ρχ ' >- ρχ ' 

Ja) Jß) 
• είτε: /Τ ; = ρχμ> 

Σε κάθε περίπτωση που το κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου W, είναι 

ανεξάρτητο από το μέτρο των τιμών και, κατά συνέπεια, ισοδύναμο με το κριτήριο της ελαχιστοποίησης 

των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, ή το κριτήριο του αλγόριθμου της αγοράς, η 

ιδιότητα της επιλεγόμενης τεχνικής να μεγιστοποιεί την τιμή του ονομαστικού ωρομισθίου W την 

καθιστά, σύμφωνα με τον Schefold [1978, σελ. 39], άριστη τεχνική κατά Pareto, υπό την εξής έννοια: 
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συνδυασμό με το γεγονός ότι στην βιβλιογραφία συζητήθηκαν κυρίως παραδείγματα 

τεχνικών παραγωγής που διαφέρουν ως προς τη διαδικασία παραγωγής ενός βασικού 

εμπορεύματος θεμελείωσαν την διαδεδομένη, εσφαλμένη αντίληιρΛ, ότι, τουλάχιστον 

μαθηματικά, το κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου είναι στην 

γενική περίπτωση ισοδύναμο με το κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών, 

εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, ή το κριτήριο του αλγόριθμου της 

αγοράς. Κατ' αυτόν τον τρόπο καθιερώθηκε η κατάταξη των τεχνικών παραγωγής με 

κριτήριο την μεγιστοποίηση της τιμής του ονομαστικού ωρομισθίου w. Γεωμετρικά, 

η μέθοδος επιλογής τεχνικής με κριτήριο την μεγιστοποίηση της τιμής του 

"...the superior technique appears to be superior to any point by a criterion which is similar to that of 

Pareto optimality. The superior technique is superior in theory because it allows a higher real wage rate 

at a given rate of profit and a higher rate of profit at the given wage in the same way as Pareto general 

equilibrium is optimal only relative to a given distribution of initial ressources. Hence, not distribution but 

the chosen technique appears to be justified, and the justification is not based on techical efficiency or 

productivity but on the argument that the superior technique provides a distributional advantage to both 

classes given the initial distribution. The argument can be matched to the known dual relationship 

between the rate of profit and the rate of growth." 

64 

ΒΛέπε μεταξύ άλλων Pasinetti [1991, σσ. 172-183], Samuelson [1962, σελ. 198], Bruno, Burmeister and 

Sheshinski [1968, σελ 533], Morishima [1966, σελ 522], Morishima [1969, σο. 20-26] κ.α. Χαρακτηριστικό 

επίσης είναι και το απόσπασμα του Bidard [1991, σελ 81] που ακολουδεύ'Ί-βε prix salariaux étant 

minimisés par la technique dominante, celle-ci se caractérise par la maximisation du salaire réel...Cette 

propriété sert de fondement à une autre procédure de recherche de la technique dominante: un panier 

étant pris pour numéraire, on construit pour chaque technique la courbe W — Γ et, à taux de profit fixé la 

technique dominante est associée à la courbe la plus haute..." 

Ριζική κριτική στις ανωτέρω avïiMyeiç ασκεί ο Garegnani [1984, σελ 146] στο απόσπασμα που 

ακολουθεί: "We may note in passing a tendancy in the literature to deal with the question of changes in 

methods of production as if the entrpreneurs could directly compare the rate of profit corresponding to 

the same wage in the alternative "systems of production" ...among which they can choose. Thus what it is 

often done is to observe that the wage curve of a system, say system I, shows a higher profit rate for 

the given wage (or the converse) than the curve of system II does, and then jump to the conclusion that 

system I will be adopted being "more profitable", without asking the question: "more profitable" at which 

prices of the means of production, at those of I, or of II, or of either system? ... However entrpreneurs 

can only compare the cheapness of the alternative methods of production for a commodity within one 

system of prices at a time, and the maximization of the rate of profits (interest) at a given wage (or the 

converse) has to be proved and cannot be assumed". Ανάλογες αηόιιεις διατυπώνονται από τον 

Garegnani [1970, σελ 411]. 
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ονομαστικού ωρομισθίου W έλαβε την μορφή της σύγκρισης των W — Τ σχέσεων 

των επιμέρους τεχνικών, που διαγράφονται στο ίδιο επίπεδο και του σχηματισμού της 

περιβάλλουσας καμπύλης. Η περιβάλλουσα καμπύλη συχνά στην βιβλιογραφία 

αναφέρεται ως "production possibilities frontier" ή "wage frontier" ή "north east 

frontier" ή "outer envelope of factor price frontiers". 

Αν όμως θεωρήσουμε την περίπτωση που οι μήτρες 4̂ και Α ανήκουν σε 

μια από τις παρακάτω κατηγορίες: 

Τ, Φ, ±σ, &L, Θ και 3-, 

τότε με βάση την Πρόταση (1.2.a.l) κι ειδικότερα τις σχέσεις (1.2.a.41) και (1.2.a.48) δα 

έχουμε: 

και 

Έστω ότι οι τιμές είναι τυποποιημένες με ένα τυπικό εμπόρευμα U, το οποίο ούτε 

περιλαμβάνει το μη βασικό εμπόρευμα 0) ούτε στην παραγωγή του εισέρχεται -

άμεσα ή έμμεσα - το μη βασικό εμπόρευμα 0). Θα εξετάσουμε την περίπτωση που το 

τυπικό εμπόρευμα U είναι ένα βασικό τυπικό εμπόρευμα, δηλαδή ένα τυπικό 

εμπόρευμα U της μορφής: 

Ü = (ÜJ,Ü2) > με ii] > 0 και u 2 = Ο69. 

Έτσι, από τη σχέση (1) δα έχουμε: 

(pw-PwV=ÎÂw-ÂwV,+i#-#k-

fis 

Βλ. Pasinetti [1977]. 

6 6 Βλ. Hichs [1965] και Garegnani [1970]. 

6 7 Βλ. Samuelson [1962]. 

Βλέπε την Πρόταση (1.2.a.l) και ειδικότερα την περίπτωση (III). 

Η μοναδική εναλλακτική περίπτωση είναι το τυπικό εμπόρευμα U να περιλαμβάνει και μη βασικά 

εμπορεύματα - διάφορα βεβαίως του (ϋ -, υπό την προϋπόθεση όμως ότι οι μήτρες Α και Α ανήκουν 

στην κατηγορία J7~ και ισχύει: 
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φ«-/><«). = Ο 

c(p^-pM)u 

Αν οι μήτρες 4̂ και Α ανήκουν στην κατηγορία J?" με: 

και το τυπικό εμπόρευμα U περιλαμβάνει και μη βασικά εμπορεύματα, τα οποία είναι διάφορα του (ΰ , 

τότε, όπως είναι εύκολο να αποδειχθεί, θα ισχύει επίσης: 

(«) (0) 

71 

Επομένως, ανεξάρτητα από τις ενστάσεις των Garegnani [1984, σελ. 146], Garegnani [1970, σελ. 411], 

Bidard [1991, σελ. 82] και Σταμάτη [1991, σελ. 421], που έχουμε ήδη αναφέρει, αποδείξαμε επιπλέον, ότι 

σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με r e Ο,ί ι, το κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού 

ωρομισθίου W δεν είναι στην γενική περίπτωση μαθηματικά ισοδύναμο με το κριτήριο της 

ελαχιστοποίησης των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής δύναμης, ή το κριτήριο του 

αλγόριθμου της αγοράς, εφόσον αυτό εξαρτάται από το μέτρο των τιμών. Πράγματι, αν θεωρήσουμε την 

περίπτωση που οι τεχνικές παραγωγής ( α ) και (/Π διαφέρουν ως προς τη διαδικασία παραγωγής του μη 

βασικού εμπορεύματος ω ή οι αντίστοιχες μήτρες τεχνικών συντελεστών Α και Α ανήκουν σε μια 

από τις ακόλουθες κατηγορίες: 

Τ, Φ, ±<7, <Ζ, Θ και 3 

και οι τιμές τυποποιηθούν με ένα τυπικό εμπόρευμα, το οποίο ούτε περιλαμβάνει το μη βασικό 

εμπόρευμα ο) ούτε στην παραγωγή του εισέρχεται - άμεσα ή έμμεσα - το μη βασικό εμπόρευμα 0) , τότε 

παρουσιάζεται η εξής αντίφαση: Σύμφωνα με το κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών, εκφρασμένων 

σε όρους της εργασιακής δύναμης, ή το κριτήριο του αλγόριθμου της αγοράς, σε κάθε τιμή Γ του 

ποσοστού κέρδους, με Γ € 0,i? ), για τις τεχνικές παραγωγής (ufi και ίβ\ ισχύει: 

• είτε η τεχνική παραγωγής (ο) υπερέχει της τεχνικής Ι β) 
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Στη συνέχεια 8α διατυπώσουμε το παρακάτω Λήμμα. 

Λήμμα 2. Για κάθε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή τ του ποσοστού κέρδους, 

0,i? Ι, δα ισχύει: 

-ι 

re 

ft)-jp) = ^d{\ + r) + w%ya +(w® -RrWjyW}[/-(!+ r)yi<e> (11) 

και 

?«<i(l + r) + » Η ψ + (wW - * « ) / « )[/ - (1 + Γ)Λ« (12) 

Απόδειξη: Όπως είναι γνωστό, για μια τυχαία τυποποίηση των τιμών στην τιμή r 

του ποσοστού κέρδους, r e 0, ),R ι, τα συστήματα προσδιορισμού των διανυσμάτων 

των τυποποιημένων τιμών ρτ ' και pr των τεχνικών (α) και (β J αντίστοιχα έχουν 

ως εξής: 

Α α) Ja) Αα)(. , \ , (β) »(«) 
Jr ' = /r Άχ '(\ + r) + wy 'Ρ ' 

και 

}ί« = ? «Λ«( ΐ + ,) + „«/« 

Αφαιρώντας κατά μέλη τις ανωτέρω σχέσεις και λαμβάνοντας unóyn μας τις σχέσεις 

(1.2.a.l0) και (1.2.a.ll) 8α έχουμε: 

Aß) Αα) ΑΟΛ/0, MM fU^{\ + r) + w^l^ - F>Aw(\ + r) + wWl MA(°)I MM <=> 

?W -t] ={pWA^-^A^)(l + r) + (^hW-J'h^ <^> 

• είτε η τεχνική παραγωγής Ι β) υπερέχει της τεχνικής i ß ) 

• είτε ο> τεχνικές παραγωγής ( α Ι και (/?) είναι ισοκερδοφόρες. 

Αντίθετα, σύμφωνα με το κριτήριο της μεγιστοποίησης του ονομαστικού ωρομισθίου W οι τεχνικές 

παραγωγής ( ß j και (β) είναι πάντοτε ισοκερδοφόρες. Για το δέμα αυτό βλέπε επίσης Bidard [1991, σελ. 

83]. Προφανώς, οι ανωτέρω διαπιστώσεις πρέπει να δεωρηδούν και ως κριτική στο "Θεώρημα της Μη 

Υποκατάστασης" , σύμφωνα με το οποίο "...υπάρχει μια τεχνική (ή ένας γραμμικός συνδυασμός τεχνικών) 

η οποία... μεγιστοποιεί το ονομαστικό ωρομίσδιο σε όρους ενός οποιουδήποτε numeraire." (βλ. σελ. 149). 
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fll-fi> = 

-1 

fi -fi =(fiA® -fi A* +fiAa) -fiA'^i+^ß -J»/·* +BM/"> -»H/H 

? « _ ? w = J^J + r ) + „ωψ + („w _ „M),« Uj _ (,+r)Aw 

Τροποποιώντας ελαφρά την ανωτέρω διαδικασία έχουμε: 

? «- ? W=[ ? «#( ] + r ) + 1 ,«/W]-hW^)(i + r)+l,W/«" 

?W _ ? « = (?« A« - fiW li! + r) + (*<'V> - *<«¥'> ) « 

/) _^ = ( ^ w _^)# +fip -fiA^+^f» ^ψ W V> -«H/4 

/) _^«))# +^«)(# _i«))](1+r)+(^) _,(•))/*> +^ψ -β 

-(l+r)#]=pM(# -A«)(l+r)+(wW - ^ ) / ( ί ) +w^(ß -/'>) 

(?W-^))[7-(l + J .)#] = [^«)(*:)(l+r)+^)(((|i:)]+p)-i.W);<'' 

(}(0-}ΐ(«))[/-(ΐ + Γ)Λ«] = [ΐ((*)ί(ΐ + Γ)+^·)^](; + (^'»-^·»)/<« 

(̂ W -fi) 

<=> 

<=> 

?«-?« = 
-1 

Προφανώς, οι σχέσεις (11) και (12) είναι ανάλογες προς τις σχέσεις (1.2.a.l) και 

(1.2.a.2) αντίστοιχα.72 Συγκρίνοντας τις σχέσεις (11) και (1.2.a.l) ή τις σχέσεις (12) και 

(1.2.a.2) συμπεραίνουμε, ότι τα διανύσματα τιμών, που εκφράζονται σε όρους του 

τυχαίου τυπικού εμπορεύματος U, των τεχνικών {a J και (/?] δεν είναι ολικά 

διατεταγμένα, σε αντίδεση με την περίπτωση που οι ονομαστικές τιμές εκφράζονται 

7 2 ΒΛ. Λήμμα (1.2.a.l). 
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σε όρους της εργασιακής δύναμης. Επομένως, το μέτρο των τιμών (numeraire) δεν 

είναι ουδέτερο, όσον αφορά τη σύγκριση των διανυσμάτων ονομαστικών τιμών δύο 

διαφορετικών τεχνικών.73 

Στη συνέχεια δα εξετάσουμε τη σχέση των ονομαστικών τιμών των τεχνικών 

(α) και yßj, που εκφράζονται σε όρους του τυχαίου τυπικού εμπορεύματος U, όταν 

οι τεχνικές \α) και yß) είναι ισοκερδοφόρες.74 

Πρόταση 2. Για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, 

Γ e 

a) 

b) 

0,i? Ι, οι ακόλουσες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

. Ja) J β) 
c) pK ' = ψ ' 

„ Λ(ο) Jß) 

d) /r ; = jr ; 

e)^ a ) d( l + r) + w(ß)i/o-0 

f) p(ß)i/(l + r) + iio=0 

5)p
{ß)d(\ + r) + w{ß)d0 = Q 

h)p{ß)d(\ + r) + d0 = 0 

73 Η ίδια anoyn, χωρίς να αποδεικνύεται, διατυπώνεται στο παρακάτω απόσπασμα: "La technique 

supérieure fait bien apparaître les prix salariaux les plus faibles, mais les prix ne sont pas nécessairement 

plus bas s'ils sont définies en fonction d' un étalon différent.", Abraham-Frois et Berrebi [1976, σελ 270], 

Την αντίθετη- Λανθασμένη- anoyn διατύπωσε αρχικά ο Pasinetti, ισχυριζόμενος ότι οι σχέσεις των τιμών 

μεταξύ διαφόρων τεχνικών "...are independent of the numeraire used by the price system (proposition iii)", 

Pasinetti, [1975, σεΛ. 190]. Την ανωτέρω avTi/\nyn ο Pasinetti αναθεώρησε στην επόμενη έκδοση του 

ίδιου βιΒΛίου του, όπου μιλά μόνο για τιμές που εκφράζονται σε όρους της εργασιακής δύναμης. ΒΛ. 

Pasinetti [1977] ή Pasinetti [1991, σσ. 174-175 και 182-183]. 

7 4 ΒΛ. Ορισμό (2). 
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Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε, ότι για μια τυχαία τυποποίηση των τιμών οι ανωτέρω 

σχέσεις είναι ισοδύναμες. Η σχέση (a) είναι ισοδύναμη με τις σχέσεις (e) και (f). 

Πράγματι, από την υπόθεση μας ότι οι τεχνικές [α) και (/?] διαφέρουν μόνο ως 

προς τη διαδικασία παραγωγής του εμπορεύματος (υ και τις σχέσεις (1.2.a.l0) και 

(1.2.a.ll) 8α έχουμε: 

<^> 

τ 
<^> 

= 0ο 

Μ ptt)d(\ + r) + w[tt%=Q<3> (•), 

Μ 

w 
(«) 

d(l + r) + dQ = 0 <^> 

p^d(\ + r) + d0 = 0 

Κατά τον ίδιο τρόπο, αποδεικνύουμε ότι η σχέση (b) είναι ισοδύναμη με τις 

σχέσεις (g) και (h): 

•j(Ŵ )(l + ή + νΜ^ψ)Τ = ψ]Α^ (1 + 0 + ν«Ψ\$ « 

?«(#->))(l + r) + „W(/W-/W)](4=0o 
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fiïd :(e^](l + r) + w^dL^) = 0<^> 

0), p[ß)d(\ + r) + w[ß)d0 = 0<=> 

ψ) 
% ( / ( l + r) + (/o = 0<=> 
ir• ' 

^(/(Ι+Γ)+4,=Ο 

Στη συνέχεια δα δείξουμε ότι οι σχέσεις (a) και (d) είναι ισοδύναμες. 

Πράγματι, από τις σχέσεις (a) και (2) συνεπάγεται: 

? Μ # ( Ι + Γ ) + Λ « ] = ? Μ « 

<=> 

<=> 

p{a)=0<^ 

M' 7-(l + r)i4 00 = 0 

Λαμβάνοντας unóyn τη σχέση (1.2.a.2), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη 

σχέση: 

ί ( / » ) _ ί ( « ) = 0 

pia)=p(ß)75 

<=> 

75 Στο ίδιο συμπέρασμα μπορούμε να καταλήξουμε μέσα από τους εξής εναλλακτικούς τρόπους: 

Ι. Αντικαθιστώντας τη σχέση (f), που είναι ισοδύναμη με τη σχέση (a), στη σχέση (1.2.a.13). Έτσι, με 

βάση την ισοδυναμία των σχέσεων (a), (e) και (f) από τη μια μεριά και των σχέσεων (b), (g) και (h) από 

την άλλη μεριά, που αποδείξαμε ανωτέρω, καθώς επίσης και της Πρότασης (1.2.a.l), προκύπτει άμεσα η 

ισοδυναμία των σχέσεων (a), (b), (d), (e), (f), (g) και (h). 
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Κατά τον ίδιο τρόπο, δα δείξουμε ότι οι σχέσεις (b) και (d) είναι ισοδύναμες. 

Πράγματι, από τις σχέσεις (b) και (3) συνεπάγεται: 

<=> 

«0 Μ WO^-fe« 
W WK 

ΜΑ(<) («) - ft« 

p(ß) y^(«)(1 + r ) + i(«) | = 0 <^> 

iß) Î ^ W ( l + r) + /W|}f/-(l + r)AW = 0 

Λαμβάνοντας unóyn τη σχέση (1.2.a.l), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη 

σχέση: 

p y ' - / r ' = 0<^> 

^( α ) = £ « 76 

Π. Ακολουθώντας την μέθοδο του Levhari [1965] για την απόδειξη του "Θεωρήματος της Μη 

Υποκατάστασης". Σύμφωνα με αυτήν, αν αντί της σχέσης (a) θεωρήσουμε την ισοδύναμη έκφραση: 

p{a)A{ß)(l + r) + l{ß)=p{a\ 

τότε δα έχουμε: 

ρ{α)Α{β){ϊ + ή + Ι(β)=ρ{α]^ 

iW=^«)-(l + r)p(e)A(«<=> 

l o 1{β)=ρ{α)[ΐ-(\ + τ)Α{β)] 

l{ß)[l-(l+r)A{ß)Y=p{a 
Ο 

pM=pU) 

76 Στο ίδιο συμπέρασμα μπορούμε να καταλήξουμε μέσα από τους εξής εναλλακτικούς τρόπους: 
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Τέλος, 8α δείξουμε ότι ot σχέσεις (e) και (d) είναι ισοδύναμες. Από τις σχέσεις 

(1) και (12) 8α έχουμε: 

p(ß) _$·) = j[p(^(i + r) +A0]e« + (ν0 -w^Y^I-(l + r)A Μ <=> 

Jß) Ja) 
W («) 

Μ 

W 

^(ί + ή + άι 
(«) 

<£ + 

_(^)(^)J J 
7 - ( 1 + Γ)Λ (/») 

-ι 

J β) Ja) 
W W ^ ( a ) cf( l + r) + (/0 ß\ I-(\ + r)A 0») (13) 

Έστω ότι ισχύει η σχέση (d). Από τη σχέση (d), την ισοδύναμη σχέση (f) 7 7 και τη 

σχέση (13) συνεπάγεται: 

Jß) Ja) Λ /Γ ; - /Γ ' = 0 <=> 

Ι. Αντικαθιστώντας τη σχέση (h), που είναι ισοδύναμη με τη σχέση (b), στη σχέση (1.2.a.12). Έτσι, με 

βάση την ισοδυναμία των σχέσεων (a), (e) και (f) από τη μια μεριά και των σχέσεων (b), (g) και (h) από 

την άΛΛη μεριά, που αποδείξαμε ανωτέρω, καθώς επίσης και της Πρότασης (1.2.al), προκύπτει άμεσα η 

ισοδυναμία των σχέσεων (a), (b), (d), (e), (f), (g) και (h). 

II. Ακολουθώντας την μέθοδο του Levhari [1965] για την απόδειξη του "Θεωρήματος της Μη 

Υποκατάστασης". Σύμφωνα με αυτήν, αν αντί της σχέσης (b) θεωρήσουμε την ισοδύναμη έκφραση: 

ρ{β)Α{α)(\ + τ) + ^=ρ(β), 

τότε αα έχουμε: 

pwA(ß)(l + r) + y ( 0 ) = p w « 

I [a)[l-([ + r)A^Y=p{ß) 
<=> 

• " • ( f f ) Λ ( 

Ρ - Ρ 

77 Από τις ανωτέρω αποδείξεις συνεπάγεται ότι οι σχέσεις: (a), (b), (d), (e), (f), (g) και (h) είναι ισοδύναμες. 
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p(a) = ft) 

Στη συνέχεια, δα υποθέσουμε ότι ισχύει η σχέση (e). Με 6άση τη σχέση (13), η 

σχέση (e) είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

w 
(«) p(ß)i/(l + r) + i/0 ε"ω + ,(ß) I-(\ + r)A (β) -ι 

= 0 

Η ανωτέρω σχέση, με βάση τη σχέση (1.2.a.8), γράφεται ισοδύναμα ως εξής: 

W 
(«) Μ p{a)d(\ + r) + dQ <ί + /'>=0 (14) 

Θα δείξουμε, ότι αν δεν ισχύει η σχέση (d), η σχέση (14) είναι άτοπη. Πράγματι, αν 

δεν ισχύει η σχέση (d), δα έχουμε: 

• είτε p^d(\ + r) + d0 y 0 

είτε p^d(ì + r) + d0 -<0 78 

Σε κάδε περίπτωση, η συνιστώσα co του διανύσματος PW</(l + r) + d0 ew είναι 

διάφορη του μηδενός, ενώ η τυχαία συνιστώσα j , j = 1,2,...,Π, με j Φ 0), του 

διανύσματος jr 'dyl + rj + dçj ψΐ είναι ίση με το μηδέν. Δηλαδή ισχύει: 

p^d(\ + r)+dM(ttf *V 79 

7 8 Εφόσον οι συνθήκες (d) και (f) είναι ισοδύναμες. 

7 9 Πράγματι, αν δεν ισχύει η σχέση (d), τότε από τη σχέση (1.2.a.13) συνεπάγεται: 

p^d(ì + r) + d0 Φθ 

Ως εκ τούτου 8α έχουμε: 

[[pWd(l + r)M]e:}(e:)r 

'p{tt)d(l + r) + d0]\e:(e:)J 
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και 

{[p(e)rf(l + r) + tfo]e;}(ej)r =0, ; = l,2,..,fl, με ]Φ 

Επειδή, προφανώς ισχύει: 

ω 
80 

και 

συμπεραίνουμε, ότι αν δεν ισχύει η σχέση (d), τότε π σχέση (14) δα ισχύει, αν και 

μόνο αν έχουμε: 

(pW-p«)U = 0 

και 

w{a) = 0 

δηλαδή, δεδομένης της σχέσης (1), αν και μόνο αν έχουμε: 

(«) iß) η 

Προφανώς, η ανωτέρω σχέση είναι αδύνατη, ακριβώς διότι σε κάδε τιμή 

r, 0<r^i?*, με i?*=minii?^ 

και 

' i? , του ποσοστού κέρδους ισχύει: 

ρ(β)(/(1+ /) + </„ 9^0 

8 0 Προφανώς ισχύει: 

JpWc/(l + r) + d0]e:}(e;)r 

[Ρ ( '^Ι+/)^][Φ) Γ ~ 

p(a)c/(l + r) + άλ 0 = 0, V; = 1,2,...,/), με ]Φ ω 
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Έτσι, η σχέση (14) δύναται να ισχύει, μόνο αν ισχύει η σχέση (d) κι επομένως, από 

τη σχέση (14) ή, ισοδύναμα, τη σχέση (e) συνεπάγεται η σχέση (d).81 

Πόρισμα 3. Για κάθε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, 

r e 0, R ι, οι τεχνικές (α) και yß) είναι ισοκερδοφόρες αν και μόνο αν ισχύει μια 

από τις σχέσεις (a) - (h).82 

Απόδειξη: Συνδυάζοντας την Πρόταση (2) με τον Ορισμό (2) προκύπτει η απόδειξη 

του ανωτέρω Πορίσματος. 

Πόρισμα 4. Αν οι τεχνικές (α) και yßj είναι ισοκερδοφόρες, τότε, για κάθε 

0.R Ι, όλα τα τυποποίηση των τιμών, στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, r G 

ονομαστικά μεγέθη των τεχνικών (α) και yßj, ανεξάρτητα του μέτρου σε όρους του 

οποίου εκφράζονται, είναι ίσα. ΔηΛαδή ισχύει: 

και 

Απόδειξη: Συνδυάζοντας το Πόρισμα (3) με τη σχέση (1) προκύπτει η απόδειξη του 

ανωτέρω Πορίσματος.84 

8 1 Μια ανάλογη απόδειξη της πρότασης μας, ότι οι σχέσεις (e) και (d) είναι ισοδύναμες δα προέκυπτε, αν, 

αντί της σχέσης (12), είχαμε χρησιμοποιήσει τη σχέση (11). 

8 2 Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι συνθήκες (e) και (d). Αν περιορίσουμε το ενδιαφέρον μας στις 

ανωτέρω συνθήκες, το Πόρισμα (3) διατυπώνεται ως εξής: Οι τεχνικές ( υ ) και (β) είναι ισοκερδοφόρες, 

αν και μόνο αν οι ονομαστικές τιμές όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων, ανεξάρτητα αν εκφράζονται 

σε όρους ενός τυχαίου παραγόμενου εμπορεύματος ή σε όρους της εργασιακής δύναμης (μη παραγόμενο 

εμπόρευμα), που αντιστοιχούν στις ανωτέρω τεχνικές είναι ίσες. Την ιδιότητα (e) θεώρησαν - Λανθασμένα 

- ορισμένοι συγγραφείς ως τον ορισμό της ισοκερδοφορίας δυο τεχνικών, που ανταποκρίνεται στα 

χαρακτηριστικά της καπιταλιστικής εμπορευματικής παραγωγής. Βλέπε Herrero, Jimenez-Raneda and Villar 

[1980] και Abraham-Frois et Berrebi [1976]. 

8 3 Το Πόρισμα (4) έχει ιδιαίτερη σημασία στην δεωρία του κεφαλαίου και ιδιαίτερα στην μελέτη των 

πραγματικών επιπτώσεων Wichseil (Real Wichseil - effects) και του κοινωνικού ποσοστού απόδοσης (social 

rate of return). 

284 



0, R ] , η κατάταξη ως προς Πρόταση 3. Σε κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, τ e 

την κερδοφορία των τεχνικών (ff J και yßj είναι πάντοτε δυνατή85 κι ανεξάρτητη από 

την τυποποίηση των τιμών. 

Απόδειξη: Θα αναλύσουμε την αποδεικτική διαδικασία στα ακόλουθα στάδια: 

8 4 ΣΤΟ Πόρισμα (3) δείξαμε, ότι οι σχέσεις: 

και 

-(«) 4ß) 

είναι ικανές κι αναγκαίες συνθήκες για να είναι οι τεχνικές ( α ) και Ιβ) ισοκερδοφόρες. Όμως, η 

σχέση: 

(«) (ß) 

είναι απλώς αναγκαία συνδήκη, επειδή, όπως ήδη έχουμε δείξει, είναι δυνατόν να ισχύει χωρίς αυτό να 

σημαίνει ότι οι οι τεχνικές (β) και [β) είναι ισοκερδοφόρες. 

8 5 Με άλλα Λόγια, για κάδε τυποποίηση των τιμών στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, Γ 6 Ο,Α ), η 

σύγκριση των τεχνικών παραγωγής ως προς την κερδοφορία είναι συνεκτική. Το ζήτημα αυτό τέδηκε και 

απαντήδηκε για πρώτη φορά από τον Sraffa [1985, & 93, σσ. 126-128] χωρίς όμως αυτός να μπορέσει να 

προσφέρει μια ικανοποιητική εξήγηση: "Μπορεί, εντούτοις, να δειχδεί, ότι, ενώ ο βαδμός της φδήνειας 

της μιας μεδόδου παραγωγής σε σχέση με την άλλη δα μεταβάλλεται ανάλογα με το αν η σύγκριση 

γίνεται στο σύστημα Ι ή στο σύστημα II, η κατάταξη των δύο μεθόδων με κριτήριο τη φδήνεια, πρέπει να 

είναι ίδια και στα δύο συστήματα." Την ίδια anoyn εκφράζει ο Bidard [1990a, σελ. 840] στο παρακάτω 

απόσπασμα: "Comparisons between neighboring il-sets are coherent: method J pays extra profits at 

prices associated with the old Λ-set of and only if method / it replaces is not profitable at the new 

price vector..." Βλέπε επίσης Garegnani [1970, σελ. 411]: "The question is then whether the order of the 

two systems as to cheapness might not itself change according as system α or system 6 is in use. If the 

order should so change we would have endless switching back and forth between α and 6, or, 

alternatively, no tendancy to change whichever system happens to be in use. These possibilities, however, 

can be ruled out: the cheaper system will be the same at both wage rates and price systems. " 

Θα δείξουμε στη συνέχεια ότι τα ανωτέρω συμπεράσματα ισχύουν υποχρεωτικά μόνο για το διάστημα 

0,R ) του ποσοστού κέρδους. Εκτός του διαστήματος \0,R Ι του ποσοστού κέρδους ενδέχεται και να 

μην ισχύουν. 

285 



Α. Θα δείξουμε, ότι, για μια τυχαία τυποποίηση των τιμών, στην τιμή Γ ποσοστού 

κέρδους, r E 0,i? ι, οι τεχνικές παραγωγής ί«) και (β) είναι πάντοτε κατατάξιμες 

ως προς την κερδοφορία τους. Χωρίς βΛάβη της γενικότητας υποθέτουμε, ότι σε μια 

τιμή r του ποσοστού κέρδους, με r e 0, R Ι, η χρησιμοποιούμενη (αρχική) τεχνική 

παραγωγής είναι η (α). Προφανώς, ισχύει: 

• είτε jW(i+r)W')/W](e;)V^>(4 

eta[?WA«(1+r)+.Wy«](e:)
r=?w(e:)

! 

Θα μελετήσουμε κάθε μια από τις ανωτέρω συνθήκες ξεχωριστά. 

Ι. Ισχύει: 

Σύμφωνα με την Πρόταση (1), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

Επομένως, από τις ανωτέρω σχέσεις συνεπάγεται ότι, για την ισχύουσα τυποποίηση 

των τιμών, στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, όπου r e 0, R ι, η τεχνική {a J 

υπερέχει της τεχνικής \β).86 

II. Ισχύει: 

Σύμφωνα με την Πρόταση (1), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

J (ρ\/ _\Τ 

^Ψ\ι+ή+^Ψψ)\Ρ^ήΊ 

Βλ Ορισμό (1). 
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Επομένως, από τις ανωτέρω σχέσεις συνεπάγεται ότι, για την ισχύουσα τυποποίηση 

0,iM, η τεχνική (/?) των τιμών, στην τιμή Τ του ποσοστού κέρδους, όπου Γ G 

υπερέχει της τεχνικής (α).81 

III. Ισχύει: 

p(^(fl(1 + r ) + B » | ( « k ) r = p(»)(e:) 
Σύμφωνα με την Πρόταση (2), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

y^W(,+ r ) + w«,M](4= i,«( e«) ! 

Επομένως, από τις ανωτέρω σχέσεις συνεπάγεται, ότι, για την ισχύουσα τυποποίηση 

ο, κ · ) . οι τεχνικές ( « ) και των τιμών, στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, όπου Γ Ε 

(/?] είναι ισοκερδοφόρες.88 

Β. Θα δείξουμε, ότι στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, τ e|0,i?J, η κατάταξη ως 

προς την κερδοφορία δύο τεχνικών (α) και yßj που διαφέρουν σε μια μέθοδο 

παραγωγής είναι ανεξάρτητη από την τυποποίηση των τιμών. Σύμφωνα με το 

Πόρισμα (1) και το Πόρισμα (3), 8α ισχύουν οι ακόλουθες αναγκαίες κι ικανές 

συνθήκες: 

• Στην τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, r e 0,R | , η τεχνική (β) υπερέχει της 

τεχνικής (aJ, αν και μόνο αν ισχύει 

p{-)d(\ + r) + d0-<0,() = (a),(ß) 

η 

4 β) s 4«) 

• Στην τιμή r του ποσοστού κέρδους, r 

τεχνικής (β), αν και μόνο αν ισχύει: 

0,R Ι, η τεχνική yaj υπερέχει της 

p{)d(ì + r) + d^0,() = (a), (6) 
η 

8 7 ΒΛ. Ορισμό (1). 

8 8 ΒΛ. Ορισμό (2). 
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p(*) < p(ß) 

• Στην τιμή τ του ποσοστού κέρδους, ΐ € 0,R 1, οι τεχνικές (ff) και (β) είναι 

ισοκερδοφόρες, αν και μόνο αν ισχύει: 

p^d(ì + r) + d0 = 0, (.) = («), (6) 
η 

ρ1 ; =ρκ ' 

Εφόσον οι ανωτέρω σχέσεις είναι ανεξάρτητες από την τυποποίηση των τιμών, η 

κατάταξη των τεχνικών (ff) και yßj ως προς την κερδοφορία τους δα είναι επίσης 

ανεξάρτητη από την τυποποίηση των τιμών. Επομένως, σε κάδε τιμή r του ποσοστού 

κέρδους, Γ €Ξ 0,1? ι, το κριτήριο του αλγόριδμου της αγοράς για την κατάταξη των 

τεχνικών (ff) και yßj ως προς την κερδοφορία είναι μαδηματικά ισοδύναμο με το 

κριτήριο της ελαχιστοποίησης των τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής 

δύναμης. 

Δείξαμε ότι αν μια τεχνική, έστω η \β), υπερέχει της άλλης τεχνικής, της (ff), 

τότε η τιμή, εκφρασμένη σε όρους της εργασιακής δύναμης, του εμπορεύματος ύ) 

που παράγεται από την τεχνική (β) είναι μικρότερη της αντίστοιχης τιμής του 

εμπορεύματος (υ που παράγεται από την τεχνική iff). Επιπλέον δείξαμε, ότι στην 

ανωτέρω περίπτωση το διάνυσμα τιμών, εκφρασμένων σε όρους της εργασιακής 

δύναμης, των παραγόμενων εμπορευμάτων της υπερέχουσας τεχνικής είναι μικρότερο 

(με την ευρεία έννοια) του αντίστοιχου διανύσματος τιμών της υποδεέστερης 

τεχνικής, ενώ αντίδετα τα διανύσματα των τυποποιημένων τιμών των τεχνικών (α) 

και yßj, που εκφράζονται σε όρους του τυχαίου παραγόμενου εμπορεύματος u 

(τυπικό εμπόρευμα), δεν είναι ολικά διατεταγμένα μεταξύ τους. 

Τέλος είδαμε, ότι αν οι τεχνικές παραγωγής iff J και \β\ είναι ισοκερδοφόρες, 

τότε οι τιμές όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων είναι ίσες μεταξύ των τεχνικών 

iff) και \β), ανεξάρτητα αν εκφράζονται σε όρους της εργασιακής δύναμης ή του 

τυχαίου τυπικού εμπορεύματος U. 

Στη συνέχεια δα εξετάσουμε τις τιμές του εμπορεύματος (ι), εκφρασμένων σε 

όρους του τυπικού εμπορεύματος U, που αντιστοιχούν στις τεχνικές παραγωγής (α) 

και yßj, όταν η μια τεχνική, έστω η ψ), υπερέχει της άλλης τεχνικής, της (ff). 
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Από τη σύγκριση των ανωτέρω τιμών 8α συμπεράνουμε, ότι τα αποτελέσματα που 

προκύπτουν όταν οι τιμές του εμπορεύματος (ϋ εκφράζονται σε όρους της 

εργασιακής δύναμης δεν μπορούν να επεκταθούν γενικά στην περίπτωση που οι 

τιμές του εμπορεύματος Θ εκφράζονται σε όρους του τυπικού εμπορεύματος U. 

Ειδικότερα 8α δούμε, ότι μόνο ειδικές μορφές τυποποίησης των διανυσμάτων τιμών 

των τεχνικών ία) και [β) συνεπάγονται, ότι η τιμή του εμπορεύματος 0) που 

παράγεται από την υπερέχουσα τεχνική yßj είναι μικρότερη της τιμής του 

εμπορεύματος ύ) που παράγεται από την υποδεέστερη τεχνική ya). 

Τέλος, 8α μελετήσουμε μια ιδιαίτερη τυποποίηση των τιμών, για την οποία τα 

αντίστοιχα διανύσματα των ονομαστικών τιμών των τεχνικών (α) και yßj είναι ολικά 

διατεταγμένα μεταξύ τους, καίτοι η κατάταξη ως προς το μέγεδός τους είναι ακριβώς 

αντίθετη από την κατάταξη μεγέθους των διανυσμάτων τιμών, που εκφράζονται σε 

όρους της εργασιακής δύναμης. Συγκεκριμένα, 8α δείξουμε ότι, αν το εμπόρευμα (ù 

λειτουργεί ως τυπικό εμπόρευμα, οι αντίστοιχες ονομαστικές τιμές όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων της υπερέχουσας τεχνικής yßj, εκτός του τυπικού 

εμπορεύματος (ύ, είναι μεγαλύτερες των αντίστοιχων ονομαστικών τιμών της 

υποδεέστερης τεχνικής [α). 

Για να απλοποιήσουμε τις αποδείξεις που ακολουθούν θα θεωρήσουμε το 

παρακάτω Λήμμα: 

Λήμμα 3. Έστω η μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα M^a'(r)= m)"' = I — (\ + r)A ( Ό Μ - » M 
» με 

r e 0,i? (c)) και i,y = l,2 Β και η μήτρα Q{a\r) = qf\r) = I-(\ + r)A 

Για κάθε ΰ) , ύ) = 1,2,...,fl, θα ισχύει: 

(Ό 
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και 

>-0, με ; ^ ω 

>0, y = 1,2,...,η με />j>8 9>9 0 

Απόδειξη: Ορίζουμε: 

D«(r)=/-(l + r ) A με (.)=(«), (f) 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι: 

Κω 

και 

(15) 

(16) 

(18) 

8 9 Στην ιδιαίτερη περίπτωση που η μήτρα Μ \Τ\ ή, ισοδύναμα, η μήτρα Α είναι μη διασπώμενη, 

τότε για κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με Τ € 0, R Ι , 8α αποδείξουμε ότι ισχύει: 

Sir) iS'»(r) 
^ ο (17) 

9 0 Μια ειδικότερη μορφή του Λήμματος (3) αποδεικνύεται στο Herrero, Jimenez-Raneda, and Villar [1980, 

σσ. 164-166]. Στην ανωτέρω εκδοχή του το Λήμμα (3) βασίζεται στις ακόλουθες υποθέσεις: 

• m 

Η μήτρα Μ Ι Γ) ή, ισοδύναμα, η μήτρα Α είναι μη διασπώμενη μήτρα, 

ί ( ' )-<0, για \Φ] και 

.1·'-. my'(r)yQ, για / = ; 

Με 6άση τις ανωτέρω υποθέσεις, στο ανωτέρω άρδρο αποδεικνύεται η ισχύς της σχέσης (17). 
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j<(ù 

Έτσι, σύμφωνα με το συμβοΛισμό του Ganttmacher91 και το ανάπτυγμα ορίζουσας 

κατά Laplace9 2 8α έχουμε: 

=<t't ι 
(_1)»«+'^ M ( r ) | I2,...,j-l,j+l,...,a>-l,a + l,...,n 

.1,2,...,/-1,/ + 1,...,ω-1,ω+1,...,π, 

ß<"»C) 

1%) $(ή _ρ(°)Γ ' 
(-!)'•'*(Λ 

Ί , 2 , . . . , / - 1 , ; + 1,...,ΰ)-1,ω + 1,...,/]Ν 

\2,...,i-l,i + \,...,cû-\,û) + l,...,n) 

Από την υπόδεση μας ότι ισχύει: 

και τη συνθήκη Hawkins-Simon προκύπτει: 

D{a\r)yO 

Επομένως, με βάση τις σχέσεις (19) και (20) δα έχουμε: 

(19) 

(20) 

9 1 ΒΛ. Gantmacher [1959, σσ. 31-33] 

9 2 , Όπως γνωρίζουμε ότι ισχύει: 

«?'(')= 
Κ>«1 (T'^tn=!:fc' 

C W (r) D W (r) 

έτσι γενικά, σύμφωνα με το ανάπτυγμα ορίζουσας κατά Laplace, 8α έχουμε: 

(M+h+h+h Μ{α) i\fï,2,...,ji - 1 J , +1,...J2 - 1 , ; 2 +1,...,Λ 

ι, ι'Λ V ' ^\ΐ,2,...,/,-1,/,+1,...,/2-1,/2 + 1,...,/ι. 
^ - -

flW(j·) 
με i[ -< i2 και j j Κ _/2. 

ΒΛ. ΔασκαΛόπουΛος, σσ. 89-92. 
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sign 
#(') ,«(r) 
» i A"(') #'(') ,W, 

sign (-\)
i+jM^(r) 

\,2,...J-\J + \,...,œ-\,(û + \,...,n 

.1,2,...,/ - U + l,..., ω - Ι,ω + l,...,fl. 
(21) 

Στο σημείο αυτό δα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

Ι. Έστω ότι ισχύει: 

i = j 

Με βάση τη σχέση (22) δα έχουμε: 

f\,2,...J -IJ + 1,...,ύ)-1,ω+1,...ίη 

J,2V..,/-!,/+!,...,ω-1,ω + 1,...,/7. 

(22) 

sign (-\)i+JM^(r) 

sign ( - 1 ) ^ Μ ( £ , ) ( Γ ) 

f^M ( a ) ( r ) S/gfl 

1,2,...J'-1J' + 1,...,Û)-1,6) + 1,...,/] 

1,2,...,7-1,7+1,...,ω-1,ω + 1,...,π 

0,2,... j '-l j ' + l,...,iy-l,(y + l,...,ïï 

1,2,. . . J - l J + Ι,...,ω-Ι, α) + 1,...,/?, 

(23) 

Η ορίζουσα Μ^α' ( r) είναι μια πρωτεύουσα 

Ί , 2 , . . . , ; - 1 , ; ' + 1,...,α)-1,£ϋ + 1,...,7] 

j ,2 , . . . ,y- i ,y+i , . . . ,û)- i , f t )+i , . . . , / ] . 

ελάσσονα ορίζουσα (principal minor), τάξης η — 2, της μη ιδιάζουσας Μ-μήτρας 

M^a'{r). Επομένως, σύμφωνα με τη συνδήκη Hawkins-Simon, είναι πάντοτε θετική. 

Δηλαδή, θα ισχύει: 

'l,2,...J-\J + \,...,(ù-\,0) + \,...,n 

J,2,. . .J-lJ + l,...,(y-l,(y + l,...,/? 
sign AfM(r) yO (24) 

Έτσι, από τις σχέσεις (21), (23) και (24) συνεπάγεται: 
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ώ'(') 

II. Έστω ότι ισχύει: 

^ 0 

Ορίζουμε την μήτρα Μ* (Γ) , Π οποία προκύπτει από την μήτρα JVT ' (r j αφού 

διαγράυ,ουμε την 0) γραμμή και την ύ) στήλη της. Προφανώς, η μήτρα 

Μ* 'yr), τ Ε 0, R Ι, είναι επίσης μια μη ιδιάζουσα Μ-μήτρα. Έτσι, έχουμε: 

adji#(r)>0, r e 0,£(α)ί 93 (25) 

Γενικά, μπορούμε να γράιρυμε: 

(-\)ΗΜ%) 
i,2,...,y-i,y + i,...,iö-i,o+i,...,/2 

(-ly^M^MÎ1'2'···'^1'^1'···'" 
V ; ν\ΐ,2,.·.,/-1,/ + 1,..,^ 

(27) 

όπου ( - 1 ) / + ; Μ Η ( Γ ) 

'l,2,...J-lJ + l,...,fl 

.i,2,...,y-i,y+i,...,/2. 
είναι το αλγεβρικό συμπλήρωμα του 

9 3 Στην ιδιαίτερη περίπτωση που η μήτρα M m ή, ισοδύναμα, η μήτρα Α είναι μη διασπώμενη 

μήτρα, η μήτρα Μ. (Γ) είναι επίσης μη διασπώμενη. Έτσι, για κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με 

r e 0 , i? W ì , δα ισχύει: 

adjMÌ a )(r)^0 (26) 

ΒΛ. Gantmacher [1966, σεΑ. 53]. 
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στοιχείου της μήτρας Μ* '{Γ) που κείται επί της j γραμμής και της / στήλης της. 

Έτσι, από τη σχέση (25) προκύπτει: 

'i,2,...j-i,y+i,...,fl 
(_l )^ M (")( r ) 

\,2,...J-\,i + \,...,n 

> 0 94 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (21), (27) και (28) 8α έχουμε: 

(~l)i+jMÌa)(r) 

(-\)i+JM{a)(r) 

ί I2,...,j-lj + l,...,n) 
>0<=> 

\\,2,...,ί-\,ί + \,...,η1 

\,2,...J -ÌJ + \,...,ω-\,ω + \,...,η 

.1,2,...,/-1,/ + 1,...,ω-1,ο) + 1,...,Β. 
>0<^> 

>0 9 5 

(28) 

9 4 Με βάση τη σχέση (26), στην ιδιαίτερη περίπτωση που η μήτρα Μ (/*] ή, ισοδύναμα, η μήτρα Α 

είναι μη διασπώμενη, τότε, δεδομένου ότι η μήτρα Μ, (τ) είναι μη διασπώμενη, για κάθε τψή Γ του 

ποσοστού κέρδους, με Τ Ε 0,ÄW),8a ισχύει: 

(-l)/+7M. (o)(r) ^ 0 (29) 
'l,2,...J-lJ + l,...,fl 

U,2,...,i-i,/+i,...,/j 

9 5 Κατά τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται, με βάση τις σχέσεις (26) και (29), ότι στην ιδιαίτερη περίπτωση 

που η μήτρα Μ ( f i ή, ισοδύναμα, η μήτρα Α είναι μη διασπώμενη, τότε, δεδομένου ότι η μήτρα 

Μ» If) είναι μη διασπώμενη, για κάδε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με Γ G 0,R Ι , δα ισχύει: 
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Έτσι, με βάση το ανωτέρω Λήμμα είμαστε σε δέση να συγκρίνουμε τις 

ονομαστικές τιμές του εμπορεύματος θ) μεταξύ της υπερέχουσας τεχνικής (β} και της 

υποδεέστερης τεχνικής (α). Στην τυχαία τιμή τ του ποσοστού κέρδους, με 

Γ € IO, R ι, η διαφορά των ονομαστικών τιμών του εμπορεύματος Θ, σε όρους του 

τυχαίου τυπικού εμπορεύματος U, μεταξύ των τεχνικών {α) και ψ) προσδιορίζεται 

ως εξής: 

Μ L A * D(°)(en)T 

Τ Ρ 

JT'Ö ρκ 'u 
<=> 

P{<if 
-τί·)(Ατ-f\<)-Ρ{°\<) W 

pK 
w 

ΜίΑτ 

W 
W 

py 'u 
<=> 

w 

A i 

(t)(AT -7Î"){AT -ί fi\tf -t\c) = 
W ( 4 i>W(4 
fr 'u Ja) 

pK Ju 

<=> 

i%:)r-^{4= 
'ρ^:)ψ\)-\^(4\ρ ÏW, 

(ί^Α) 

δηΛαδή η σχέση (17). 

(«) 
« 

>-( 

m 
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P{'\4 (><•>„)- ?W(c,;)r (?(«).)+ pW(C|;) ^ , ; ) : 

r yu 
( P W » ) ( P W » ) 

• ^ » j 

( > « - * « ) (j>w«Xc;)r- pW(a(;) 

(^X /r Ju 

Έτσι, από τις ανωτέρω ισότητες που μελετήσαμε καταλήγουμε στην ακόλουθη 

σχέση: 

V{4f-P{tf = 
^-^ψψ)τ-\ρ^ή u 

(PW»)(PW») 

(30) 

Αντικαθιστώντας τη σχέση (1.2.a.l3) στην ανωτέρω σχέση (30) προκύπτει η ακόλουθη 

ισοδύναμη σχέση: 

f\4-Ρ{°\4= 

ρ(°)α(ι+ή+αΜ,-(ι+ήΑ^Τ (*<*%)- j»w(e;) 

( P W * W « ) 

1-'/ ΛΤ 
ßWd(l + r) + d0"U(^)u)e;[/-(l-i-r)^)r(e;) Ρ ( % ) r-(! + / ) # 

96 (31) 

(/><·ψ'>Β 

9 6 Αντικαθιστώντας στη σχέση (30) την τψή του εμπορεύματος 0) με την τιμή του εμπορεύματος J, 
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Θα απλοποιήσουμε την ανάΛυσή μας χρησιμοποιώντας τον εξής συμβολισμό: 

C%)M?(r)]--Sdj\l-(\ + r)M με (.)= (α), (β) (33) 

και 

<?(-)w=k)(')M'-('+')'»(-) 1-1 
μ ε ( . ) = (α), (β) (34) 

Σύμφωνα με τη σχέση (34) 8α έχουμε: 

-1/ -\Γ 
/-(l + r)A«f (ej) = £(r), με (.)=(«)· 00 (35) 

και 

. ( • ) ,(·). /-(1+rK-' »=Σ^(Ψ;.^(-)=(«).0») (36) 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (35) και (36) στη σχέση (31), λαμβάνουμε την ισοδύναμη 

σχέση: 

?>{$-p(tf= 
fw</(i+r)+i„](pw«)?U)(0-[?w(':)r]Éi!,i,('K' 

• ο 

f\4-~ρ{αΜ 

J = 1,2,...,η και λαμβάνοντας unóyn τη σχέση (1.2.a.13), προκύπτει η διαφορά των ονομαστικών τιμών, σε 

όρους του τυχαίου τυπικού εμπορεύματος U , του παραγόμενου εμπορεύματος j μεταξύ των τεχνικών Ι α) 

και [β)· Έτσι, στην τυχαία τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, με Γ € 0,i? ), δα έχουμε: 

p"d(\ + r) + d0 ψ%}ί[ΐ - (1 + r)^]_ ,( e;) r - [ρ%)Τ};[/ - (1 + r ) ^ 

( ° > » ) ( ρ ( ^ 

(32) 
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pW</(l + r) + </0U«W ιί? (Ή 

(?{-ψβ)») 

ÌW ±*{Μ 
Η 

W 
97,98 (37) 

9 7 Αναλυτικότερα η σχέση (37) γράφεται ισοδύναμα ως εξής: 

ώ'Μ»ί- É^w», 
Η 

M' ? 0 

0 Ja) 

q£](r)u 

- Σ^('Κ 
(37a) 

9 8 Κατά τον ίδιο τρόπο, αν είχαμε αντικαταστήσει τη σχέση (1.2.a.12) στη σχέση (30) και είχαμε Λάβει 

unóyn μας τις σχέσεις (35) και (36), 8α είχαν προκύυει οι ισοδύναμες σχέσεις: 

f\4-ρ{α){<ϊ 
[ρ ( ί ) </(ΐ+ /) + </„' a(") C\r) u 

4a) 
F' Σ«ί'('Κ («:)' 

(ϊ·ψ>\) 
<=> 

^ ( a ; ) r - p ' - ) ( < ) r ^ W < 1 + f ) + d · - » 
(ρΜ„)(ρΜ„ »!ÌM Σ Ί " ' ( ^ 

y=i 

(«:) ' > o 

298 



Η σχέση (37) 8α αποτελέσει το σημείο αφετηρίας για να προσεγγίσουμε τα 

προβλήματα που δέσαμε παραπάνω. Καταρχήν 8α δείξουμε, ότι υπάρχει μια ιδιαίτερη 

μορφή τυποποίησης, που εξασφαλίζει ότι η αντίστοιχη ονομαστική τιμή του 

εμπορεύματος 0) που παράγεται από την υπερέχουσα τεχνική ψ) είναι μικρότερη 

της ονομαστικής τιμής του εμπορεύματος ω που παράγεται από την υποδεέστερη 

τεχνική (α). 

Πρόταση 4. Για κάδε τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα U της 

μορφής 

u - ^ z ( e z ) + ^»(e®) > ο π ο υ ω-0> λΖ>-0, Ζ = 1,2,...,/? και Ζ Φ 0), 

στην τυχαία τιμή τ του ποσοστού κέρδους, r G 0, R Ι, δα ισχύει: 

αν και μόνο αν η τεχνική \ρ) υπερέχει της τεχνικής ( « ) 
99 

«!iW Μι 

7 « ( r ) u 2 

C('H-

Ztfvto 
ώ/ΟΉ+ι 

(37b) 

ίίί(Ή 
9 9 Με άλλα Λόγια, η Πρόταση (4) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα Ü, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική Iß) στην τεΛική τεχνική [βJ η 
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αν και μόνο αν η τεχνική [α) υπερέχει της τεχνικής iß)wo και 

αν και μόνο αν οι τεχνικές ία] και (β) είναι ισοκερδοφόρες.101,102 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος (ΰ μειώνεται, αν και μόνο αν η τεχνική (β) υπερέχει της τεχνικής 

( « ) • 

100 jyjg α ^ ^ α Λόγια, η Πρόταση (4) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα U, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική ( ß j στην τελική τεχνική (/?) η 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος (ΰ αυξάνεται, αν και μόνο αν η τεχνική (ß j υπερέχει της τεχνική-

1 0 1 Με άλλα λόγια, η Πρόταση (4) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα U, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική ( ß j στην τελική τεχνική yß) η 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος (ΰ παραμένει αμετάβλητη, αν και μόνο αν οι τεχνικές (β) και yß) 

είναι ισοκερδοφόρες. Σύμφωνα με τον Ορισμό (2), το Πόρισμα (3) και την Πρόταση (3), σε μια τιμή Γ , 

Γ <= 0,R 1, του ποσοστού κέρδους που οι τεχνικές (β) και yß) είναι ισοκερδοφόρες, η ανωτέρω 

πρόταση 8α ισχύει γενικά για κάδε παραγόμενο εμπόρευμα, ανεξάρτητα από το τυπικό εμπόρευμα U. 

1 0 2 Μια ειδικότερη μορφή της Πρότασης (4) αποδεικνύεται στο Herrero, Jimenez-Raneda, and Villar [1980, 

σσ. 166-167], Στην ανωτέρω εκδοχή της η Πρόταση (4) βασίζεται στις ακόλουθες υποθέσεις: 

• Οι μήτρες Α και Α είναι μη διασπώμενες μήτρες, 

• ΐ4 α ) (/Η°> για ΪΦ), 

• m)"' (/)>-0, για i = j και 

• Αω=0 

Με βάση τις ανωτέρω υποθέσεις αποδεικνύεται, ότι κάθε μια από τις ακόλουθες συνθήκες: 
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Απόδειξη: Σύμφωνα με την μορφή του τυπικού εμπορεύματος U, του οποίου την 

μορφή περιγράυ/ιμε παραπάνω, για τις συνιστώσες του Uj, j = \,2,...>n, δα ισχύουν οι 

εξής σχέσεις: 

Ü, = u2 = . „ = uz_] = üz+] = . . . = ί/ω_] = 1/ω+1 = . . . = 1/Λ = 0 

και 

υζ = λζ^0 

νω = Κ^ 

(38) 

(39) 

(40) 

Αντικαθιστώντας στη σχέση (37) το τυπικό εμπόρευμα U και Λαμβάνοντας unóyn μας 

τις σχέσεις (38), (39) και (40) δα έχουμε: 

&{*)'-Ρ($= 

j>M«/(l + r)+4li>M <£>(')» (ί). Σ#'Μ 
> ι 

(4 
j)WB ψ«) 

• ρ ?- ρ , 

Jβ) J Ja) 
py ' -< /Τ ; και 

αποτεΛεί απΛώς ικανή συνθήκη για να έχουμε αντίστοιχα: 

t\4=f\c:)
T 
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x(<) pwd(l + r)+rfo 4") PK ' qÎ\r)\xM(c^+^(eÎf ±$('>J 
.H 

(4 
%ψ%) 

^+/)+*¥·'{ώ»(Γ)[α,(ί)'+α.(«:)Ί-[ΐίί'(ίμ,+ΐίί»(ί>ι.1(<]( 

(pW»)(p«u 

iïM+o+^l&K'M'tf-Mi'H'ïf 

p{"]d(^'hd« 

(p(\)(p^ 

Wu)(pWu) 

Έτσι, με 6άση τις σχέσεις (38), (39) και (40), η σχέση (37) γράφεται ισοδύναμα ως 

εξής: 

Ρ«\4^°\4=-
iWrf(i + r) + </0 

Α«ρ«« ^ W M - Î ^ W ' ) (41) 

Θα δείξουμε, ότι γενικότερα ισχύει: 

Ì'](4)Te(r)-?{\':)T${')>*. (). (*) = («)· 00 «- '** («) 

Έστω ότι: 

και 

P « = P W , 

ώΟ·Ηί?(') 

«2«=$« 
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Τότε, με βάση τις σχέσεις (33) και (34) δα έχουμε: 

ρ{'\4^)-ρ{ή{4^> 

ζ(α)(α» Μ 

ÄW/'P" 

^)(0" 

( * ) 
>' c<?(r) 

M 

W," 
D«(r) ' V '> D«(r) 

i?M' ,w Dw(;) 

Z>W(r) ' ( * ) ' W DW(f)jD^(r) 

i)W(r) 
V / 103 — 

P^\m-Pia\4^(r) M D^(r) 

Jz^(r) 

ΣΛίΒ)« $(')- Z'W) 
;=1 

,(«) «iï'M 

two 
[_'=!, 7?^ 

,(«) C'W- t'W) 
7 = 1. J^ffl D^(r) 

J=I,7>£ÛL JJ υ y) 

Σ I^U°W^)-^(^\r) 
J=l,i^a 

D{a)(r) = 

1 0 3 Προφανώς ισχύει: 

^ ( 0 = ̂ ( 4 j = l,2,....n 
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Σ 4 o ) [d α V)ώ ) (^)-ίi α \oώHφ4 α ) [^ ) ( ί oώH^^ώ ) (r) 9 L α ) (r) 
i Ί=\,ίΦω,ζ 

D(a)(r) 

D%) 

-00 
i Σ'ί' («) 

+ / («) ί?(') Jûxy 

(«) («) 
Hzz ( ' ) 

ß W ( r ) 

ßW(r) 

Σύμφωνα με το Λήμμα (3) και ειδικότερα τις σχέσεις (15) και (16) δα ισχύει: 

Μ Σ'ί 
;=1, ϊϊα,ζ 

+ / W »£>(') ?1"'('') 
ώ»('·) ώ'ο·) 

^ 0 

Έτσι, με βάση τις ανωτέρω ισότητες, τηυ ανωτέρω σχέση και τη συνδήκη Hawkins-

Simon δα έχουμε: 

i 

ì-ì, JT^O), ζ 

Σ'ί' +/ w ?La)(') 

w 
^°)(r) 

lt'\r) 
yO 

και 

1104 i5w(e;)r
îW(r)-pW(a;fiW(^»: 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (39), (41) και (42) προκύπτει: 

1 0 4 Ακολουθώντας μια α ν ά λ ο γ η αποδεικτική διαδικασία, μπορούμε να δείξουμε ότι: 

\Τ („\, \ _ί„\ι .\Τ t\tf ë(')-t\*:) m>* 

Ρ{ψ,)',{:\ή-Ρ{,ψ,)'έ\')^ 

Ρ{>ψ,)\%)-ί>{»](<)\%) >-Ι 
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»J?W(e: f - i5W(a:)1 = φίρ("'<1 + r) + (/, 

Επομένως, από την ανωτέρω σχέση (43), τους Ορισμούς (1) και (2), 

και (3), καθώς και την Πρόταση (3) 8α έχουμε: 

Ισχύει: 

' « ) ' 
MA'^fâ 

η 

>(«), p{a)d(\ + r) + d0^, 

αν και μόνο αν η τεχνική yßj υπερέχει της τεχνικής \α) 

• Ισχύει: 

PW(e;)Vp«(e»y 

η 

p H / ( l + r) + do>-Of 

αν κα/ μόνο αν η τεχνική (α) υπερέχει της τεχνικής yßj και 

• Ισχύει: 

?w(*:) r=? ( iW 
η 

αν και μόνο αν οι τεχνικές (α) και (jö) είναι ισοκερδοφόρες. 

305 



Μια δεύτερη, ιδιαίτερη μορφή τυποποίησης, που εξασφαλίζει ότι η ονομαστική 

τιμή του εμπορεύματος (υ που παράγεται από την υπερέχουσα τεχνική (β) είναι 

μικρότερη της ονομαστικής τιμής του εμπορεύματος ύ) που παράγεται από την 

υποδεέστερη τεχνική (α), θα μελετήσουμε παρακάτω: 

Πρόταση 5. Αν οι μήτρες Α και Α είναι διασπώμενες και διαφέρουν ως προς 

την μέθοδο παραγωγής του μη βασικού εμπορεύματος α, τότε για κάθε τυποποίηση 

των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα U της μορφής: 

; ' = ι 

όπου: λ ;·>0, j = 1,2,...,ir, Am>0, k<z<n, ζ Φ®, λΖ > 0 και u^AJejj) , στην 

τυχαία τιμή τ του ποσοστού κέρδους, τ 6 0, R Ι, θα ισχύει: 

αν και μόνο αν η τεχνική iß) υπερέχει της τεχνικής (tfj105 

αν και μόνο αν η τεχνική ία) υπερέχει της τεχνικής (β)106 και 

αν και μόνο αν οι τεχνικές (α) και ψ) είναι ισοκερδοφόρες.107 

1 0 5 Με άλλα Λόγια, η Πρόταση (5) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα U, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (ffj στην τελική τεχνική yß) η 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος Θ μειώνεται, αν και μόνο αν η τεχνική Ι β) υπερέχει της τεχνικής 

(«)· 

106 Μ ε α ^ ^ α λόγια, η Πρόταση (5) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα U, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (ff) στην τελική τεχνική yß) η 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος (ΰ αυξάνεται, αν και μόνο αν η τεχνική ( β ) υπερέχει της τεχνικής 

00-
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Απόδειξη: Εφόσον οι μήτρες Α και Α^ ' είναι διασπώμενες και διαφέρουν ως 

προς την μέθοδο παραγωγής του μη βασικού εμπορεύματος (θ, στην τυχαία τιμή r 

του ποσοστού κέρδους, Γ 0, R J, δα έχουμε: 

k<(ù<n (44) 

gW = 0 , 7 = 1,2,...,* (45) 

και 

q^Ko, j = k + l,k + 2,...,n™ (46) 

Σύμφωνα με τη σχέση (44) και την μορφή του τυπικού εμπορεύματος u, την οποία 

περιγράι/αμε παραπάνω, για τις συνιστώσες Uj, j = \,2,...,n, του τυπικού εμπορεύματος 

u δα ισχύουν οι εξής σχέσεις: 

Uj = Xj>0, j = l,2,...,k (47) 

«λ-f-l = "λ+2 = · · · = «2-1 = «ζ+ι = . · · = V i = «»+1 =·•·= "« = 0 ( 4 8 ) 

UZ=XZ>0 (49) 

1 0 7 Με άλλα λόγια, η Πρόταση (5) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα U, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (ß l στην τελική τεχνική (ρ) η 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος (ΰ παραμένει αμετάβλητη, αν και μόνο αν οι τεχνικές (û j και yß) 

είναι ισοκερδοφόρες. Σύμφωνα με τον Ορισμό (2), το Πόρισμα (3) και την Πρόταση (3), σε μια τιμή Γ , 

Γ G 0,i? Ι, του ποσοστού κέρδους που οι τεχνικές l ö j και iß) είναι ισοκερδοφόρες, η ανωτέρω 

πρόταση 8α ισχύει γενικά για κάδε παραγόμενο εμπόρευμα, ανεξάρτητα από το τυπικό εμπόρευμα U. 

1 0 8 Βλ. σχέση (1.2.a.19). Εξαιρείται μόνο η ιδιαίτερη περίπτωση που οι μήτρες Α και Α ανήκουν 

στην κατηγορία 3~ κι επιπλέον ισχύει: 

Αχι = ^ 2 2 = " 

Με βάση τη σχέση (44), στην ανωτέρω περίπτωση - και μόνο σε αυτήν - Θα ισχύει: 

9 ? = ° . ; = 1,2,...,ίΐ,με )Φ(ύ 

και 

Hm ι 

Στη συνέχεια 8α δείξουμε, ότι η ανωτέρω, ιδιαίτερη περίπτωση δεν αποτελεί εξαίρεση, όσον αφορά τα 

αποτελέσματα που συνεπάγεται, στην γενική περίπτωση. 

307 



και 

u. = ^>0 (50) 

Εφαρμόζοντας τις σχέσεις (44), (45), (46), (48), (49) και (50) 8α έχουμε: 

j=\ j=\ j=k+i 

Σ^ίηΜ^)^^ 
i-i 

ÎîiftrV; =,«(,)*,+ώ)('Κ 
;'=ι 

Ο 

(51) 

Αντικαθιστώντας στη σχέση (37) το ανωτέρω τυπικό εμπόρευμα u και τη σχέση (51) 

8α έχουμε την ακόΛουδη ισοδύναμη σχέση: 

*»{$-Ρ{<)τ = 

ÎW Pwrf(i+/·)+</» ä(r) „· Σ^Η'-Κ (4 

ΐ(«) 

( P W « ) ( P W » ) " 
ώ>Μ 

(Ρ(">«)(Λ) 

a(«) 

ΣΑ-(β') H ( e 0 -&{<%{^ 
LH 

^^^a^Mu|a^) 7 -a^y 

( P W " ) ( P W » ) 

(52) 
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Έτσι, με βάση τις σχέσεις (44), (45), (46), (48), (49), (50) και (52) η σχέση (37) 

γράφεται ισοδύναμα ως εξής: 

Η L 

Σύμφωνα με τις σχέσεις (42), (44), (46), (47) και (49) 8α έχουμε: 

iiÌ)WÌ^*)(«/)r+i.i/'w(«i)riiÌ)W-?w(^)riiÌ)W 
j=\ L 

Έτσι, από τις σχέσεις (53) και (54) προκύπτει: 

^Ρ{ή{4-ρ{ή{4 = sign />W<l + r) + d„ 109 

(53) 

y 0 (54) 

(55) 

1 0 9 Όπως έχουμε δείξει, στην περίπτωση που οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία 3~ κι 

επιπλέον ισχύει: 

*22 "~ Λ 2 2 

συνεπάγεται: 

Ä'W-i 

«!?(Ή 
Έτσι, θα έχουμε: 

^«ΣΛ")'+^Γί (* ,(«:)ν.ΛΜ-? ι· ,(«:)Γώ ,«1=Σ^ , ,(«ΐ)Γ +« (%ί1 5 6> 
7 = 1 *- ^ ; = ι 

Εφαρμόζοντας την ανωτέρω σχέση (56) στη σχέση (53) θα έχουμε: 

Σ»-ΓΡ{'Κί+«(%) 
i=l 

(57) 

Προφανώς, από τις σχέσεις (47) και (49) και την υπόθεση μας: 

3α ισχύει: 
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Επομένως, από την ανωτέρω σχέση (55), τους Ορισμούς (1) και (2), τα 

Πορίσματα (1) και (3), καθώς και την Πρόταση (3) θα έχουμε: 

• Ισχύει: 

'(4 
η 

f\C)T,p^T 

*('), p{a)d(ì + r) + do^0, 

αν και μόνο αν η τεχνική yßj υπερέχει της τεχνικής [α) 

• Ισχύει: 

η 

p W d(l + r) + i/o>-0, 

αν και μόνο αν η τεχνική {a J υπερέχει της τεχνικής yßj και 

• Ισχύει: 

? w (4=? w (4 
ή 

αν και μόνο αν οι τεχνικές yd) και yß) είναι ισοκερδοφόρες. 

Είδαμε δύο ιδιαίτερες περιπτώσεις τυποποίησης των διανυσμάτων τιμών των 

τεχνικών (ß J και iß), σύμφωνα με τις οποίες η ονομαστική τιμή του εμπορεύματος 

£ ¥ <%) r

+ «<%) r >o (58) 

Έτσι, από τις σχέσεις (57) και (58) προκύπτει 

sign #»{<) - P W ( < ) =*> ?"Μι+ο+* 

δηλαδή η σχέση (55). 
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ω που παράγεται από την υπερέχουσα τεχνική (β) είναι μικρότερη της αντίστοιχης 

τιμής του εμπορεύματος ύ) που παράγεται από την υποδεέστερη τεχνική (α). 

Για κάδε μια από τις ανωτέρω μορφές τυποποίησης των διανυσμάτων τιμών των 

τεχνικών [α) και (β) η τιμή του εμπορεύματος (ù που παράγεται από την 

υπερέχουσα τεχνική ψ) είναι μικρότερη της τιμής του εμπορεύματος ω που 

παράγεται από την υποδεέστερη τεχνική Ια), ανεξάρτητα αν η ονομαστική τιμή του 

εμπορεύματος ύ) εκφράζεται σε όρους της εργασιακής δύναμης ή σε όρους του 

τυπικού εμπορεύματος U.ÌW 

Από την Πρόταση (4) και την Πρόταση (5) προκύπτει η ακόλουθη Πρόταση. 

Πρόταση 6. Για κάδε καλάδι εμπορευμάτων U της μορφής: 

u = K\eÌ) +^ω{4) > ω ^ 0 , λζ>0} =\,2,...,η και ζ ^ ω , 

ή, στην ιδιαίτερη περίπτωση που οι μήτρες 4̂ ' και 4̂ είναι διασπώμενες και 

διαφέρουν ως προς την μέδοδο παραγωγής του μη βασικού εμπορεύματος Θ, της 

μορφής: 

η 

1 1 0 Για κάδε άλλη μορφή τυποποίησης των τιμών είναι αδύνατον a priori να καθοριστεί η σχέση των 

ονομαστικών τιμών του εμπορεύματος (υ μεταξύ των τεχνικών (ß j και yßj. Κατά συνέπεια, "...the 

numeraire is not neutral when we come to compare the price systems assosiated with different 

technologies, though the contrary claim is sometimes made." (6A. Herrero, Jimenez-Raneda, and Villar 

[1980, σελ. 168]). To αξιοπρόσεκτο είναι ότι ο "αντίθετος ισχυρισμός" διατυπώνεται στην αμέσως επόμενη 

παράγραφο του ίδιου άρθρου: "If... (ß j και iß) are two technologies which differ only in the ... ft) -th 

method of production, and for a certain value of Γ = Γ, we find that ... ρ -< ρ ... (then)... 

Ρ \el) ~^ Ρ \eù>) » however we normalize, i.e. prices in termes of any numeraire of the ω-th 

commodity are lower for technology yßj than for technology i ß ] , and so technology iß) provides a 

lower price for the said rate of profit, and will be preferred to the alternative technique." [Οι μόνες 

τροποποιήσεις που κάναμε στο ανωτέρω απόσπασμα είναι στο συμβολισμό και στην προσθήκη της λέξης 

"then"]. 
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όπου: kj>0, 7 = 1,2,...,/:, λω>0, k<z<n, ζ^ω, λζ>0 και u^xAenA 

τυχαία τιμή τ του ποσοστού κέρδους, τ 6 0, R 1, 8α ισχύει: 

τ 
στην 

> Μ ( 4 PW» 

ή (ßj υπερέχει της τεχνικής iöfV ou ΚΌ/ μόνο αν η τεχνική /̂Jj υπερέχει της τεχνικής idilli 

P ( e ) (ej) P W « V 

αν wo/ μόνο αν η τεχνική (α) υπερέχει της τεχνικής (β)1 1 2 και 

1 1 1 Η ανωτέρω σχέση δηλώνει, ότι αν κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (ß) στην τελική 

τεχνική iß) η τιμή του εμπορεύματος (0 μειώνεται ή μένει σταθερή, τότε η τιμή του εμπορεύματος U 8α 

μειώνεται ποσοστιαία λιγότερο από την τιμή του εμπορεύματος (υ, αν και μόνο αν η τεχνική (ρ) 

υπερέχει της τεχνικής \ü). Αν όμως κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (ff) στην τελική 

τεχνική (β) η τιμή του εμπορεύματος (ΰ αυξάνεται ή μένει σταθερή, τότε η τιμή του εμπορεύματος U 8α 

αυξάνεται ποσοστιαία περισσότερο από την τιμή του εμπορεύματος 0), αν και μόνο αν η τεχνική [βJ 

υπερέχει της τεχνικής \0t). Στην ειδική περίπτωση που το εμπόρευμα U αποτελείται από το απλό 

εμπόρευμα j , j: = 1,2,...,7! με j Φ (0 , η ανωτέρω σχέση δηλώνει, ότι αν κατά την μεταπήδηση από την 

αρχική τεχνική (α) στην τελική τεχνική iß) η τιμή του εμπορεύματος (ΰ μειώνεται ή μένει σταθερή, 

τότε η τιμή κάδε απλού εμπορεύματος j 8α μειώνεται ποσοστιαία λιγότερο από την τιμή του 

εμπορεύματος (0, αν και μόνο αν η τεχνική iß) υπερέχει της τεχνικής I ß ) . Αν όμως κατά την 

μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (ß) στην τελική τεχνική iß) η τιμή του εμπορεύματος 0) 

αυξάνεται π μένει σταθερή, τότε η τιμή κάδε απλού εμπορεύματος j 8α αυξάνεται ποσοστιαία 

περισσότερο από την τιμή του εμπορεύματος (ύ , αν και μόνο αν η τεχνική iß) υπερέχει της τεχνικής 

Ι θ ) . Προφανώς, εφόσον αναφερόμαστε σε λόγους τιμών, τα ανωτέρω συμπεράσματα είναι ανεξάρτητα 

από το μέτρο των τιμών (numeraire). 

1 1 2 Η ανωτέρω σχέση δηλώνει, ότι αν κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (ß) στην τελική 

τεχνική ( β) η τιμή του εμπορεύματος (ύ μειώνεται ή μένει σταθερή, τότε η τιμή του εμπορεύματος U 8α 

μειώνεται ποσοστιαία περισσότερο από την τιμή του εμπορεύματος (ΰ, αν και μόνο αν η τεχνική (fl) 

312 



^{e"a) /PU . A ( W (ß) 

αν και μόνο αν οι τεχνικές (α) και yß) είναι ισοκερδοφόρες.113,114 

Απόδειξη: Θα εξετάσουμε κάθε μια από τις ανωτέρω περιπτώσεις ξεχωριστά: 

υπερέχει της τεχνικής (/?). Αν όμως κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (β) στην τελική 

τεχνική yß) η τιμή του εμπορεύματος (0 αυξάνεται ή μένει σταδερή, τότε η τιμή του εμπορεύματος U 8α 

αυξάνεται ποσοστιαία λιγότερο από την τιμή του εμπορεύματος (ύ , αν και μόνο αν η τεχνική yß) 

υπερέχει της τεχνικής ( θ ) . Στην ειδική περίπτωση που το εμπόρευμα U αποτελείται από το απλό 

εμπόρευμα _/,_/'= 1,2,...,/) με J Φ (ύ , η ανωτέρω σχέση δηλώνει, ότι αν κατά την μεταπήδηση από την 

αρχική τεχνική (β) στην τελική τεχνική yß) η τιμή του εμπορεύματος (ΰ μειώνεται ή μένει σταθερή, 

τότε η τιμή κάδε απλού εμπορεύματος J da μειώνεται ποσοστιαία περισσότερο από την τιμή του 

εμπορεύματος CO, αν και μόνο αν η τεχνική (α) υπερέχει της τεχνικής yß) • Αν όμως κατά την 

μεταπήδηση από την αρχική τεχνική yd) στην τελική τεχνική (β) η τιμή του εμπορεύματος (ΰ 

αυξάνεται ή μένει σταδερή, τότε η τιμή κάδε απλού εμπορεύματος J δα αυξάνεται ποσοστιαία λιγότερο 

από την τιμή του εμπορεύματος CO, αν και μόνο αν η τεχνική (β) υπερέχει της τεχνικής yß ) . 

Προφανώς, εφόσον αναφερόμαστε σε λόγους τιμών, τα ανωτέρω συμπεράσματα είναι ανεξάρτητα από το 

μέτρο των τιμών (numeraire). 

1 1 3 Η ανωτέρω σχέση δηλώνει, ότι κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (β) στην τελική 

τεχνική yß) η τιμή του εμπορεύματος CO μεταβάλλεται ποσοστιαία εξίσου με την τιμή του εμπορεύματος 

U, αν και μόνο αν οι τεχνικές (β) και iß) είναι ισοκερδοφόρες. Στην ειδική περίπτωση που το 

εμπόρευμα li αποτελείται από το απλό εμπόρευμα J', J' = 1,2,...,/) με J'Φ (ΰ , η ανωτέρω σχέση δηλώνει, 

ότι κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (β) στην τελική τεχνική iß) η τιμή του απλού 

εμπορεύματος (0 μεταβάλετε ποσοστιαία εξίσου με την τιμή κάδε άλλου απλού εμπορεύματος J , αν και 

μόνο αν οι τεχνικές (β) και yß) είναι ισοκερδοφόρες. Προφανώς, εφόσον αναφερόμαστε σε λόγους 

τιμών, τα ανωτέρω συμπεράσματα είναι ανεξάρτητα από το μέτρο των τιμών (numeraire). 

1 1 4 Εναλλακτικές διατυπώσεις κι αποδείξεις της ικανής συνθήκης μόνο της ανωτέρω Πρότασης (6), στην 

ειδική περίπτωση που το εμπόρευμα U αποτελείται από το απλό εμπόρευμα J ,)' — 1,2,...,/) με J Ψ (ι) , 

βρίσκουμε στους Bidard [1991, σελ. 81], Morishima [1973, σσ. 30-34] και Schefold [1978, σελ. 41]. Την 

ανωτέρω πρόταση, κατά το σκέλος που την πραγματεύεται, ο Bidard την σχολιάζει ως εξής: "La 

déformation de la structure des prix relatifs consécutive à !' introduction d' une nouvelle méthode est 

difficile à prédire mais, si les prix expriment la difficulté de la production, Γ intuition suggère que la 

branche initiatrice du changement technique en bénéficie davantage que les autres qui ne sont pas 

touchés qu' indirectement". Βλ. Bidard [1991, σελ. 80]. 
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Ι. Η τεχνική (β) υπερέχει της τεχνικής (α) . 

Από τις Προτάσεις (4) και (5) προκύπτει, ότι αν η τεχνική (β) υπερέχει της 

τεχνικής ya), τότε και μόνο τότε για τις ονομαστικές τιμές του εμπορεύματος 6), που 

εκφράζονται σε όρους του εμπορεύματος u, δα ισχύει: 

Τ (Λ/ \Τ 

(β) (α) ^ 

Ρ(%:)τ ρ« pyH'u 

w ^ ' U 

p%:j y p(a)» ° 

4> fa) φ u Λ / („) («)\ 
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IL H τεχνική (a) υπερέχει της τεχνικής [β). 

Από τις Προτάσεις (4) και (5) προκύπτει, ότι αν η τεχνική (α) υπερέχει της 

τεχνικής yß), τότε και μόνο τότε για τις ονομαστικές τιμές του εμπορεύματος ύ), που 

εκφράζονται σε όρους του εμπορεύματος u, δα ισχύει: 

J (Λ/ _\Τ 

*">(<*)' >Ρ{'\4) 

Ακολουδώντας μια ανάΛογη αποδεικτική διαδικασία με αυτήν που είδαμε παραπάνω, 

οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

J 

V !±-J-—<Λ Ζ_<^ 

Ρ{'\4 P W » 

III. Οι τεχνικές (α) και (/Ι) είναι ισοκερδοφόρες. 

Από τις Προτάσεις (4) και (5) προκύπτει, ότι αν οι τεχνικές yaj και yßj είναι 

ισοκερδοφόρες, τότε και μόνο τότε για τις ονομαστικές τιμές του εμπορεύματος ύ), 

που εκφράζονται σε όρους του εμπορεύματος U, δα ισχύει: 

t\4=A4 
Ακολουδώντας μια ανάΛογη αποδεικτική διαδικασία με αυτήν που είδαμε παραπάνω 

οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

[PM-PW){4 (PW-P<')> 

Ρ{"\4 = Ρ^ ° 
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Στη συνέχεια 8α εξετάσουμε μια ειδική μορφή τυποποίησης των τιμών, από 

την οποία προκύπτει ότι τα διανύσματα των ονομαστικών τιμών των τεχνικών (α) 

και Ι β) είναι ολικά διατεταγμένα μεταξύ τους. 

Πρόταση 7. Για κάδε τυποποίηση των τιμών με ένα τυπικό εμπόρευμα U της μορφής 

U = XAe^ Ι , όπου ω >~0, στην τυχαία τιμή r του ποσοστού κέρδους, r e 0,JR Ι, δα 

ισχύει: 

αν και μόνο αν η τεχνική ψ J υπερέχει της τεχνικής iff)115 

αν και μόνο αν η τεχνική yaj υπερέχει της τεχνικής (/Η116 και 

αν και μόνο αν οι τεχνικές ί α) και {β) είναι ισοκερδοφόρες.117 

1 1 5 Με άλλα λόγια, η Πρόταση (7) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα U, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική ( θ ) στην τελική τεχνική Ι β) η 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος j , J' = 1,2,,..,Λ, \ιζ)Φ(υ, αυξάνεται, αν και μόνο αν η τεχνική iß) 

υπερέχει της τεχνικής ί α ) . 

1 1 6 Με άλλα λόγια, η Πρόταση (7) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα U, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (α) στην τελική τεχνική Ι β) η 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος j , j = 1,2,..,,11, με_/^ίϋ, μειώνεται, αν και μόνο αν η τεχνική ί α ) 

υπερέχει της τεχνικής ( β ). 

1 1 7 Με άλλα λόγια, η Πρόταση (7) δηλώνει, ότι αν τυποποιήσουμε το διάνυσμα των τιμών με το τυπικό 

εμπόρευμα U, τότε κατά την μεταπήδηση από την αρχική τεχνική (α) στην τελική τεχνική iß) η 

ονομαστική τιμή του εμπορεύματος j , J = 1,2,...,il, παραμένει αμετάβλητη, αν και μόνο αν οι τεχνικές ία Ι 

και ί/Π είναι ισοκερδοφόρες. Σύμφωνα με τον Ορισμό (2), το Πόρισμα (3) και την Πρόταση (3), σε μια 

τιμή Γ , Γ EW,R Ι, του ποσοστού κέρδους που οι τεχνικές ί α ) και [βJ είναι ισοκερδοφόρες, η ανωτέρω 

πρόταση 8α ισχύει γενικά, ανεξάρτητα από το τυπικό εμπόρευμα U. 
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Απόδειξη: Σύμφωνα με τις σχέσεις (33) και (34), δα απλοποιήσουμε την ανάλυση 

μας χρησιμοποιώντας τον εξής συμβολισμό: 

1-1/ ΛΤ 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (36) και (59), καθώς και την υπόθεση μας: 

J 

(59) 

" = λ ω ( ^ ) > λ„ y 0 

στη σχέση (32) θα έχουμε: 

J (Λί ΛΤ 

^)(e;)'-pW(e»y 

ί ^ ι + Ο + ί , ] (pW«)e,;[;-(i+r>w]" (e;)
r - Ρ % · ) Γ k [ / - ( i + ^ ,w 

Ϊ ( « ) rMi+'W» ,w 

(iW^w.-

4:)r}^)4i>%f}iH>-^w 
>(4 

(ρ{ψβ)») 

?w<i(i+0+<i. PW(«Ì) ^ i f 'W- />w(e') w M i + r ) / H (e;) 
-i/ \r 

pW<i(l + r)+rf0][pW(e:)T
9W(r)-pW(e;)%W(r)" 

(i^A) 
pW</(l + i-)+((0 

iW, p{'Wm-p{'Y» j m 
(pW»)(p"<»j 

Έτσι, με βάση τη σχέση (60) η σχέση (32) γράφεται ισοδύναμα ως εξής: 

(60) 
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Aiï-mî~-
>(«) P{a)d(\ + r)+d, 

pMuipMu 
^•jm-^^(r) (61) 

Συνδυάζοντας την ανωτέρω σχέση (61) με τη σχέση (42) και την υπόδεση μας: 

Α ω > - 0 

συνεπάγεται: 

sign f\etf -p(a\etf]*signWd(\ + r) + dt (62) 

Επομένως, από την ανωτέρω σχέση (62), τους Ορισμούς (1) και (2), τα 

Πορίσματα (1) και (3), καδώς και την Πρόταση (3) προκύπτουν τα ακόΛουδα 

συμπεράσματα: 

• Ισχύει: 

? % " ) y ? W ( a ; ) , ; = 1,2,..., η, με }* ω 

η 

p(ß)cf(H-r) + (/o^O, 

αν και μόνο αν η τεχνική Ιβ) υπερέχει της τεχνικής yd) 

• Ισχύει: 

ρΜ(ή)Τ<ρ(*\ή)Τ,] = \,2,...,η, vj*« 

η 

p{a)d(\ + r) + dQ>-Q, 

αν και μόνο αν η τεχνική y aj υπερέχει της τεχνικής yß) και 

• Ισχύει: 

?«(e«)r=?W(e;)r,;=u,...,n, 

η 

p ( a )d(l + r) + ΐ/0 = 0, 

αν και μόνο αν οι τεχνικές (CM και ίβ) είναι ισοκερδοφόρες. 

318 



Στη συνέχεια δα υποθέσουμε ότι οι μέγιστες τιμές του ποσοστού κέρδους των 

τεχνικών παραγωγής (α) και yßj είναι ίσες, δηλαδή ισχύει: 

Με βάση το ερμηνευτικό σχήμα του αλγόριθμου της αγοράς θα συγκρίνουμε την 

κερδοφορία των τεχνικών παραγωγής (α) και yß) στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους. Για την ανάλυση που θα ακολουθήσει είναι σκόπιμο να διατυπώσουμε τα 

ακόλουθα Λήμματα. 

Λήμμα 4. Αν οι μήτρες Α1- και Α" ανήκουν είτε στην κατηγορία JT"118 είτε στην 

κατηγορία (Ù θα ισχύει: 

<«)</=Ü ψ"'ά 
λ 

ι - (ι+R)Cì[h - Ο+Μ$Χ ài ψβ]ή 119 (63) 

και 

fk = x\\^l + R)e:Zk

k\l2-(\ + R)À: >(^d) ™ (64) 

118 Υπό την προϋπόθεση, φυσικά, ότι ισχύει: 

.ΓΙ')') — Ά")Ί *^" ν m ~ Λ22 

(β) 1 1 9 Οπου με λ συμβολίζουμε το βαδμωτό που εκφράζει την αναλογία μεταξύ των διανυσμάτων ρ ι και 

ρ, . ΔηΛαδή: 

pf^A 
Βλέπε τη σχέση (1.3.6). 

1 2 0 Αν στην ειδική περίπτωση που οι μήτρες Α και .4 ανήκουν στην κατηγορία J~ και ισχύει: 

λάβουμε unóyn μας τη σχέση (1.2.a.38), τότε οι σχέσεις (63) και (64) γράφονται αντίστοιχα ως εξής: 

- ι ìl a)^=^{Hì + R)C-ì[h~(\ + R)A: •22 η m) (63a) 

και 

pi')*=λ|ι+0+*)ώ[/2 -o+^p.Vpi^,) (64a) 
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Απόδειξη: Πράγματι, από τη σχέση (1.3.7) προκύπτει: 

ρ« -ρ« =(Α-1$·> + [ # -(ïi'Mi» + Ρ1Μ° ))0 + *)] [/: -(! + * ) # 

pf > = ZpW + [pf ) - (pf A« + pf > A«)(l + R)\ [/, - (1 + R)$ f" 

Σύμφωνα με τις σχέσεις (1.3.6), (1.3.18a), (1.3.44), (1.3.45) και (65) 8α έχουμε: 

^ = #4 +{# + [pf -(ρί'Μ? + Ρ(Μ'))(ΐ + ή] [/2 -(l + R)4f " 

ρ ^ = ̂  + #>*)+[#> - ( ρ ^ > + pf 42

β))(ΐ + *)] [/: - 0 ^ ) 4 f l 

p^Ap^W 

(65) 

ι 

J 2 o 

(pf WÎ + P(/)4f))(i^)-(pP)4)
 + Ρ Μ Ο ) ) ( Ι + * ) ] [/2 - 0 ^ ) 4 Û 

^ - $)+ύβ)($ -4ή] ( ι + φ -0+*)4β) 

</o « 

Λ <=> 

f>i = Αρ Wrf + [(pf <*, )CÌ + ( i f </2 )CÎ ] (1 + ψ - (1 + «)4β ) ' 

pW</=^d+(pi')</,+Pf » φ ΐ ο + φ -0+*)4" 

ύίο<=> 

(/, <=> 

</?<=> 

p«d = #></+ pWrf(l + «)C-£h -(1 + ÌJ)4°} 
</o<=> '2 

pMd l-(l + Ä)e-{f/2-(l + Ä)>4 e ) _ 1(/21 = λρ ( β )</<=> 

(I + A ) £ Ì [ ' 2 - ( 1 + J H ' ) <αιρ(ί)<ί 

Κατά τον ίδιο τρόπο, από τη σχέση (1.3.8) προκύπτει: 
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? ( / ) _p(«)=A^ip(/) -.[(p(«>̂ (/) -.p^^fOO-^-p^] h -O-^M (ß) 
22 

-I 
<=> 

, F2 - P 2 + 
.00 
i22 

P? ) =4P5- > H- .00 
i22 

Επίσης, σύμφωνα με τις σχέσεις (1.3.6), (1.3.17a), (1.3.44), (1.3.45) και (66) 8α έχουμε 

(66) 

h(J, <=> 

?Wd = flWrf1+^Wd2+i[(?W^U5W^)(i+«)-?W][/2-(i+Ji)A 

Ρ w „ = φ {·)„,+ρ w</2)+ψ « Λ « + ρ W4" )(ι+«) - ri·' ] [h - ο + * μ 

ω 
22 

d2 <^> 

(ß) 
22 

ρ«<ί = Αρ Wi + Α[(ρί«)Α« + tf>4f>)(l + * ) - ( p W + PS*'AW)(! + «)] [/, - (1 + R)A ,00 
hi 

άΊ <=> 

${ß)d = X^d + X d2o 

rf2<=> 

P ^ -42
a)) + pW(A2W -4ß))] (1 + Ä) [J2 -(l + Ä)^1 '1 

Ρ ( ^ λ ρ Η / ^ ^ 

p<^ - ^d + ψ { ^ j e - î + ( p ^ 2 ) C - î ] (1 + Κ) [/2 - (1 + R)A 

p^>c/ = Λρ ( α^ + ^ ( ρ ί ß ) ^ + ρ^c)^2) e f ^ Ο + i?) [/2 - (1 + ^ ) 4 f } ]"' :̂ 

?<')</ = lv{a)d + $e)</(l + R)Cl \h - (1 + Mi 1_1 

.00 d2^> 

do <=> 

^ = λ 1 + (ΐ + Α>ΐΐί[/2-(ΐ + Α)Α i(/0 
*22 

</2 $•>«/ 
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Λήμμα 5. Αν ot μήτρες Α και Α^ ανήκουν στην κατηγορία JT~ και ισχύει: 

$ = $*ο. 
τότε 8α έχουμε: 

,00 
-1 

ι - (ι+K)CÌ [h - Ο + W j rf2 = ι+0 + *)£ί [/2-(I+Ä)A 

Απόδειξη: Από την υπόθεση μας: 

και τη σχέση (1.2.a.38) προκύπτει: 

.00 
hi 

1-1 

d2=\ (67) 

1-(1 + K)C{ J 2 -(1 + Ä)4 ι(«) 
*22 

d, = l 

και 

i+(i+i?)C 
χι—Ir /2-0 + fi)AW 

22 

-1 
d2 = 1 1 2 1 , 122 

1 2 1 Από τις σχέσεις (1.2.a.38), (63), (63a), (64), (64a) και (67) προκύπτει, ότι, αν οι μήτρες > Γ ' και Α~ ' 

ανήκουν στην κατηγορία j7~ και ισχύει: 

• ^ 2 2 = ^ 2 2 ^ " ' 

τότε 8α έχουμε: 

^d=ii
ß)d,+^d2=?\

ß)di=XV\a)di=X p f y . + P ^ λρ^</, με Α^-0 (63b) 

Εναλλακτικά, στην ανωτέρω σχέση (63b) μπορούμε να καταλήξουμε μέσα από τις σχέσεις (1.3.6) και 

(1.2.a.38), ανεξάρτητα αν ισχύει: 

^ 2 2 = ^ 2 2 ^ " > 

-̂ 22 ~ ^22 ~ " 

1 2 2 Με άλλα λόγια, στο Λήμμα (5) δείξαμε, ότι, αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία J~ 

και ισχύει: 

Α^Λ^Ο, 

τότε 8α έχουμε: 
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Λήμμα 6. Αν ot μήτρες 4̂ και Â" ανήκουν στην κατηγορία (Ù και ισχύει: 

η 

p ( a W 0 1 2 3 

p ( / ?Wo,1 2 4 

τότε 8α έχουμε: 

l-(l + *)Cî[/2-0 + *)A ,00 
hi 

=ι+(ι+κΚ1μ2-0+Φ ι(ί) άη >- 0 (68) 

Απόδειξη: Αρχικά, δα υποθέσουμε ότι ισχύει: 

p(ffWo, 

και 8α δείξουμε, ότι από την ανωτέρω υπόδεση συνεπάγεται η σχέση (68). 

Πράγματι, από τις σχέσεις (1.3.6) και (63), καδώς και την υπόδεσή μας ότι ισχύει: 

(1 + Ä>ü[/-(1 + Ä)4e )p2 =(i + Ä)Ci[/-(i + Ä)4')]"1rf2 =0 

ea-k I-(l + R)Â 22 
J Β—λ 

ö: = V i 7-(1 + Ä)A (ί) 
22 d,=0 (67a) 

1 2 3 Ισοδύναμα 8α μπορούσαμε να γράΐ)ουμε: 

vp(oWo, vyQ ο 

P ( aWo, 
(α) ~(α) 

όπου με V συμβολίζουμε το 6α8μωτό που εκφράζει την αναλογία μεταξύ των διανυσμάτων p και ρ 

1 2 4 Ισοδύναμα 8α μπορούσαμε να γράΐ)ουμε: 

P ( ÎWO<=> 

μ^άϊΟ,μ^Ο Ο 

ρ(ί)(/*0, 

όπου με μ συμβολίζουμε το 6α8μωτό που εκφράζει την αναλογία μεταξύ των διανυσμάτων ρ και ρ . 
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p(aWo, 

προκύπτει: 

και 

pi'Wo 

\-(\ + R)Ck

kI2-(\ + R)A hi c/,*0 

(69) 

(70) 

Επομένως, με βάση τις σχέσεις (63) και (70) μπορούμε να γράυ,ουμε: 

?«</: 
ιΜΙ 
*22 

~ ( α ) J 
(71) 

1"(I+Ä)C{[/2-(I + Ä)4 

Έτσι, από την ανωτέρω υπόθεση μας και τις σχέσεις (1.3.6), (64) και (71) δα έχουμε: 

(«) Hì+R)CÌ[h -0+Ä)4e 

1 

· = Α l+(l + i ? ) C Î / 2 - ( l + i?)A ,00 
i 2 2 

<Up (ûW 

*22 

Hl+R)Cl\h-{l+R)A ,00 
*22 

-1 
(72) 

Επομένως, απομένει va δείξουμε ότι ένα από τα ανωτέρω βαθμωτά είναι θετικό. Θα 

χρησιμοποιήσουμε τον ακόλουθο συμβολισμό: 

C η (/?) = 
Α·)-) ( • ) 

c f (R) = adj .(·) /2-(l + i?)4J , ( · Η 4 ( 6 ) (73) 

και 

.(:) 

^ ( Ä ) = / 2 - ( l + W . 0 = («), (ß) 
(·) (74) 

Από τη σχέση (73) και την υπόθεση μας ότι οι μήτρες Α% και Α\2 διαφέρουν ως 

προς την στήλη ω — k θα έχουμε: 

Μ ,(*) 

tëtj{R) = CìjOO = <&.,·(4 ; -1,2 Λ —ir (75) 

Έτσι, από τις σχέσεις (73), (74) και (75) προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις: 
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n-k 
ω-k 

και 

/ 2 - ( I + Ä ) A W '22 = e. 

(«) 

a-k la] 
A 

1 

DAn'(R) DA* (R) 

M 

"(ù-kA (4c^2(i?),...,cfflV,(i?)](76) 

'<o-k I2-(l + R)A 

Θέτουμε: 

00 
22 

- ' « - * ^ (*)_ ι 
' » " * ,(/>) (/») 

D ^ (i?) D ^ (/?) 
^..(ΑμΑ,^),-.^*^)](77) 

x = [cÄ,1(Ä>cÄ,2(Ä),...,cÄie.t(Ä)](/2> x e<R (78) 

Επομένως, από τις σχέσεις (76), (77) και (78) προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

ea-k 7 2 - ( l + i?)42

£ 

και 

en~k 
ea-k I2-{l + R)4 

( « ) • 

22 
d- X 

Ι*' Aa) 

DAÌ2'{R) 

iß)} 
m V X 

DAn (R) 

(79) 

(80) 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (79) και (80) στη σχέση (72) 8α έχουμε: 

1 . Λ ^.n-k\r Λ , n\Aß) 

Hì+R)ckk\h-{Ì+R)A (Ό 
22 

=I+(I+A)£Î/2-(I+A)4'' Λ<=> 

(I+Ä) 

Ζ ) 2 2 ( f l ) 

χ 

(1 + i?) 

D 21 (R) 

Aß) 
DÄ2" (R) _DAV(R)+(\ + R)X 

A(Û)/ \ / \ A{ßh \ 
D22 (R)-(\ + R)X D22 (R) 

<=> 

ß) M 
(l + R)1 x1 + DAÌ2' (R)(\ + R)x- DA)-2' (R)(\ + R)X = 0<^> 

Jß,^ nÀ°) (\ + R)x2+D22
 (R)X-D

 21
 (R)X = 0^> 
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χ (Ì+R)X+\D22 (R)-DA* (R) 0 

Από την ανωτέρω εξίσωση δευτέρου βαθμού προκύπτουν οι Λύσεις: 

χ = 0 

και 

Χ = 
ΌΑν- (R)-DAV- (R) 

M) 
Στη συνέχεια 8α διερευνήσουμε τις ανωτέρω Λύσεις: 

a. Ισχύει: 

χ = 0 

Τότε, από τις σχέσεις (79) και (81) συνεπάγεται: 

1 1 

ι-(ι+*>£:ί'-0+*)Α ι(«) 
*22 ào 1 -

(\ + R)x 

M, s 
zr22 (Ä) 

1>~0 

Επίσης, από τις σχέσεις (80) και (81) συνεπάγεται: 

ι+(ι + *>£ί'-0 + *)4 *22 

-ι , (1 + R)x 
d2=\+ V / =1^0125 

ZT22 (i?) 

1 2 5 Οι σχέσεις (82) και (83) εκφράζουν, ότι αν για τις μήτρες Α και Α , που ανήκουν στ 

Φ, ισχύει: 

. ρ*'</*0 ή p w d * 0 κα Μ, 

[Αι(4ώί(4-.^(ψ = β. 

τότε σα έχουμε: 

Με βάση τη σχέση (1.3.6), η σχέση (63c) αναλύεται ως εξής: 
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b. Ισχύει: 

x = 
D

An (R)-DAv- (R) 

Τότε, από τις σχέσεις (79) και (84) συνεπάγεται: 

1 

Φ1 (R) 

1 

Α^ ί \ ί \ ~ 

ΏΑη (R)-(\ + R)X 

> ) 

Ό
 η (ή 

Φ1 (R) 
~ΰ) ~ 
DÄ22 (R)-(\ + R)X 

(Ό 
22 

(84) 

ρ ( / } £/ 2 = λ ρ (

2

α ) ί / 2 
(63d) 

Έτσι, σύμφωνα με τις σχέσεις (1.3.6), (63b), (63c) και (63d), συμπεραίνουμε, ότι αν οι μήτρες Α και Α 

ανήκουν στην κατηγορία (t) κι επιπλέον ισχύει: 

. p(aW0 ή p(/ìW0 KO! 

[^,,,(i?),c^,2(i?),...,c^,fl_,(^)]c/2 = 0, 

τότε η αναλογία μεταξύ των 6α8μωτών ρ à και ρ ά, pj fif| και γ\ ά\, καθώς επίσης και των 

^ ( ΰ ) ι 

βαδμωτών pi û2 KC 

στην κατηγορία J7~. 

. . , ~(ο) , ~(ß)j • ι . Λ(Ο) λ(β) 

οαομωτων pi û2 και p 2 û2 είναι ίση με Λ, όπως στην περίπτωση που οι μήτρες Α και Α ανήκουν 
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DA* (R) 
,(«) A(ß) 

0+*) 
,(«) 

zr22 (Ä) 

Φ1
 (R)-

(o) 

Συνοιμζοντας 8α έχουμε: 

Μ (β) 
Ό11 (R)-DAx (R) 

\-{\+R)Ck

ki2-{i+R)A 
-ι 

η 

D12 (R) 

D η (R) 

yQU6 

Κατά τον ίδιο τρόπο, από τις σχέσεις (80) και (84) συνεπάγεται: 

-ι 
l + (l + Ä)eJl{[/2-(l + Ä)A 

(\ + R) 

Ό11 (R) 

i(ß) 
d22 

d,= 

126 Εφόσον οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία (ί) 8α έχουμε: 

R-<RA» ,RA* 

Επομένως, οι μήτρες I2-(Ì + R)A\V και I2-(\ + R)A είναι μη ιδιάζουσες Μ-

Έτσι, σύμφωνα με την γνωστή συνθήκη των Hawkins and Simon δα ισχύει: 

DA*(R)yQ 

D^(R)>-0 
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(\ + R) Ι ) 2 2 (R)-DAn (R)_ 

0+*) 

DAÌ2'(R)-DAÌÌ'(R)_ 

DAn
 (R) 

Ό11 (R) 

1 + 

( β ) 

Ζ)7422 (i?) 

ζ/2 2
 ( Ä ) 

ZT22 (R) 

Ζ)Λ22 (*) 

Συνομ;ίζοντας δα έχουμε: 

l + (l + Ä)C{f/2-(l + Ä)4 (/0 
22 

-1 £Λ22 (R\ 

ΌΑν- (R) 

(86) 

Με άλλα λόγια, όπως προκύπτει από τις σχέσεις (85) και (86), δείξαμε, ότι από την 

υπόθεση μας: 

p ( aWo 

συνεπάγεται η σχέση (68). 

Στη συνέχεια, δα υποθέσουμε ότι ισχύει: 

P ( / 5 WO, 

και θα δείξουμε, ότι, κατά τον ίδιο τρόπο, από την ανωτέρω υπόδεση συνεπάγεται η 

σχέση (68). Πράγματι, από τις σχέσεις (1.3.6) και (64), καδώς και την υπόθεση μας ότι 

ισχύει: 

p(<Wo, 

προκύπτει: 
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p(ß)</ φ Ο 127 
(87) 

και 

l + O + Ajtìk-O + A)^ C/o ^ 0 (88) 

Επομένως, με βάση τις σχέσεις (64) και (88) μπορούμε να γράιρυμε: 

~(°0 J ρ ( /^ 

λ l+(l + i?)t ì[ /2-(l + i?)A ι(/0 
422 

-1 
(89) 

Έτσι, από την ανωτέρω υπόθεση μας και τις σχέσεις (1.3.6), (63) και (89) δα έχουμε: 

Hì+R)cì\h-{i+M d1 Φά 
pWrf 

< $ • 

k\\+(\ + R)eÜI2-(\ + R)$ ,00 

i-(i+Ä)CU-0+*)4e («) 
< / , = • 

l + (l + i?)C{f/2-(l + Ä)A ,00 
hi 

<^> 

I-(I+Ä)C*/2-(I + Ä)4' 00 
=i+(i+i?)c;/2-0+^M ,00 

*22 
(90) 

127 Σ 

και 

είναι 

και 

3μφωνα 

ισοδύν 

με τις σχέσεις 

p(ßWo 

p(/Wo 

αμες. Επομένως 

t]d = ö 

p(/ ,)rf = 0 

(69) και (87), 

ισοδύναμες 

οι 

δα 

σχέσεις: 

είναι κι οι σχέ σεις 
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Με βάση τη σχέση (90) κι ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με αυτήν που 

περιγράυ,αμε παραπάνω, αποδεικνύουμε τεΛικά, ότι από την υπόθεση μας: 

p«Wo 

συνεπάγονται είτε οι σχέσεις (82) και (83) είτε οι σχέσεις (85) και (86), δηλαδή, σε 

τελική ανάλυση, η σχέση (68).128 

Πρόταση 8. Αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία SF είτε στην 

κατηγορία (Ù, τότε, για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού οι 

ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

J -Μ(ΑΤ 

(a) 

(b) 

; ? M # ( I + 4 Ì ) ^ P w ( 4 

p«i«)(1+S)](a:)Vp«(e;)
J 

(e) pH/-<0 

1 2 8 Αξίζει να σημειώσουμε, ότι κατά την ανωτέρω απόδειξη του Λήμματος (6) κι ειδικότερα από τις 

σχέσεις (82), (83), (85) και (86) δείξαμε, ότι αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία (Û και 

ισχύει: 

P(OWO 

pi'Wo, 

τότε da έχουμε: 

• είτε: 

vw-k / - ( Ι + Λ ) 4 Γ d , = < * / - ( Ι + Ä)A S) 
Λ22 

Λ = 0 (67a) 

• είτε: 

-(i+^)Ci:[/2-(i+^)4ß) 

* D^(R) 
(85a) 

και 

l+( (\ + R)CÏ h-(\ + R)A\! (ß) d, 
PW(R) 

Φ- (R) 
(86) 
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(d) ρ(α)</^0 

(e) v{ß)d<0 

(f) ^ß)d<Q 

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε, ότι για μια τυχαία τυποποίηση των τιμών οι ανωτέρω 

σχέσεις είναι ισοδύναμες. Η σχέση (a) είναι ισοδύναμη με τις σχέσεις (e) και (d). 

Πράγματι, με βάση τις σχέσεις (1.2.a.l0) και (1.3.13) 8α έχουμε: 

ΡΜΛ«(1 + * )](Φ? ( 14 <=> 

ΜΑ(β)ι f"M-(l + i?)](e:)^[pWiff)(l + i?)](e:)7 
<=> 

<=> [^( )̂-Λ«)(ι+ψ)̂ ο 

p(ß)c/(l + i?)^0<^ 

PHMO 

Κατά τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι η σχέση (b) είναι ισοδύναμη με τις 

σχέσεις (e) και (f). Έτσι, με βάση τις σχέσεις (1.2.a.l0) και (1.3.14) δα έχουμε: 

")(i+S)](e;)V[p(^W(i+«)](^)' <=> 

pW^W-ytWjO + s M ^ O <=> 
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m (^)(ι + ;?)](4 ~<0^> 

-<0<=> 

p^)(/(l + i?)-<0<=> 

p^<MO<=> 

/φ(/ί)(/-<0,//>-0<^> 

p ^ O 

Έτσι, για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη, αρκεί να δείξουμε ότι οι σχέσεις 

(e) και (e) είναι ισοδύναμες. Θα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

Ι. Οι μήτρες A^a' και Α^ 'ανήκουν στην κατηγορία 

Από τις σχέσεις (e) και (1.2.a.38) έχουμε: 

pfW/^o^ 

Επίσης, από τις σχέσεις (e), (1.2.a.38) και (1.3.6) έχουμε: 

ρ^ίΜΟ ο 

pS^+p^-^Oo 

λρία)</,-<0<=> 

pf^O 
Έτσι, εφόσον κάδε μια από τις σχέσεις (e) και (e) είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 
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οι σχέσεις (c) και (e) δα είναι ισοδύναμες.129 

Π. Οι μήτρες Α^ 'και Ar ' ανήκουν στην κατηγορία (Û. 

Προφανώς, σύμφωνα με τις σχέσεις (1.3.6), (63) και (64) οι σχέσεις (e) και (e) 

είναι ισοδύναμες. 

Πόρισμα 5. Αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία J7~ είτε στην 

κατηγορία (Ù, τότε, για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους η τεχνική yß) υπερέχει της τεχνικής (aJ, αν και μόνο αν ισχύει μια από τις 

σχέσεις (a) - (f). 

Απόδειξη: Συνδυάζοντας την Πρόταση (8) με τον Ορισμό (3) προκύπτει η απόδειξη 

του ανωτέρω Πορίσματος. 

Πρόταση 9. Αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία ST είτε στην 

κατηγορία Φ, τότε, για κάθε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους οι ακόλουθες σχέσεις είναι ισοδύναμες: 

(b) y«AW(i+R)](4=p(«(4 

(e) ρ(α)ί/ = 0 

(d) pK/ = 0 

(e) pM</ = 0 

(f) p (^i/ = 0 

( h ) p ( e > = p<'> 

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε, ότι για μια τυχαία τυποποίηση των τιμών οι ανωτέρω 

σχέσεις είναι ισοδύναμες. Η σχέση (a) είναι ισοδύναμη με τις σχέσεις (e) και (d). 

Πράγματι, με βάση τις σχέσεις (1.2.a.l0) και (1.3.13) 8α έχουμε: 

1 2 9 Μια εναλλακτική απόδειξη της ισοδυναμίας των σχέσεων (e) και (e), που αναφέρεται στην περίπτωση 

που οι μήτρες Α κα\ Α ανήκουν στην κατηγορία J7~, προκύπτει από τη σχέση (63b). 
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5 w #( i + 4») T =P ( "W ö 

ρΜ#(ι+ψ)Τ=[ρ«ΛΜ(ι+;ψ)7 

?(")(&;)(ι+ψ)Γ=ο. 

<=> 

= 0<=> 

φ)Ίθ+*Μ 

!<=> 

<=> 

νρ(α)ί/ = 0 < ^ 

ρ ( α ^ = 0 

Κατά τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε, ότι η σχέση (b) είναι ισοδύναμη με τις 

σχέσεις (e) και (f). Έτσι, με βάση τις σχέσεις (1.2.a.l0) και (1.3.14) 8α έχουμε: 

J ία\/ \Τ 

? « Λ Μ ( 1 + * ) ] ( 4 = Ρ « ( 4 

[ρ«(#-.Μ)(ι + ψ)Γ=θο 

[p«(^)(i+iî)](e:)
T=o« 

<tï> 

V{ß)d(l + R) = 0 <=> 
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p«d = 0 

Έτσι, για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη, αρκεί να δείξουμε ότι οι σχέσεις 

(d), (f), (δ) κ α ι (h) είναι ισοδύναμες. Προφανώς, από την υπόθεση μας ότι οι μήτρες 

Α ' και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία ST είτε στην κατηγορία (Û, 

συμπεραίνουμε ότι οι σχέσεις (g) και (h) είναι ισοδύναμες.130 Επομένως, η απόδειξη 

της Πρότασης (9) δα είναι πλήρης, αν δείξουμε ότι κάθε μια από τις σχέσεις (d) και 

(f) είναι ισοδύναμη με τη σχέση (h). Πράγματι, από τις σχέσεις (1.2.a.l0) και (1.3.11) δα 

έχουμε: 

(η\ (η\ .1„\,. _Χ 

Ι Ο ρ(")=ρ(")>)(1+β). 

» I-(l + R)A^-(V^d)e:(l + R) (91) 

Κατά τον ίδιο τρόπο, από τις σχέσεις (1.2.a.l0) και (1.3.12) δα έχουμε: 

Ρ ν ιο> 

Ρ 
(β) (l + R)A^U^dyw(l + R) (92) 

Με βάση τη σχέση (91), από τη σχέση (d) προκύπτει: 

ρ(α)</ = 0 ο 

» I-(\ + R)A (β) = 0<=> 

p(ß)=(l + i?)pW#o 

130 Εφόσον οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία 3~ είτε στην κατηγορία (D, για κάδε 

τυποποίηση των τιμών στην τιμή R του ποσοστού κέρδους τα διανύσματα ρ1 και ρ , καδώς επίσης 

τα διανύσματα ρ και ρ είναι συγγραμμικά. Με άλλα Λόγια, η τυποποίηση του διανύσματος των 

τιμών δεν μετα6ά/\Λει τη σχέση που υφίσταται μεταξύ των τιμών των εμπορευμάτων. 
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p(»)=pWl3 1 

Με βάση τη σχέση (92), από τη σχέση (f) προκύπτει: 

ρΜ</ = 0<=> 

0<=> 

Μ-pW=(l + i ? ) p ^ < = > (ß) Α(°) 

p(ß) = ρΜ 132 

Κατά συνέπεια, οι σχέσεις (d), (f) και (h) είναι ισοδύναμες.133 

131 ι(«: ,οο Εφόσον οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία 3~ είτε στην κατηγορία CD, η μέγιστη 

ιδιοτιμή της μήτρας Α είναι απλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυώνυμου. Κατά συνέπεια, το 

ιδιοδιάνυσμα ρ της μήτρας Α , που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της, είναι προσδιορισμένο με 

εξαίρεση ενός 6αδμωτού κι ως εκ τούτου μοναδικό. Με άλλα Λόγια, κάθε διάνυσμα που επαληθεύει την 

ανωτέρω σχέση είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α , δηλαδή ίσο με το ιδιοδιάνυσμα ρ 

1 3 2 Εφόσον οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία J7~~ είτε στην κατηγορία CD, η μέγιστη 

ιδιοτιμή της μήτρας Α είναι απλή ρίζα του χαρακτηριστικού της πολυώνυμου. Κατά συνέπεια, το 

ιδιοδιάνυσμα ρ της μήτρας .Α , που συνδέεται με την μέγιστη ιδιοτιμή της, είναι προσδιορισμένο με 

εξαίρεση ενός βαδμωτού κι ως εκ τούτου μοναδικό. Με άλλα λόγια, κάδε διάνυσμα που επαληδεύει την 

ανωτέρω σχέση είναι ιδιοδιάνυσμα της μήτρας Α , δηλαδή ίσο με το ιδιοδιάνυσμα ρ 

1 3 3 Εναλλακτικά η ισοδυναμία των σχέσεων (e), (e) και (g) αποδεικνύεται ως εξής: Με βάση τις σχέσεις 

(69) και (87) δείξαμε ότι οι σχέσεις (e) και (e) είναι ισοδύναμες. Δεδομένου των σχέσεων (1.2.a.10), 

(1.3.13) και (1.3.14) κι ακολουθώντας μια παρόμοια αποδεικτική διαδικασία με αυτήν που είδαμε παραπάνω 

δα έχουμε: 

Ρ Ι- (l + i?)#] = -(p^)e:(l + i?) (91a) 

και 

ρΟ I-(l + R)A^U^d)e:(l + R) (92a) 

Έτσι, από τις σχέσεις (91a) και (92a) συνεπάγεται, ότι κάδε μια από τις σχέσεις (e) και (e) είναι 

ισοδύναμη με τη σχέση (g). 
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Πόρισμα 6. Αν οι μήτρες Α" και Ä" ανήκουν είτε στην κατηγορία JT~ είτε στην 

κατηγορία (ύ, τότε, για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους οι τεχνικές (α) και yß) είναι ισοκερδοφόρες, αν και μόνο αν ισχύει μια 

από τις σχέσεις (a) - (h).134 

Απόδειξη: Συνδυάζοντας την Πρόταση (9) με τον Ορισμό (4) προκύπτει η απόδειξη 

του ανωτέρω Πορίσματος. 

Πρόταση 10. Αν ισχύει R ' — R — R κι οι μήτρες Α και .4 ' ανήκουν σε μια 

από τις παρακάτω κατηγορίες: 

cA, C8, <5, ±ÇT, 3., Ή> και <9, 

τότε, για κάθε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων,135 στην τιμή R του ποσοστού κέρδους δα ισχύουν οι 

ακόλουδες ισοδύναμες σχέσεις: 

Γ-ΥΛ ία\, Λ/ ΛΤ (Λί ΛΤ 

(a) 
?«#(ι+;φ)Γ=Ρ«(4 

(e) ρ ( α ) ί ί-0 

(d) ρΗί = 0 

1 3 4 Από την αντιπαράθεση των Πορισμάτων (1), (3), (5) και (6) ή, ισοδύναμα, των Προτάσεων (1), (2), (8) 

και (9) προκύπτει, ότι οι ικανές κι αναγκαίες συνθήκες - κριτήρια, με τις οποίες μπορούν να συγκριθούν 

οι τεχνικές (β) και Ιβ) ως προς την κερδοφορία στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, όταν οι μήτρες 

Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία J7~ είτε στην κατηγορία (D, παρουσιάζουν τυπικές 

ομοιότητες με τις αντίστοιχες συνθήκες - κριτήρια με τις οποίες μπορούν να συγκριθούν οι τεχνικές (β) 

και yß) σε κάθε τιμή Γ του ποσοστού κέρδους, Γ € 0,R 1, ανεξάρτητα της κατηγορίας στην οποία 

» λ{β) 
ανήκουν οι μήτρες Α και Α . 
I Q C , , , , Λ{α) Λ\β) , ι r 

Μη επιτρεπτή τυποποίηση έχουμε όταν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια απο τις κατηγορίες: 

«5, ±&, <Ζ, 70 και Θ 

και ως τυπικό εμπόρευμα λειτουργεί ένα απλό ή σύνθετο βασικό εμπόρευμα. Πράγματι, σε κάθε τέτοια 

περίπτωση, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ο προσδιορισμός των τιμών των μη βασικών 

εμπορευμάτων είναι αδύνατος. Το θέμα αυτό πραγματευτήκαμε στο Μέρος (Ι). 
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(e) p W d = 0 

(f) pWt/ = 0 

( s ) p « = p » 

(h) pW = pW 

Απόδειξη: Έχουμε δείξει, ότι στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ισχύει η σχέση 

(1.3.48), δηλαδή η σχέση (h). Επίσης, δείξαμε, ότι, για κάδε τυποποίηση που επιτρέπει 

τον προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R 

του ποσοστού κέρδους 8α ισχύει η σχέση (1.3.66), δηλαδή η σχέση (g). Επιπλέον, 

από τις σχέσεις (1.3.13) και (g) 8α έχουμε: 

ρ«>)(ΐ + φ ) Γ = ρ«(^,; = 1,2 „=> 

Κατά τον ίδιο τρόπο, από τις σχέσεις (1.3.14) και (g) 8α έχουμε: 

p W # ( l + Ä) = pW 

pW#( l + ß)](e;)
T = pW(a;)r, j = lX...,n => 

Με άλλα λόγια δείξαμε, ότι, για κάθε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό 

των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους 8α ισχύουν οι σχέσεις (a), (b), (g) και (h). 

Απομένει να δείξουμε ότι οι σχέσεις (a) - (h) είναι ισοδύναμες. Προφανώς, οι 

σχέσεις (a), (e) και (d), καδώς επίσης οι σχέσεις (b), (e) και (f), είναι ισοδύναμες.136 

1 3 6 Η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια με αυτήν που δώσαμε στην Πρόταση (9). 

339 



Επίσης, ισοδύναμες είναι οι σχέσεις (d), (f) και (h),137 καδώς επίσης οι σχέσεις (1.3.48) 

και (1.3.66), δηΛαδή οι σχέσεις (g) και (h) αντίστοιχα.138 

Πόρισμα 7. Αν ισχύει R — R— R κι οι μήτρες Α και Α^ ανήκουν σε μια 

από τις παρακάτω κατηγορίες: 

di, Ή, S, £&, &, 76 και Θ, 

τότε, για κάθε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές (α) 

και yß) είναι ισοκερδοφόρες.139 

Απόδειξη: Συνδυάζοντας την Πρόταση (10) με τον Ορισμό (4) προκύπτει η απόδειξη 

του ανωτέρω Πορίσματος. 

Πρόταση 11. Αν ισχύει R — R — R κι οι μήτρες Α^ ' και Jv ' ανήκουν σε μια 

από τις παρακάτω κατηγορίες: 

cÄ, (Β, JT, Φ, £, ÂSJ, £, 76 και Θ, 

τότε, για κάθε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων,140 στην τιμή Τ ποσοστού κέρδους, Γ e|0,i?J, η 

1 3 7 Η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια με αυτήν που δώσαμε στην Πρόταση (9). 

138 Για κάθε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων 

εμπορευμάτων, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους τα διανύσματα ρ και ρ , καδώς επίσης τα 

διανύσματα ρ και ρ είναι συγγραμμικά. Με άλλα Λόγια, η τυποποίηση του διανύσματος των τιμών 

δεν μεταβάλλει τη σχέση που υφίσταται μεταξύ των τιμών των εμπορευμάτων. 

139 Αναφερόμαστε μόνο σε τυποποιήσεις που επιτρέπουν τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων, τις οποίες ονομάζουμε επιτρεπτές, διότι στην αντίθετη περίπτωση, αν οι 

μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από τις ακόλουθες κατηγορίες: 

«5, ±&, SL, 7ΰ και Θ, 

ο προσδιορισμός των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι αδύνατος στην τιμή R του ποσοστού 

κέρδους και, κατά συνέπεια, είναι αδύνατη η σύγκριση των τεχνικών παραγωγής, εφόσον αυτές 

διαφέρουν ως προς την μέδοδο παραγωγής του μη βασικού εμπορεύματος (Ù . 

Μη επιτρεπτή τυποποήση έχουμε όταν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από τις κατηγορίες: 

<5, IS, Si, 1ΰ και Θ 
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κατάταξη ως προς την κερδοφορία των τεχνικών (α) και yßj είναι πάντοτε δυνατή141 

κι ανεξάρτητη από την τυποποίηση των τιμών. 

Απόδειξη: Από την υπόθεση μας ότι ισχύει: 

R{a) = R^ß) = R 

ή 

και την Πρόταση (3) συνεπάγεται, ότι στο διάστημα |0,i?J του ποσοστού κέρδους r 

η Πρόταση (11) είναι αληδής. Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι, για κάθε τυποποίηση 

που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων 

στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, οι τεχνικές παραγωγής (α) και (β) είναι 

πάντοτε κατατάξιμες ως προς την κερδοφορία τους, ανεξάρτητα από την τυποποίηση 

των τιμών. 

Θα αναλύσουμε την αποδεικτική διαδικασία στα εξής στάδια: 

Α. Θα δείξουμε, ότι, για κάδε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών 

όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι 

και ως τυπικό εμπόρευμα Λειτουργεί ένα απλό ή σύνδετο βασικό εμπόρευμα. Πράγματι, οε κάδε τέτοια 

περίπτωση, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ο προσδιορισμός των τιμών των μη Βασικών 

εμπορευμάτων είναι αδύνατος. Τ ο δέμα αυτό πραγματευτήκαμε στο Μέρος (Ι). 

1 4 1 Με άλλα Λόγια, αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν σε μια από τις ακόλουδες κατηγορίες: 

cd, Φ, Τ, Φ, £,, ±σ, Si, 70 και Θ, 

τότε για κάδε επιτρεπτή τυποποίηση των τιμών στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η σύγκριση των 

τεχνικών παραγωγής ως προς την κερδοφορία είναι συνεκτική. Επομένως, με την μέδοδο του αλγόριδμου 

της αγοράς επεκτείναμε τα συμπεράσματα που αφορούν τη σύγκριση τεχνικών για το διάστημα \0,R Ι 

του ποσοστού κέρδους στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, υπό την αίρεση ότι ισχύουν οι πρϋποδέσεις 

που αναφέραμε παραπάνω. Βλέπε την Πρόταση (3). Στην νεορικαρντιανή προβληματική η σύγκριση των 

τεχνικών παραγωγής ως προς την κερδοφορία στην ενιαία μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους των 

τεχνικών ( û j και (/Π αποτελεί στην καλύτερη περίπτωση τυφλό σημείο, όπως κι η δυνατότητα των 

τεχνικών ( β ) και ( ρ ) να έχουν κοινή μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους. 
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τεχνικές παραγωγής (aJ και yßj είναι πάντοτε κατατάξιμες ως προς την κερδοφορία 

τους. 

Θα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

Ι. Οι μήτρες Α^α' και Α^ ' ανήκουν είτε στην κατηγορία SF είτε στην 

κατηγορία (Ù. 

Στην προκείμενη περίπτωση κάθε τυποποίηση επιτρέπει τον προσδιορισμό των 

τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων. Χωρίς βλάβη της γενικότητας 

υποθέτουμε, ότι στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η χρησιμοποιούμενη (αρχική) 

τεχνική παραγωγής είναι η (α). Έτσι, έχουμε: 

• είτε 

• είτε 

είτε 

P Î " M % : Î ) + ρ ί ^ ί - ψ + * ) >- P(/>(C4) 

Θα μελετήσουμε κάδε μια από τις ανωτέρω περιπτώσεις ξεχωριστά. 

a. Ισχύει: 

<=> 

Σύμφωνα με την Πρόταση (8), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

>«ΑΜ(1 + «)](φρ(ί)(4 
Επομένως, από τις ανωτέρω σχέσεις συνεπάγεται, ότι, για την ισχύουσα τυποποίηση 

των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η τεχνική \α) υπερέχει της τεχνικής 

(β).™ 

b. Ισχύει: 

ΐΜ(£{)+Ρ10 )4> {C-Φ + R) -< Ρ!° > {C-Ì) « 

142 Βλ. Ορισμό (3). 
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?Μ#(ι+ί)](φρ 
w ( 4 

Σύμφωνα με την Πρόταση (8), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

J (β\/ \Τ 
pMAM(l + R)(e:)Vp«(e»y 

Επομένως, από τις ανωτέρω σχέσεις συνεπάγεται, ότι, για την ισχύουσα τυποποίηση 

των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η τεχνική (β) υπερέχει της τεχνικής 

143 

e Ισχύει: 

PÎ^W(CÎ)+#4ί> (Cî)](i+ή=i'] {Cì) <=> 

Σύμφωνα με την Πρόταση (9), η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

Ψ 4?+#4"» ](!+«)=# 
Επομένως, από τις ανωτέρω σχέσεις συνεπάγεται, ότι, για την ισχύουσα τυποποίηση 

των τιμών, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές (α) και yßj είναι 

ισοκερδοφόρες.144 

Π. Οι μήτρες Α^α' και Α^ ' ανήκουν σε μια από τις παρακάτω κατηγορίες: 

Σύμφωνα με το Πόρισμα (7), για κάθε τυποποίηση που επιτρέπει τον 

προσδιορισμό των τιμών όΛων των παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R του 

ποσοστού κέρδους οι τεχνικές (α) και ίβ) είναι ισοκερδοφόρες. Επομένως, στην 

κλίμακα κερδοφορίας, οι τεχνικές (ffj και (β) δα κατέχουν ίδια δέση κι έτσι είναι 

κατατάξιμες. 

Β.Θα δείξουμε, ότι, για κάδε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών 

όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η 

1 4 3 Βλ. Ορισμό (3). 

1 4 4 ΒΛ. Ορισμό (4). 

343 



κατάταξη ως προς την κερδοφορία των τεχνικών Ια) και (β) είναι ανεξάρτητη από 

την τυποποίηση των τιμών. 

Θα διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

Ι. Οι μήτρες Α^α' και Α^ ' ανήκουν είτε στην κατηγορία J7~ είτε στην 

κατηγορία Φ. 

Σύμφωνα με το Πόρισμα (5) και το Πόρισμα (6), δα ισχύουν οι ακόλουθες 

αναγκαίες κι ικανές συνθήκες: 

• Στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η τεχνική yßj υπερέχει της τεχνικής ( ß j , αν 

και μόνο αν ισχύει: 

Ρ°(/-:θ,(.) = ( 4 ( 0 ) 

• Στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η τεχνική (a J υπερέχει της τεχνικής yßj, αν 

και μόνο αν ισχύει: 

p('Wo, (.) = («)> (β) 

• στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές ία) και (β) είναι ισοκερδοφόρες, 

αν και μόνο αν ισχύει: 

ρ0</ = 0, (Ha), (β) 

Εφόσον οι ανωτέρω σχέσεις είναι ανεξάρτητες από την τυποποίηση των τιμών, η 

κατάταξη των τεχνικών [α) και yßj ως προς την κερδοφορία τους 8α είναι επίσης 

ανεξάρτητη από την τυποποίηση των τιμών. 

II. Οι μήτρες Α^α' και Α^' ανήκουν σε μια από τις παρακάτω κατηγορίες: 

<Λ, (Β, ε, ±σ, SL, 76, Θ 

Σύμφωνα με το Πόρισμα (7), στην τιμή R του ποσοστού κέρδους η 

ισοκερδοφορία των τεχνικών παραγωγής (α) και yßj είναι ανεξάρτητη από την 

τυποποίηση των τιμών, υπό την προϋπόθεση ότι οι ονομαστικές τιμές όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων είναι προσδιορισμένες. 

Τέλος, με τον αλγόριθμο της αγοράς θα συγκρίνουμε την κερδοφορία των 

τεχνικών παραγωγής (α) και yßj στην κοινή μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους 

C . , , λ(«) λ(β) r r < - , 

στην ειοικη περίπτωση που οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία σ*. 

344 



Πρόταση 12. Αυ για τις τεχνικές παραγωγής (α) και yß) ισχύουν οι ακόλουθες 

υποθέσεις: 

• Οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία 3-, 

. s« = s« και 

(β) Α{β) Α{β) 

• ÌC ' — R Η < R -2 1 4 5 

τότε στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές παραγωγής iß) και (β) δεν 

είναι κατατάξιμες ως προς την κερδοφορία τους. 

Απόδειξη: Θα δείξουμε, ότι για κάθε επιτρεπτή τυποποίηση των τιμών οι τεχνικές 

παραγωγής ία) και (β) δεν είναι κατατάξιμες ως προς την κερδοφορία τους.146 

Στο Μέρος (Ι), καθώς και στην Πρόταση (2.3), μελετήσαμε τις οικονομικά σημαντικές 

Λύσεις ρ̂  ' και ρ̂  ' των συστημάτων προσδιορισμού των τιμών των τεχνικών (α) 

και yß), που αντιστοιχούν στην τιμή R του ποσοστού κέρδους. Επειδή όμως η 

σύγκριση των τεχνικών ία) και (β) στην τιμή R του ποσοστού κέρδους απαιτεί την 

ύπαρξη πλήρως προσδιορισμένων ονομαστικών τιμών, στο σημείο αυτό θα 

υποθέσουμε ότι οι τιμές είναι τυποποιημένες με μια επιτρεπτή εξίσωση τυποποίησης 

των τιμών της μορφής: 

pu = l, με U = (u],U2) και ü 2 > 0 (93) 

1 4 5 Έ χ ο υ μ ε δείξει, ότι αν οι μήτρες Α και J4 ανήκουν στην κατηγορία 3-, τότε ικανή κι αναγκαία 

συνθήκη για να ισχύει η υπόθεση μας: 

α &"> = # = R 

είναι: 

(*) (*) 

R(»=RWZR* 

Για το θέμα αυτό βΛέπε τη σχέση (2.2.39). 

1 4 6 Αναφερόμαστε μόνο σε τυποποιήσεις που επιτρέπουν τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων, τις οποίες ονομάζουμε επιτρεπτές, διότι στην αντίθετη περίπτωση για την 

τεχνική παραγωγής ( α ) Ο προσδιορισμός των τιμών των μη Βασικών εμπορευμάτων είναι αδύνατος στην 

τιμή R του ποσοστού κέρδους και, κατά συνέπεια, είναι αδύνατη η σύγκριση των τεχνικών παραγωγής, 

εφόσον αυτές διαφέρουν ως προς την μέθοδο παραγωγής του μη Βασικού εμπορεύματος ίο . 
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IT , c (ö) (ß) yr 

π τυποποίηση των διανυσμάτων τιμών ρν και ρ ; με την εξίσωση τυποποίησης 

(93) συνεπάγεται τον σχηματισμό των πλήρως προσδιορισμένων διανυσμάτων τιμών 

fr ' και ρ ' αντίστοιχα, Ειδικότερα, από τη σχέση (2.2.41) και την εξίσωση 

τυποποίησης (93) συνεπάγεται: 

pfa) = 0 (94) 

Με βάση τις σχέσεις (94), (2.2.42), (2.2.43) και την εξίσωση τυποποίησης (93), τα 

συστήματα προσδιορισμού των τυποποιημένων τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων 

των τεχνικών (α) και yß), που αντιστοιχούν στην τιμή R του ποσοστού κέρδους, 

έχουν ως εξής: 

p«=pW42°
}(l + fi) 

και 

ρ(/)=(ρ«^) + ρ«4«)(ΐ^) 

Αφαιρώντας κατά μέλη τις ανωτέρω σχέσεις δα έχουμε: 

ρ« - ρ« = (gj')# + F W ) ( I + R) - tW Ο + R) =* 

p«-p(«U(p(^W + pWA«-pWAW)(, + R ) = > 

Ρ« - pW=(p!^w+#4« - p(^«+&4P - Î W J O + R ) 

iß)A^+(pW -pW)42
f l^"'(4? -4 a ) ) ]0^)=> p«-pW = 

'pf-pfV (95) 

Από τις υποθέσεις μας προκύπτει, ότι η μήτρα 

ιδιάζουσα, μη διασπώμενη Μ-μήτρα. Έτσι έχουμε: 

72-(ΐ + φ 2 ^ 

I2-(\ + R)A$ y 0 

είναι μια μη 

(96) 

Με Βάση τις σχέσεις (1.3.45), (2.2.43), (95) και (96) προκύπτει: 
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Ρ2 Vi - P Ì ' M / ' + ^ Ì ^ - A + ^ - O + ^ A i2 2 

^)-#=ρ{')^)(ι+φ-(ι+Α)^)]"+#(^)->4,)χι+ψ-0+ί)^) 

ρ« _?W = p(/) + pW(d2a::î)(l + φ -(1 + R)A 

pW+(pWd2)(l + Ä)C't[/2-(l + ß)4f) 

,00 
'22 

Από τις σχέσεις (94), (96) και (97) δα έχουμε: 

Ì°h(Ì\){\ + R)C-lk-(ì + R)A: = 0 

pf^O 

Όμως, η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

J (Λ/ ΛΤ 
pW#(l + Ä ) ( 4 ^ P W ( 4 148 

Η ανωτέρω σχέση εκφράζει, ότι αν πληρούνται οι ακόλουθες υποθέσεις: 

a) Οι μήτρες Α ' και Jr ανήκουν στην κατηγορία &f 

b) Ισχύει: R^=R^=R, 

(fì) Α(β) Α(β] 

e) Ισχύει: R[ß) = RAìì -< R21 

d) Η χρησιμοποιούμενη (αρχική) τεχνική παραγωγής είναι η \α) και 

1 4 7 Εφόσον ισχύει 

ρ ( β )^0 

Βλέπε Πρόταση (2.3). 

1 4 8 Η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια με αυτήν που δώσαμε στην Πρόταση (8). 
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e) Τα διανύσματα τιμών έχουν τυποποιηθεί με μια επιτρεπτή εξίσωση τυποποίησης 

που επιτρέπει τον προσδιορισμό των ονομαστικών τιμών ψ2 των μη βασικών 

εμπορευμάτων της τεχνικής (tfj, δηλαδή με κάδε τυποποίηση της μορφής (93), 

τότε η εναλλακτική μέθοδος παραγωγής yßj, ανεξάρτητα από τα ιδιαίτερα 

παραγωγικο-τεχνικά χαρακτηριστικά της, δα εξασφαλίζει πρόσδετα κέρδη (extra 

profits) σε σχέση με την μέθοδο παραγωγής (α). Επομένως, ο παραγωγός του 

εμπορεύματος ύ), που παράγει με την μέθοδο παραγωγής i ß j , θα κρίνει πλέον 

κερδοφόρα την μέθοδο παραγωγής (β) που αντιστοιχεί στην τεχνική (β) κι έτσι θα 

μεταπηδήσει στην χρησιμοποίηση της τεχνικής (β). 1 4 9 

1 4 9 Από τη σχέση (97) και τη σχέση: 

ρίβ )</2-<0, 

που αποδείξαμε παραπάνω, προκύπτει: 

=ο=> 

E]d2+(Α)θ+*>:ψ -(ι+*)4 d(/0 
-1 

Α=0: 

pleWl+(l + Ä)eU/2-(l + Ä)4i <(/>) άΛ = 0: 

+ ( I + Ä > ^ { / 2 - ( I + Ä)4{ (β) </,=0 (98) 

Επομένως, δείξαμε, ότι αν πληρούνται οι υποδέσεις (a) - (e), τότε θα ισχύει η σχέση (98). Από την άλλη 

μεριά, έχουμε δείξει ότι: 

• Αν οι μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία 3~ και ισχύει: 

^ 2 2 = ^ 2 2 ^ " ' 

τότε, σύμφωνα με το Λήμμα (5), 8α έχουμε: 

-(i+*)cîf/2-0+44e) -! 
d ,= l 

και 

I + 0 + Ä>Ü / 2 - ( I + A)ASÎ (β) d, 
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Στην προκείμενη περίπτωση, η επιλογή τεχνική δα ήταν συνεκτική, δηλαδή οι 

τεχνικές (α) και (β) δα ήταν στην τιμή R του ποσοστού κέρδους κατατάξιμες ως 

προς την κερδοφορία τους, αν και μόνο αν ο παραγωγός του εμπορεύματος ύ), που 

τώρα πλέον χρησιμοποιεί την μέδοδο παραγωγής Ι β), δεν είχε συμφέρον να 

επαναμεταπηδήσει (reswitcing of techniques) στην χρησιμοποίηση της μεδόδου 

παραγωγής (α). Με άλλα λόγια, αν και μόνο αν ίσχυε: 

150 

Η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναμη με τη σχέση: 

Αν ot μήτρες Α και Α ανήκουν στην κατηγορία <2) και ισχύει: 

p(ttWo 

P ( / W O 

τότε, σύμφωνα με το Λήμμα (6), δα έχουμε: 

i-(i+Ä>ci/2-0+Ä>4e) 
= i+(i+yty;:i:/2-(i+i?)4 ,ο>) 1-1 

d,>Q 

1 5 0 Συνοιμζοντας, για την δεδομένη, επιτρεπτή τυποποίηση των ημών που υπαγορεύει η εξίσωση 

τυποποίησης (93), οι τεχνικές (û l και ( β) 8α ήταν κατατάξιμες ως προς την κερδοφορία τους στην τιμή 

R του ποσοστού κέρδους, δηλαδή η επιΛογή τεχνική 8α ήταν συνεκτική, αν και μόνο αν ίσχυε: 

Ρ < · > Λ « ( . + Ό ( Φ Ρ Η Μ 

και 

P<'>A<"(i+K)](e;)Vp«(e;)
r 

Επομένως, αν πληρούνται οι υποδέσεις (a) - (e), τότε, σύμφωνα με τον Ορισμό (3), η επιλογή τεχνικής 8α 

ήταν συνεκτική, αν και μόνο αν η τεχνική Ιβ) υπερείχε της τεχνικής ( ß ) . 

151 Η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια με αυτήν που δώσαμε στην Πρόταση (8). 
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Όμως, η ανωτέρω σχέση δεν ισχύει απαραίτητα. Κι αν ακόμη δεχόμασταν, ότι από 

τις ανωτέρω υποθέσεις (a) - (e), από τις οποίες προέκυΐ)ε: 

συνεπάγετο υποχρεωτικά: 

8α υπήρχαν άπειρα διανύσματα ά\, τέτοια ώστε: 

και 

Επομένως δείξαμε, ότι, αν οι τεχνικές παραγωγής (α) και (β) πΛηρούν τις 

προϋποθέσεις της Πρότασης (12), τότε για κάδε επιτρεπτή τυποποίηση των τιμών 

στην τιμή jR του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές παραγωγής ία) και ißj δεν είναι 

κατατάξιμες ως προς την κερδοφορία τους.153 

1 5 2 Αυτό είναι πράγματι δυνατόν να συμβαίνει, εφόσον το διάνυσμα ά\ είναι τελείως ανεξάρτητο από τις 

υποθέσεις (a), (b), (e), (d) και (e) κι ειδικότερα από τη σχέση (e). Επιπλέον, το διάνυσμα ά\ είναι τελείως 

ανεξάρτητο από την υπόδεσή μας ότι οι τεχνικές ( ß j και (β) είναι παραγωγικές. Επομένως, κάδε τιμή 

των συνιστωσών του διανύσματος ά\ είναι απολύτως δυνατή. 

1 5 3 Ό π ω ς είναι γνωστό, οι τεχνικές παραγωγής σύνθετων εμπορευμάτων δεν είναι στην γενική περίπτωση 

κατατάξιμες ως προς την κερδοφορία τους. Για το δέμα αυτό βλέπε Bidard [1990a], Κατά συνέπεια, οι 

τεχνικές παραγωγής απλών εμπορευμάτων με τα ανωτέρω χαρακτηριστικά παρουσιάζουν κοινά 

χαρακτηριστικά με τις τεχνικές παραγωγής σύνδετων εμπορευμάτων. Στην προκείμενη περίπτωση, ο 

αλγόριδμος της αγοράς αποδεικνύεται ανεπαρκέστατο αναλυτικό εργαλείο για τη σύγκριση της 

κερδοφορίας των τεχνικών. Επιπλέον, αποκαλύπτεται ότι η μικροοικονομική προσέγγιση στο πρόβλημα 

επιλογής τεχνικής που διακρίνει τον αλγόριδμο της αγοράς, η ουσία του οποίου συνίσταται στην 

επιδίωξη αποκόμισης πρόσδετων κερδών από τον παραγωγό του εμπορεύματος ύ) , ακόμα και σε 

οικονομικά συστήματα απλών εμπορευμάτων ενδέχεται να οδηγήσει σε καταστάσεις γενικευμένης 

ανισορροπίας, που χαρακτηρίζονται από μια συνεχή εναλλαγή τεχνικών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. 

Η ΕΝΑΛΛΑΓΗ ΤΕΧΝΙΚΩΝ 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η διασημότερη συνεισφορά των νεορικαρντιανών οικονομολόγων στην δεωρία 

του κεφαλαίου και ειδικότερα στην αναίρεση της παραδοσιακής νεοκλασικής δεωρία 

του κεφαλαίου είναι χωρίς αμφιβολία η ανακάλυιρη της δυνατότητας εναλλαγής 

τεχνικών.1 

Εντούτοις, οι συμμετέχοντες στη συζήτηση - νεοκλασικοί και νεορικαρντιανοί 

- είτε δεν προσδιόρισαν με σαφήνεια τον μέγιστο αριδμό των τιμών ισοκερδοφορίας 

των τεχνικών παραγωγής yaj και yßj, αναφερόμενοι σε τεχνικές παραγωγής με 

πολύ γενικά χαρακτηριστικά,2 είτε προσδιόρισαν με σαφήνεια τον μέγιστο αριδμό 

1 Η εναλλαγή τεχνικών είναι γνωστή στην Βιβλιογραφία με τον όρο "reswitcing of techniques" ή "double 

switcing", βλέπε Harcourt [1969] και Harcourt [1972]. Η εναλλαγή τεχνικών ορίζεται αυστηρά στο 

Burmeister and Dobell [1970, σελ. 246]. Κατά τον ίδιο τρόπο, η αλλαγή τεχνικής ορίζεται αυστηρά στο 

Burmeister and Dobell [1970, σελ. 245]. Γενικά, 8α ονομάζουμε τιμή ισοκερδοφορίας του ποσοστού 

κέρδους κάδε τιμή Τ του ποσοστού κέρδους στην οποία οι τεχνικές παραγωγής ( ß ) και iß) είναι 

ισοκερδοφόρες. 

2 Ενδεικτικά αναφέρουμε: " . . .Entre deux techniques llXlì voisines il existe au plus η points de 

changement." , βλέπε Bidard [1991, σελ. 83] και "...Cosider, as in Levhari's analysis, a general model of an 

economy using one primary good, labor, and producing Ώ (capital) goods, each one of which can be 

produced by k; alternative activities ( 1 — 1,2,...in...Our results may be summarized by the following 

theorem:...In the general Π -sector capital model there may be up to Ώ switching points between any two 

techniques...", βλέπε Bruno, Burmeister and Sheshinski [1966, σελ. 538 και 542], Προφανώς, τα ανωτέρω 

συμπεράσματα αναφέρονται στην περίπτωση που οι τεχνικές παραγωγής (α) και iß) διαφέρουν σε μια 
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των ημών ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής (ff J και (β), αναφερόμενοι 

όμως σε τεχνικές παραγωγής με πολύ συγκεκριμένα χαρακτηριστικά.3 Η μοναδική 

συστηματική προσπάθεια να διατυπωθεί ένας γενικής ισχύος κανόνας που να 

προσδιορίζει με ακρίβεια τον μέγιστο αριθμό των τιμών ισοκερδοφορίας των 

τεχνικών παραγωγής (ff J και yß) χαρακτηρίζει ασφαλώς την Bharadwaj.4 Παρόλα 

αυτά, όπως θα δείξουμε στη συνέχεια,5 ο κανόνας που διατύπωσε η Bharadwaj δεν 

είναι δυνατόν να γίνει αποδεκτός. Οι κυριότεροι λόγοι είναι οι εξής: 

• Δεν εξετάστηκε η περίπτωση που η μέγιστη τιμή του ποσοστού κέρδους των 

μέθοδο παραγωγής. Στην αντίθετη περίπτωση, κατά την οποία οι τεχνικές παραγωγής (ß) και Ιβ) 

διαφέρουν σε περισσότερες από μια μεθόδους παραγωγής, αναφέρεται το απόσπασμα της Bharadwaj 

[1970, σελ. 412] που ακολουθεί: "...A point of some interest to note is to that, if we consider any two 

production systems differing in the method of production for more than than one commodity common to 

them and express the wage and prices in the two systems in terms of someone of the commodities 

common to them, the relative prices for these common commodities in the two systems may not 

necessarily be equal at all the intersection of the wage profit curves for the two systems. The equality of 

the relative prices would have to be laid down as a priori condition to obtain the switch points among 

those points of intersections". Σε αυτή την περίπτωση, όπως προκύπτει από τη σχέση (2.3.1), ο μέγιστος 

αριθμός των σημείων τομής των W — Ι σχέσεων των τεχνικών παραγωγής \0ί\ και \β\ είναι ίσος με 

2 Β - 1 . 

3 Όπως για παράδειγμα στην περίπτωση που οι οι τεχνικές παραγωγής (υ) και Ι β) είναι μη 

διασπώμενες. Για πιο ειδικές περιπτώσεις Βλέπε Bharadwaj [1970, σσ. 422-423], Bruno, Burmeister and 

Sheshinski [1966, σσ. 531-538], Robinson and Naqvi [1967], Bruno, Burmeister and Sheshinski [1968] κ.α. 

4 "...The maximum number of switching possibilities between two such systems is equal to the number of 

distinct (i.e. without double counting) commodities entering, directly or indirectly, into the two alternative 

methods which respectively charecterise the two systems. Thus if it is a basic to both systems which has 

different methods in the two systems, this maximum number of switches would be equal to the total 

number of distinct basics in the two systems together; if it is a nonbasic which has different methods in 

the two systems, this maximum number is given by the total number of distinct basics in the two systems 

plus the number of distinct nonbasics entering, directly or indirectly, in at least one of the methods for 

that nonbasic.", βλέπε Bharadwaj [1970, σσ. 423-424], 

5 Βλέπε Τμήμα (2). 
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τεχνικών παραγωγής (ßj και (β) είναι ίση και κατά συνέπεια η ανάλυση του 

' ) 
0,1? Ι του φαινομένου της εναλλαγής των τεχνικών περιορίστηκε στο διάστημα 

ποσοστού κέρδους. 

• Δεν εκτιμήθηκαν στον βαθμό που έπρεπε οι περιπλοκές που παράγει η ύπαρξη 

των μη βασικών εμπορευμάτων.6 

Στη συνέχεια του Κεφαλαίου (3) δα επιχειρήσουμε να επαναπροσεγγίσουμε το 

πρόβλημα που έδεσε η Bharadwaj, λαμβάνοντας unóyn μας τις αιτίες αποτυχίας του 

εγχειρήματος της που εκδέσαμε. 

6 Κατά μείζονα Λόγο οι ανωτέρω Λόγοι ερμηνεύουν την αποτυχία όΛων των υπόλοιπων προσπαθειών, στις 

οποίες ήδη αναφερθήκαμε. 
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2. Ο ΜΕΓΙΣΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΩΝ ΤΙΜΩΝ ΤΟΥ ΠΟΣΟΣΤΟΥ ΚΕΡΔΟΥΣ ΠΟΥ ΔΥΟ ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΕΙΝΑΙ 

ΙΣΟΚΕΡΔΟΦΟΡΕΣ 

Στο Τμήμα (2) δα επιχειρήσουμε να προσδιορίσουμε με την μεγαλύτερη 

δυνατή ακρίβεια τον μέγιστο αριθμό των τιμών ισοκερδοφορίας του ποσοστού 

κέρδους μεταξύ των τεχνικών παραγωγής yaj και yßj είτε για το διάστημα τιμών 

0, R Ι του ποσοστού κέρδους, στην περίπτωση που ισχύει R -< R, είτε για το 

διάστημα τιμών \0,R\ του ποσοστού κέρδους, στην περίπτωση που ισχύει R = R. 

Έστω 5 ο συνολικός αριθμός των διακριτών εμπορευμάτων που εισέρχονται 

άμεσα ή έμμεσα στην παραγωγή των υλικών εισροών, των οποίων οι ποσότητες 

διαφοροποιούνται μεταξύ των μητρών Α και Α . Στις προτάσεις που ακολουθούν 

θα δείξουμε την βαρύνουσα σημασία που κατέχει ο αριθμός s στην επίλυση του 

προβλήματος που μας απασχολεί. 

Πρόταση 1. Στο διάστημα [0,i? ) του ποσοστού κέρδους r ο μέγιστος αριθμός των 

σημείων ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής ία) και yß) είναι ίσος με 5. 

Απόδειξη: Σύμφωνα με το Πόρισμα (2.3.3), για κάθε τυποποίηση των τιμών, στην 

τιμή Γ, r E 0,R ) , του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές παραγωγής yd) και yß) είναι 

ισοκερδοφόρες, αν και μόνο αν ισχύει: 

p^d(\ + r) + dQ=07 (1) 

7 Χωρίς ουσιαστική τροποποίηση της αποδεικτικής διαδικασίας που δα ακο/\ουδήσει 8α μπορούσαμε, αντί 

της σχέσης (1), να θεωρήσουμε την ισοδύναμη σχέση: 

Για την ισοδυναμία της ανωτέρω σχέσης με τη σχέση (1) βλέπε Πρόταση (2.3.2). 
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Επομένως, σε κάθε τιμή Γ , r e 0,R Ι, του ποσοστού κέρδους που αποτελεί ρίζα της 

εξίσωσης (1) οι τεχνικές παραγωγής (öj και yßj είναι ισοκερδοφόρες. Με άλλα 

Λόγια, αρκεί να δείξουμε ότι ο μέγιστος αριθμός των ριζών της εξίσωσης (1) είναι 

ίσος με 5. Στη συνέχεια, δα διερευνήσουμε τον μέγιστο αριθμό των ριζών της 

εξίσωσης (1) σε κάδε μια από τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

Ι. Οι μήτρες Α^α' και Α^ ' ανήκουν στην κατηγορία cA. 

Στην ανωτέρω περίπτωση, όπου στην παραγωγή κάθε μιας διαφοροποιηδήσας 

βασικής εισροής εισέρχεται άμεσα ή έμμεσα το σύνολο των παραγόμενων 

εμπορευμάτων, αρκεί να δείξουμε, ότι ο μέγιστος αριδμός των ριζών της εξίσωσης (1) 

είναι ίσος με η. Πράγματι, για κάδε τιμή τ , r Ε 

τη σχέση (1) δα έχουμε: 

p{a)d(\ + r) + dQ = 0 

' ) · 
Q,R 1, του ποσοστού κέρδους, από 

<=> 

/ («) Μ] I-(\ + r)A[a) α(\ + ή + (}ΰ = 0 <=> 

/(«) 
adj Ι-(\ + ή/α) 

I-(\ + r)A («) 
d(\ + r) + dö=Q <=ί> 

fa)adj Μ I-(\ + r)A[a) d(\ + r) + d0I-(\ + r)A .(«) = 0 (2) 

Εφόσον η μήτρα adj Ι — ί 1 + η Α είναι η — 1 Βαθμού και η ορίζ ,ουσα 

I~(ì + r)A! («) είναι Π βαθμού, η σχέση (2) αντιπροσωπεύει μια εξίσωση η βαθμού, 

η οποία έχει η ρίζες.8 

Αν από τις ίί ρίζες της εξίσωσης (2) αφαιρέσουμε τις πολλαπλά αριθμημένες ή επαναλαμβανόμενες 
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II. Οι μήτρες A^a' και A^ ' ανήκουν σε μια από τις παρακάτω κατηγορίες: 

<2, Τ, £ , Χσ, 76 και Θ. 

Στην ανωτέρω περίπτωση, μεταξύ των τεχνικών παραγωγής [α) και (β) 

διαφοροποιούνται μόνο βασικές εισροές. Εφόσον στην παραγωγή κάδε μιας βασικής 

εισροής εισέρχεται άμεσα ή έμμεσα το σύνολο των βασικών εμπορευμάτων, αρκεί να 

δείξουμε, ότι ο μέγιστος αριθμός των ριζών της εξίσωσης (1) είναι ίσος με τον 

αριθμό των βασικών εμπορευμάτων, δηλαδή ίσος με k. 

Έτσι, για κάθε τιμή r, r E Q,R ι, του ποσοστού κέρδους, από τις σχέσεις (1), 

(1.2.a.30) και (1.2.a.38) δα έχουμε: 

p{a)d(\ + r) + dQ = 0^> 

(p\\+pìa)d2)(l + r) + d«=0 

p[n)i/1(l + r) + </o=0<^ 

<=ί> 

ρίζες, τις μιγαδικές ρίζες και τις πραγματικές ρίζες που βρίσκονται εκτός του διαστήματος τιμών 

\0,R Ιτου ποσοστού κέρδους, προκύπτουν οι οικονομικά σημαντικές τιμές ισοκερδοφορίας των τεχνικών 

(β) και iß) που περιέχονται στο διάστημα 0,R Ι του ποσοστού κέρδους. Προφανώς, ο μέγιστος 

αριθμός των ανωτέρω τιμών ισοκερδοφορίας είναι μικρότερος ή ίσος του Π. Για το ίδιο δέμα 6λ. 

Bharadwaj [1970, σελ. 414]. Από την άλλη μεριά, οι τιμές ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής (β) 

και iß) που περιέχονται στο διάστημα 0,R Ι του ποσοστού κέρδους "...could also include such cases 

where, at the switch point rate of profit, the wage-profit curve for one system is tangential to that of the 

other wholly from above: that is, as the same system continues to be the more profitable one on both 

sides of the switch point." (Bharadwaj [1970, σελ. 414]). 
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M) 
adj Ji-( l + r)A («)' 

l\»\dj 

h-(\ + rW 

M 

-(/]( !+ r) + ci0=0<=> 

/ , - ( ! + r)4,^ ^ (1 + r) + c/0 ^ - (l + r)A ,(•) (3) 

Εφόσον η μήτρα adj /,-0 + r ) ^ είναι ir — 1 βαθμού και η ορίζουσα 

^-(1 + ήΑ 11 είναι ir βαθμού, η σχέση (3) αντιπροσωπεύει μια εξίσωση k βαθμού 

η οποία έχει k ρίζες. 

III. Οι μήτρες Α^α* και Α^ ' ανήκουν είτε στην κατηγορία (Ù είτε στην 

κατηγορία ΰί είτε στην κατηγορία ο*. 

Στην ανωτέρω περίπτωση, μεταξύ των τεχνικών παραγωγής \α\ και (β) 

διαφοροποιείται τουλάχιστον μια μη βασική εισροή. Εφόσον στην παραγωγή κάθε 

μιας μη βασικής εισροής εισέρχεται άμεσα ή έμμεσα το σύνολο των παραγόμενων 

εμπορευμάτων, βασικών και μη βασικών, αρκεί να δείξουμε, ότι ο μέγιστος αριθμός 

των ριζών της εξίσωσης (1) είναι ίσος με η. Έτσι, για κάθε τιμή r, r G 

ποσοστού κέρδους, από τις σχέσεις (1) και (1.2.a.45) θα έχουμε: 

•4 του 

p(a)d(\ + r) + dQ = 0 <=> 

:#W°4(i + r)+(/0 = o ç> 

Η χ(<) p\a)dì(ì + r) + p\a)d2{\ + r) + dQ = 0^ 

Α-(ΐ+Γ^Γ(ί(ΐ+Γ)+ ft-Μ # 

-1 

4VM"1} ι«) -ι 
/2-(l+r)4ûj 4(l+r)+4,=0« 
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M 4 7,-(l+f)4 ,.i» 

J,-(l+r)4 H 
4(l+r)+-

M 4 h - ( H 4 

M 1 + i M H 
^ ( l + r ) + ^ 

4' 7 2 -( l + 4 a ) 

/2-(l+r H 
d,(l+r)+4,=0 

ΠοΛΛαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της ανωτέρω σχέσης με την ορίζουσα 

Ι-(\ + Γ)Α («) 9 δα έχουμε: 

4'W / , - ( ! + Γ)Λ<Γ> Ij, {1 + r) /2 - (1 + r)42

a) 

+ 

k)oAi J, -(l + r)A(r)U(

2

ff)0 + ̂ ) + /2

(a) /, -0 + r)4e) W/2 -(l + r)42
ö)k(l + r) + 

>W ι ( . β ) η ^ Λ ^ / ( β ) /,-0+r)^ 4e,0+0+/iej/i-(i+w'k '2-(ι+Ήβ; ^0+r)+ •11 
,(«) 

/ - ( l + r)A H = 0 (4) 

Εφόσον η μήτρα ädj / , - ( ! + Γ)Λ (") είναι ir — 1 βαθμού, η μήτρα 

ad) 7 2 - ( l + r)A •22 είναι Π — k — 1 βαθμού, η ορίζουσα it-(\+Mt> είναι Ι 

βαθμού, η ορίζουσα 7 2 - ( 1 + Γ)Λ («0 
22 

είναι η —Α" βαθμού και η ορίζουσα 

I-(ì + r)A (Ό είναι 77 βαθμού, η σχέση (4) αντιπροσωπεύει μια εξίσωση 77 βαθμού 

η οποία έχει 77 ρίζες 10 

9 Εφόσον η μήτρα Α είναι διασπώμενη, η μήτρα J-0 + rM1 είναι διασπώμενη κι έτσι 8α ισχύει: 

Ι-(ϊ + ήΑ («) /,-(! + ή Α 11 /2-(1 + Γ)4β) 

ΒΛέπε ΔασκαΛόπουλος, σσ. 203-204. 

1 0 Προφανώς, ο βαθμός της εξίσωσης (4) είναι ίσος με Π , ανεξάρτητα αν ισχύει: 
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Στη συνέχει δα θεωρήσουμε την περίπτωση που η μέγιστη τιμή του ποσοστού 

κέρδους των τεχνικών παραγωγής (ß J και yßj είναι ίση. Έτσι, έχουμε: 

Πρόταση 2. Αν ισχύει: R — R — R κι οι μήτρες Α^ και Α ανήκουν σε μια 

από τις παρακάτω κατηγορίες: 

dl, Ή, Ò, ±σ, 3,, 7ύ και (9, 

τότε στο διάστημα [0,R\ του ποσοστού κέρδους r ο μέγιστος αριθμός των σημείων 

ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής [α) και (β) είναι ίσος με s + 1. 

Απόδειξη: Εφόσον ισχύει: 

« « = # = * , 

δα έχουμε: 

R* = R 

Έτσι, στο διάστημα |0,i?J του ποσοστού κέρδους r θα υπάρχουν το πολύ 5 σημεία 

ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής (ffj και \β)-η Επίσης, έχουμε δείξει, ότι, 

για κάδε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές 

παραγωγής (α) και yß) είναι ισοκερδοφόρες.12 Κατά συνέπεια, στο διάστημα [0,R\ 

του ποσοστού κέρδους υπάρχουν το πολύ 5 + 1 σημεία ισοκερδοφορίας των τεχνικών 

</, Φ\ 

11 ΒΛ. Πρόταση (1). 

1 2 ΒΛ. Πόρισμα (2.3.6). 
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παραγωγής (aJ και yßj. 

Πρόταση 3. Αν οι μήτρες Α" και Α" ανήκουν είτε στην κατηγορία SF είτε 

στην κατηγορία (Ö, στο διάστημα [0,R\ του ποσοστού κέρδους ΐ ο μέγιστος 

αριθμός των σημείων ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής (α) και (β) είναι 

ίσος με 5 + 1 . 

Απόδειξη: Εφόσον οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία ST είτε 

στην κατηγορία (Ù δα έχουμε: 

# = # = R 13 

και 

R* = R 

Έτσι, στο διάστημα 0, R) του ποσοστού κέρδους υπάρχουν το πολύ s σημεία 

ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής ία) και (β). Επομένως, αρκεί να δείξουμε 

ότι η μέγιστη τιμή R του ποσοστού κέρδους αποτελεί μια πιθανή τιμή 

ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής ία) και yßj. 

Σύμφωνα με το Πόρισμα (2.3.6), για κάδε τυποποίηση των τιμών, στην τιμή R 

του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές παραγωγής ία) και ίβ) είναι ισοκερδοφόρες, αν 

και μόνο αν ισχύει: 

p^d = 0 Μ (5) 

1 3 ΒΛ. Λήμμα (1.3.1). 

1 4 Χωρίς ουσιαστική τροποποίηση της αποδεικτικής διαδικασίας που 8α ακολουθήσει 8α μπορούσαμε, 

αντί της σχέσης (5), να θεωρήσουμε την ισοδύναμη σχέση: 

pWd = 0 

360 



Προφανώς, δεδομένης της τεχνικής παραγωγής ία), υπάρχουν άπειρα à G R" τέτοια 

ώστε να ισχύει η συνθήκη (5). 

Για την ισοδυναμία της ανωτέρω σχέσης με τη σχέση (5) βλέπε Πρόταση (2.3.9). 
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3. ΜΙΑ ΙΚΑΝΗ ΣΥΝΘΗΚΗ Π Α ΝΑ ΥΠΑΡΧΕΙ ΤΟ ΠΟΛΥ ΜΙΑ ΤΙΜΗ ΤΟΥ ΠΟΣΟΣΤΟΥ ΚΕΡΔΟΥΣ 

ΣΤΗΝ ΟΠΟΙΑ ΟΙ ΔΥΟ ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΕΙΝΑΙ ΙΣΟΚΕΡΔΟΦΟΡΕΣ 

Στο Τμήμα (3) 8α περιγράμ,ουμε μια ικανή συνθήκη που ακυρώνει την 

δυνατότητα εναΛΛαγής των τεχνικών (α) και (β) είτε για το διάστημα τιμών Q,R \ 

* 
του ποσοστού κέρδους, στην περίπτωση που ισχύει R -< R, είτε για το διάστημα 

τιμών |0,i?J του ποσοστού κέρδους, στην περίπτωση που ισχύει R — R.15 

Πρόταση 1. Αν το διάνυσμα d είναι ημιαρνητικό (d < 0) κι οι μήτρες Α και Α ' 

ανήκουν είτε στην κατηγορία 76 είτε στην κατηγορία c7, 8α ισχύει: 

Απόδειξη: Θα μελετήσουμε την απόδειξη κάδε μιας περίπτωσης ξεχωριστά: 

Ι. Οι μήτρες Α^α' και Α^ ' ανήκουν στην κατηγορία 76. 

Από τη συνδήκη 7ό3 ή, ισοδύναμα, τη σχέση (1.2.a.30) και την υπόθεση μας ότι το 

διάνυσμα d είναι ημιαρνητικό (d < 0) συνεπάγεται: 

cf,<0 

ή 

Με βάση όσα είδαμε παραπάνω, από την ανωτέρω σχέση 8α έχουμε: 

Ru <R" (1) 

1 5 Η ικανή συνδήκη την οποία αναπτύσουμε αποτελεί γενίκευση της συνθήκης των Pertz and Teplitz 

[1979, σο. 248-249] καΐ Pertz [1980]. Γ\α το διάστημα 0,ß Ι του ποσοστού κέρδους - και μόνο για αυτό 

- έχουν προταθεί εναλλακτικές ικανές συνθήκες, όπως του Hichs [1965, σελ. 154], Bruno, Burmeister and 

Sheshinski [1966, σελ. 534 και 544], Laibman and Nell [1977] κ.α. 
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Έτσι, από τις σχέσεις (1), (1.3.63) και (1.3.64) προκύπτει: 

Α^ Α® 

RA" ^RA" => 

Α^ Α® 

R22 -<RU 

Α® ΑΜ 

R22 -<RU 

giß) — J^A22 

R(tì=Rti> 

Π. Οι μήτρες A^a' και A^ ' ανήκουν στην κατηγορία £7. 

Από τη συνθήκη 5 3 ή, ισοδύναμα, τη σχέση (1.2.a.45) και την υπόθεση μας ότι το 

διάνυσμα d είναι ημιαρνητικό (d < 0) συνεπάγεται: 

ώ < 0 

η 

U S: Ay) S: Αγ) m - Λ 2 2 

Με βάση όσα είδαμε παραπάνω, από την ανωτέρω σχέση 9α έχουμε: 

Λ(Ό A(ß) 
R22 <R22 (2) 

Έτσι, από τις σχέσεις (2), (2.2.37) και (2.2.38) προκύπτει: 

Α& Α® 

Ρ 22 y D 22 

Λ(«) A(ß) 
R" <R22 

M M 
R

AU <R
A21 _ > 
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R(ß) = R4!} 

RW=R(·) 

Πρόταση 2. Αν το διάνυσμα d είναι ημιδετικό yd > Oj ή ημιαρνητικό (rf<0), τότε 

στο διάστημα 0, R ι του ποσοστού κέρδους Γ υπάρχει το πολύ μια τιμή 

ισοκερδοφορίας των εναλλακτικών τεχνικών παραγωγής ία] και iß).16 

Απόδειξη: Έστω ότι στην τιμή Τ\, Γ] 6 0, R Ι, του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές 

παραγωγής (ß J και yßj είναι ισοκερδοφόρες. Δεδομένης της υπόθεσης μας ότι οι 

τεχνικές παραγωγής (α) και yßj διαφέρουν μόνο ως προς την μέδοδο παραγωγής 

του εμπορεύματος ω, στην τιμή /] του ποσοστού κέρδους δα ισχύει: 

ρ{^(\ + ή + ά0 = θν (3) 

Θα δείξουμε ότι είναι αδύνατον να υπάρχει τιμή του ποσοστού κέρδους Γ2, με 

r2 Ε 0,R Ι και ij Φ r2, στην οποία οι τεχνικές παραγωγής yaJ και yßj να είναι 

ισοκερδοφόρες. Έστω ότι υπάρχει. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποδέτουμε ότι: 

h > h (4) 

Αντίστοιχα, για την τιμή ισοκερδοφορίας Γ2 του ποσοστού κέρδους δα έχουμε: 

p^d(\ + r2) + dQ = 0 (5) 

1 6 Για την Πρόταση (2) βλέπε επίσης Pertz and Teplitz [1979, σσ. 248-249] και Pertz [1980]. 

1 7 Βλ. Πόρισμα (2.3.3). 
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Από την εξίσωση των πρώτων μελών των εξισώσεων (3) και (5) προκύπτει: 

^ ) ( 1 + Γ 2 ) _ ^ ) ( 1 + Γ ] ) d = 0 (6) 

Θα αποδείξουμε ότι η ανωτέρω σχέση (6) είναι άτοπη. Πράγματι, εφόσον στο 

διάστημα 0,R Ι του ποσοστού κέρδους Γ το διάνυσμα ρ ' είναι αύξουσα 

συνάρτηση,18 από τη σχέση (6) 8α έχουμε: 

Από τη σχέση (7) και την υπόθεση μας ότι το διάνυσμα d είναι είτε ημιδετικό 

\ά > 0) είτε ημιαρνητικό [d < 0] προκύπτει αντίστοιχα: 

• είτε 

• είτε 

Μ Η c/>-0 

d-<0 

Γενικά, από τις ανωτέρω συνθήκες συνεπάγεται: 

1 8 Όπ ως είναι γνωστό, ισχύει: 

άτ 
Ι-(\ + τ)Α{α) 

1-1 

>0, Vr 0,Λ(β)) 

ΒΛ. Pasinetti [1985, σελ. 293]. Από την ανωτέρω σχέση και τις υποδέσεις μας: 

• Σε κάδε διαδικασία παραγωγής εισέρχεται τουλάχιστον μια παραγόμενη εισροή και 

. 1{α)>-0 

προκύπτει: 

d 4«) . Λ νν 

dr 
O.R{a) 
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ί ) ( ι + ζ ) - ί ) 0 + 'ί) άΦΰ 

' ) 
Ο, JR Ι του κι επομένως η σχέση (6) είναι άτοπη. Κατά συνέπεια, στο διάστημα 

ποσοστού κέρδους r υπάρχει το πολύ μια τιμή τ στην οποία οι τεχνικές παραγωγής 

(α) και (β) είναι ισοκερδοφόρες.19 

0, R ) του ποσοστού Πόρισμα 1. Αναγκαία συνθήκη για να υπάρχουν στο διάστημα 

κέρδους r τουλάχιστον δύο διακριτές τιμές ισοκερδοφορίας των τεχνικών 

παραγωγής (α) και (β) είναι τουλάχιστον μία από τις εναλλακτικές μεθόδους 

παραγωγής του εμπορεύματος ω να περιέχει τουλάχιστον δύο διαφορετικές 

εισροές.20 

(«) Πόρισμα 2. Αν το διάνυσμα ό είναι ημιαρνητικό ί d < θ) και οι μήτρες Α και 

J4 ανήκουν στην κατηγορία 76, τότε, για κάθε τυποποίηση που επιτρέπει τον 

προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων,21 στο διάστημα 

ΙΟ,J?Ι του ποσοστού κέρδους Γ υπάρχουν το πολύ δύο τιμές ισοκερδοφορίας των 

1 9 Ακολουθώντας μια παρόμοια αποδεικτική διαδικασία μπορούμε να αποδείξουμε την Πρόταση που 

ακολουθεί: Αν το διάνυσμα D = (d,d0) , με D e O ^ " , είναι ημιθετικό D > 0 ή ημιαρνητικό D < 0, τότε 

στο διάστημα \0,R Ι του ποσοστού κέρδους Γ δεν 8α υπάρχει καμία τιμή ισοκερδοφορίας των 

εναλλακτικών τεχνικών παραγωγής ya) και iß). Για το ανωτέρω θεώρημα Βλέπε Stiglitz [1973, σελ. 121] 

και Burmeister and Dobell [1970, σελ. 248 και 266]. 

2 0 Βλέπε επίσης Pertz and Teplitz [1979, σελ. 249], Pertz [1980, σελ. 1015], Bruno, Burmeister and 

Sheshinski [1966, σσ. 536-538], Robinson and Naqvi [1967] και Bruno, Burmeister and Sheshinski [1968]. 

2 1 Μη επιτρεπτή τυποποίηση έχουμε όταν ως τυπικό εμπόρευμα λειτουργεί ένα απλό ή σύνθετο βασικό 

εμπόρευμα. Πράγματι, σε κάδε τέτοια περίπτωση, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ο προσδιορισμός 

των τιμών των μη βασικών εμπορευμάτων είναι αδύνατος. Το θέμα αυτό πραγματευτήκαμε στο Μέρος (Ι). 
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τεχνικών παραγωγής (α J και yß). 

Απόδειξη: Σύμφωνα με την Πρόταση (1) 8α έχουμε: 

R{a) = R{ß) = R (8) 

και 

R* = R (9) 

Σύμφωνα με την ανωτέρω σχέση (9) και την Πρόταση (2), στο διάστημα [0, R) του 

ποσοστού κέρδους Γ 8α υπάρχει το πολύ μια τιμή ισοκερδοφορίας των τεχνικών 

παραγωγής yaj και yß). ΤέΛος, από τη σχέση (8) και το Πόρισμα (2.3.7) προκύπτει, 

ότι, για κάθε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όλων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές 

παραγωγής (α) και (β) είναι ισοκερδοφόρες. Κατά συνέπεια, στο διάστημα IO,RÌ 

του ποσοστού κέρδους r 8α υπάρχουν το πολύ δύο τιμές ισοκερδοφορίας των 

τεχνικών παραγωγής (α) και (β). 

Πρόταση 3. Αν το διάνυσμα d είναι είτε ημιδετικό yd > Oj είτε ημιαρνητικό 

yd < 0] κι οι μήτρες Α και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία ST είτε στην 

κατηγορία (Ù, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές παραγωγής yüj και 

yß) είναι αδύνατον να είναι ισοκερδοφόρες. 

Απόδειξη: Προφανώς, ισχύει: 

R{") = R{ß) = R22 

Έστω ότι στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές (α) και yßj είναι 

2 2 ΒΛ. Λήμμα (1.3.1). 
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ισοκερδοφόρες. Σύμφωνα με το Πόρισμα (2.3.6), για κάδε τυποποίηση των τιμών στην 

τιμή R του ποσοστού κέρδους δα ισχύει: 

p(ff)</=0 (10) 

Θα αποδείξουμε ότι η ανωτέρω σχέση είναι άτοπη. Πράγματι, για το διάνυσμα τιμών 

~(α) 

p v ; ισχύει: 

ρ(β) ^ ο 23 

Από την ανωτέρω σχέση και την υπόθεση μας, ότι το διάνυσμα ό είναι είτε 

2 3 Σύμφωνα με το δεώρημα του Frobenius, για το ιδιοδιάνυομα p που συνδέεται με την δεσπόζουσα 

ιδιοτιμή της διασπώμευης μήτρας 4̂ γενικά ισχύει: 

ρ ( β ) > 0 

~(α) /-(«) ~ ( 0 ) \ η 

Πιο συγκεκριμένα, για το διάνυσμα ρ — ΙΡι ,Ρ2 I ° α έχουμε: 

W>=W>A\?(\+R) I2-(\ + R)A .(«) 
i - i 

Σύμφωνα με το θεώρημα του Frobenius, για το ιδιοδιάνυομα Ρ| που συνδέεται με την δεσπόζουσα 

χ κ · λ( β ) 

ιδιοτιμή της μη οιασπωμενης μήτρας Α\\ ισχύει: 

pi'Vo 

Έτσι, από τις ανωτέρω σχέσεις συνεπάγεται: 

ρ<2'^0 

κι επομένως: 

~(α) , 
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ημιδετικό yd > Ο J είτε ημιαρνητικό yd < 0j συνεπάγεται αντίστοιχα: 

• είτε jr 'ί/ >- 0 

είτε prfl^tf-< 0 

Γενικά, από τις ανωτέρω συνθήκες προκύπτει: 

î>(ffWo 

κι επομένως η σχέση (10) είναι άτοπη. 

Πόρισμα 3. Αν το διάνυσμα d είναι είτε ημιδετικό yd > 0] είτε ημιαρνητικό yd < 0] 

κι οι μήτρες Α" ' και Ά" ανήκουν είτε στην κατηγορία ST είτε στην κατηγορία (Ù, 

στο διάστημα 0,Ri του ποσοστού κέρδους Τ δα υπάρχει το πολύ μια τιμή 

ισοκερδοφορίας των τεχνικών παραγωγής yd) και yßj. 

Απόδειξη: Η απόδειξη προκύπτει από το συνδυασμό του Αήμματος (1.3.1) και των 

Προτάσεων (2) και (3). 

Πόρισμα 4. Αν το διάνυσμα d είναι είτε ημιδετικό [d^-vì είτε ημιαρνητικό yd<0j 

κι οι μήτρες Αχ και Α ανήκουν είτε στην κατηγορία CJ είτε στην κατηγορία 

SSd είτε στην κατηγορία θ, τότε, για κάδε τυποποίηση που επιτρέπει τον 

προσδιορισμό των τιμών όλων των παραγόμενων εμπορευμάτων,24 στο διάστημα 

I0,JR| του ποσοστού κέρδους r δα υπάρχουν το πολύ δύο τιμές ισοκερδοφορίας των 

2 4 Μη επιτρεπτή τυποποίηση έχουμε όταν και ως τυπικό εμπόρευμα Λειτουργεί ένα απΛό ή σύνθετο 

βασικό εμπόρευμα. Πράγματι, σε κάθε τέτοια περίπτωση, στην τιμή R του ποσοστού κέρδους ο 

προσδιορισμός των τιμών των μη Βασικών εμπορευμάτων είναι αδύνατος. Το δέμα αυτό πραγματευτήκαμε 

στο Μέρος (Ι). 
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τεχνικών παραγωγής (ßj και yß). 

Απόδειξη: Προφανώς, για κάδε διάνυσμα ά £ R" θα ισχύει: 

R{a) = R{ß) = R (11) 

και 

R =R (12) 

Σύμφωνα με την ανωτέρω σχέση (12) και την Πρόταση (2), στο διάστημα IO,R) 

του ποσοστού κέρδους Γ δα υπάρχει το πολύ μια τιμή ισοκερδοφορίας των τεχνικών 

παραγωγής (α) και (/?). Τέλος, από τη σχέση (11) και το Πόρισμα (2.3.7) προκύπτει, 

ότι για κάδε τυποποίηση που επιτρέπει τον προσδιορισμό των τιμών όΛων των 

παραγόμενων εμπορευμάτων στην τιμή R του ποσοστού κέρδους οι τεχνικές 

παραγωγής yd) και (β) είναι ισοκερδοφόρες. Κατά συνέπεια, στο διάστημα |0,ß] 

του ποσοστού κέρδους Γ 8α υπάρχουν το πολύ δύο τιμές ισοκερδοφορίας των 

τεχνικών παραγωγής (ßj και \β). 
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