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ΑΝΣΗ ΠΡΟΛΟΓΟΤ 

 

ηηο αξρέο ηελ δεθαεηία ηνπ 1950 έσο ηηο αξρέο 1970 άξρηζε κηα ζπδήηεζε γχξσ απφ 

ηελ ζχλζεζε, ηελ κνξθή θαη ηελ κέηξεζε ηνπ ζπληειεζηή “θεθάιαην”.  Ζ ζπδήηεζε 

απηή πήξε ην φλνκα Cambridge Controversy, απφ ηηο δχν ζρνιέο Cambridge- ηεο 

ακεξηθαληθήο (λενθιαζηθήο) θαη ηεο αγγιηθήο (λενξηθαξδηαλήο)- νη νπνίεο έιαβαλ 

κέξνο ζε απηήλ.  

Οη ακεξηθαληθή ζρνιή κε θχξηνπο εθθξαζηέο ηνπο R.Sollow, P.Samuelson, D.Levhari 

πξφηεηλαλ ηελ χπαξμε κηαο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο ζηελ νπνία -κέζσ 

κίαο πξσηαξρηθήο εηζξνήο, ηεο εξγαζίαο θαη κε ηελ ρξήζε κηαο νκνηνγελνχο κάδαο
1
, 

ηελ νπνία νλφκαζαλ θεθάιαην- παξάγνληαλ κηα νκνηνγελήο θαζαξή εθξνή. ηα 

πιαίζηα ησλ λενθιαζηθψλ ππνδεηγκάησλ ε ακνηβή θάζε παξαγσγηθνχ ζπληειεζηή 

δίδνληαλ απφ ην νξηαθφ πξντφλ ηνπ. Οη ακνηβέο φισλ ησλ εκπνξεπκάησλ θαη ησλ 

παξαγσγηθψλ ζπληειεζηψλ πξνζδηνξίδνληαλ κέζα ζε ππνδείγκαηα γεληθήο 

ηζνξξνπίαο, έλα εθ ησλ νπνίσλ κπνξνχκε λα εηπσζεί φηη είλαη θαη ην Non-

Substitution Theorem. 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ε λενξηθαξδηαλή ζρνιή κε θχξηνπο εθπξφζσπνπο ηεο ηνπο 

P.Sraffa, L.Passinetti, J.Robinson, P.Garegnani θαη κε πην ζχγρξνλνπο ηνπο C.Bidard, 

N.Salvadori θαη H.D.Kurz ρξεζηκνπνηψληαο γξακκηθά ζπζηήκαηα παξαγσγήο 

εηεξνγελνχο θεθαιαίνπ νξίδνπλ ηελ ηηκή ελφο εκπνξεχκαηνο ζαλ ζπλάξηεζε ησλ 

ηερληθψλ ζπληειεζηψλ θαη ησλ κεηαβιεηψλ ηεο θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο. 

Πεδίν ηεο δηέλεμεο απηήο ήηαλ ε επηινγή θαη ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο. 

Γηα ηνπο λενθιαζηθνχο νηθνλνκνιφγνπο ζηα πιαίζηα ησλ αληίζηνηρσλ ζπλαξηήζεσλ 

παξαγσγήο, ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ είλαη πάληνηε δπλαηή θαη κνλνζήκαληε, θαη 

νξίδεηαη απφ ηερληθνχο θαη κφλν ζπληειεζηέο. 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά θαη νη λενξηθαξδηαλνί νηθνλνκνιφγνη δέρνληαη ηελ δπλαηφηεηα 

επηινγήο ησλ ηερληθψλ, σζηφζν πξνζπαζνχλ λα ηελ απνδείμνπλ. Παξαηεξνχλ θάπνηα 

θαηλφκελα, φπσο ε αληίζηξνθε ζρέζε πνζνζηνχ θέξδνπο θαη έληαζεο θεθαιαίνπ
2
 θαη 

                                                           
1
 Βι. P. Samuelson (1962b) ζει. 200 

2
 Γλσζηή θαη σο capital deeping. 
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ε ελαιιαγή ηερληθψλ
3
. Ζ χπαξμε ησλ παξαπάλσ θαηλνκέλσλ είλαη αδχλαηε ζηα 

πιαίζηα ησλ λενθιαζηθψλ ππνδεηγκάησλ επηινγήο ηερληθήο (ηνπιάρηζηνλ ζηα πξψηα). 

Ζ επηινγή ηερληθψλ γίλεηαη κε δηάθνξα θξηηήξηα, φπσο απηφ ηεο θεξδνθνξίαο, είηε 

απηφ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο, είηε θάπνηνο αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο.  Σα 

παξαπάλσ θξηηήξηα επηινγήο ηερληθήο θαζψο θαη ην θξηηήξην ηνπ John von 

Neumann
4
, ζα καο απαζρνιήζνπλ ζηελ παξνχζα εξγαζία, γηα ηελ πεξίπησζε 

γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο
5
.  Δπηπιένλ ζα εμεηαζηνχλ θαη νη δηάθνξεο 

πεξηπηψζεηο κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο. Αλαιπηηθφηεξα: 

Ζ αλα ρείξαο δηαηξηβή ρσξίδεηαη ζε ηξία κέξε. Σν πξσην κέξνο ρσξίδεηαη ζε 3 

θεθάιαηα, θαη πεξηέρεη θάπνηα εηζαγσγηθά θαη πξναπαηηνχκελα ζηνηρεία γηα ηελ 

παξαθνινχζεζε ηεο παξνχζαο δηαηξηβήο  

ην πξψην θεθάιαην ζα γίλεη ε παξνπζίαζε ηεο κεζνδνινγίαο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

θαη ζα δηαζαθεληζηνχλ θάπνηεο έλλνηεο, φπσο: 

 ηνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο, 

 ησλ γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο, a la Sraffa-Leontief θαη ηεο ηερληθήο 

απιήο ή ζχλζεηεο παξαγσγήο, δηαζπψκελεο ή κή. 

Αθνχ νξηζηεί ε ηερληθή παξαγσγήο, θαη αθνχ γίλεη κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηηο 

έλλνηεο ηνπ θαζαξνχ θαη ηνπ αθαζάξηζηνπ πξντφληνο ελφο ζπζηήκαηνο-ηερληθήο 

παξαγσγήο. Θα γίλεη αλαθνξά, αιιά θαη ζα εμαρζνχλ νη αλαγθαίεο θαη ηθαλέο 

ζπλζήθεο, γηα ην παξαγσγηθφ, ην πξνζνδνθφξν, θαζψο θαη γηα ην βηψζηκν ελφο 

ζπζηήκαηνο απιήο ή ζχλζεηεο παξαγσγήο. 

Βάζεη φισλ ησλ παξαπάλσ ζα γίλεη θαη ε δηαθνξνπνίεζε αλάκεζα ζε βαζηθά θαη κή 

βαζηθά εκπνξεχκαηα αιιά θαη ζε αλαπαξαγφκελα ή κε.   

Δπηπιένλ ζα δηαζαθεληζηεί ε έλλνηα ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο θαη ηνπ ηππηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο  

                                                           
3
 Γειαδή ηελ επηινγή κηαο ηερληθήο ζε πεξηζζφηεξεο απφ 2 κε δηαδνρηθέο ηηκέο ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο.  

4
 Αλ θαη έρεη επηθξαηήζεη λα ζεσξείηαη πεξηζζφηεξν σο έλα κνληέιν γεληθήο ηζνξξνπίαο. 

5
 Αιιά θαη ζχλζεηεο γηα ηηο πεξηπηψζεηο ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Bidard θαη ηνπ θξηηεξίνπ ηνπ John von 

Neumann 
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ην δεχηεξν θεθάιαην, θαη αθνχ δηαηππσζνχλ νη αλαγθαίεο (πξν)ππνζέζεηο, 

παξνπζηάδεηαη ην ζχζηεκα πξνζδηνξηζκνχ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ελφο ζπζηήκαηνο 

παξαγσγήο, a la Sraffa-Leontief.  ηα πιαίζηα απηά, ζα πξνζδηνξηζηνχλ νη ηηκέο 

παξαγσγήο γηα φιεο ηηο δπλαηέο πεξίπηψζεηο  ζηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ 

θαη δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο
6
, θαη θάζε χςνο πνζνζηνχ θέξδνπο ή 

νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ. 

ην ηξίην θεθάιαην ζα εμεηαζηεί πνηά ηηκηαθά κεγέζε κεηαβάιινληαη, κε ηελ 

ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. Σν ηειεπηαία ζα γίλεη γηα θάζε είδνο ηππνπνίεζεο. 

ην ηέηαξν θεθάιαην ζα εμεηαζηεί ην πψο εμάγεηαη ε θακπχιε (ζρέζε) πνζνζηνχ 

θέξδνπο νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ (w-r ζρέζε) θαη αθνχ παξνπζηαζηνχλ 

δηαγξακκαηηθά ηα δηάθνξα είδε ηεο, ζα γίλεη κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηελ θιίζε θαη ην 

ζρήκα ηεο. 

ην πέκπην θεθάιαην ηνπ πξψηνπ κέξνπο παξνπζηάδνληαη  ηα πιένλ γλσζηά ζηελ 

βηβιηνγξαθία ηππηθά εκπνξεχκαηα, ηα νπνία έρνπλ ηελ ηδηφηεηα ηεο εμαγσγήο κηαο 

γξακκηθήο w-r θακπχιεο. Αλαιπηηθφηεξα ζα παξνπζηαζηνχλ ηα ηππηθά εκπνξεχκαηα 

ηνπ P.Sraffa, ηνπ T.Miayo,ηνπ Βαζηιάθε θαη ηέινο ησλ Π.Βνπγηνπθιάθε θαη 

Θ.Μαξηφιε. 

ην εθην θαη ηειεπηαίν θεθάιαην γίλεηαη κηα δηεμνδηθφηεξε παξνπζίαζε ζηελ 

δηακάρε ησλ δχν Cambridge.  πσο ζα δνχκε ζηελ ζπλέρεηα αληίπαια ήηαλ ηα δχν 

θχξηα ηφηε ξεπκαηα ζηελ νηθνλνκηθή επηζηήκε, ην λενθιαζηθφ θαη ην λεν-ξηθαξδηαλφ 

(λενθεπλζηαλφ). Θα γίλεη αλαθνξά ζηα θχξηα ζεκεία ηεο ζεσξίαο θαζψο θαη ζηα 

θχξηα ζεκεία ηεο θξηηηθήο ηνπ αληίπαινπ θάζε θνξά ζηξαηνπέδνπ. Ηδηαίηεξε κλεία ζα 

γίλεη ζε θάπνηα θεληξηθά πξφζσπα ηεο δηακάρεο φπσο, ησλ P.Samuelson θαη  D. 

Levhari απφ ην «ζηξαηφπεδν» ησλ λενθιαζηθψλ (Ακεξηθαληθν Cambridge) θαη ησλ  

J.Robinson, P.Sraffa ,L.Pasinetti, P.Garegnani θαη άιισλ απφ ην ζηξαηφπεδν ησλ 

λενξηθαξδηαλψλ νηθνλνκνιφγσλ (Αγγιηθφ-Δπξσπατθφ Cambridge). 

 

                                                           
6
 ηελ παξνχζα δηαηξηβή δελ ζα εμεηαζηεί κε ιεπηνκέξηα ην πψο δηακνξθψλνληαη νη ηηκέο ζηελ 

πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο, θαζψο ε δηαδηθαζία είλαη αθξηβψο ε ίδηα κε ηελ πεξίπησζε ηεο 

απιήο παξαγσγήο. 
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Σν δεχηεξν κέξνο  κειεηάηαη ην ζέκα θαζ’εαπηφλ ηεο παξνχζαο δηαηξηβήο. Πην 

ζπγθεθξηκέλα εμεηάδεηαη ην πξφβιεκα ηεο επηινγήο θαη ηεο θαηάηαμεο ηερληθψλ 

παξαγσγήο. Πην ζπγθεθξηκέλα. 

ην πξψην θεθάιαην, γίλεηαη κηα ζχληνκε πεξηγξαθή ηνπ πξνβιήκαηνο . 

ην δεπηεξν θεθάιαην, κειεηάηαη ην θξηηήξην ηεο κεγηζηνπνίεζεο ησλ θεξδψλ ήηνη 

ηνπ w-r θξηηεξίνπ, θαζψο θαη ζην πφηε ε w-r θακπχιε θάζε ηερληθήο κεηαβάιιεηαη 

κε ηελ ηππνπνίεζε. Θα δείμνπκε κε άιια ιφγηα, πσο ζηελ πξαγκαηηθφηεηα γίλεηαη 

ιφγνο γηα w-r ζρέζεηο ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ θαη φρη ηερληθψλ παξαγσγήο. Θα 

εμεηαζηνχλ νη πεξηπηψζεηο κε δηαζπψκελσλ θαη δηαζπψκεσλ ηερληθψλ απιήο 

παξαγσγήο. Θα θαηαιήμνπκε κε άιια ιφγηα φηη ε κνλνζήκαληε θαηάηαμε είλαη 

κφλνλ δπλαηή κφλν φηαλ νη ηερληθέο νη νπνίεο ζπγθξίλνληαη είλαη γεηηνληθέο κε 

δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο. 

ην ηξίην  θεθάιαην ε πξνζνρή εζηηάδεηαη ζην cost minimization criterion ή 

ειιεληζηί ζην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο. Αθνχ παξνπζηαζηνχλ νη 

δηάθνξεο εθδνρέο ηνπ ζηελ βηβιηνγξαθία, ζα γίλεη ε δηαηχπσζε ηνπ θαη ζα 

δηαπηζησζεί αλ ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε, γηα ηελ 

πεξίπησζε δηαζπψκελσλ ή κή δηαζπψκελσλ ηερληθψλ παξαγσγήο θαη γηα 

δηαθνξεηηθέο ηππνπνηήζεηο ησλ ηηκψλ. Σέινο ζα δνζεί ε αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε 

γηα ηελ κνλνζήκαληε θαηάηαμε ηνπο κε απηφ ην θξηηήξην.  ηα πιαίζηα ηεο 

παξνπζίαζεο ηνπ cost minimization criterion, ζα παξνπζηαζηεί θαη ην ζπγγελέο ζε 

απηφ Non Substitution theorem ζηηο δηάθνξεο εθδνρέο ηνπ, φπσο παξνπζηάδνληαη 

ζηελ βηβιηνγξαθία. Δπηπιένλ ζα εμεηαζηεί ζε πνηέο πεξηπηψζεηο ην cost minimization 

criterion ζπκπίπηεη κε ην w-r θξηηήξην
7
, αιιά θαη κε ην Non Substitution Σheorem. 

Σέινο εμεηάδεηαη ζε πνηέο πεξηπηψζεηο ην θξηηήξην ηεο κεγηζηνπνίεζεο ησλ θεξδψλ 

ζπκπίπηεη κε απηφ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο. Γίλεηαη αληηιεπηφ φηη ηα δχν 

απηά θξηηήξηα ζπκπίπηνπλ ζηελ πεξίπησζε κή δηαζπψκελσλ γεηηνληθψλ ηερληθψλ 

απιήο παξαγσγήο θαη ζηελ πεξίπησζε δηαζπψκελσλ γεηηνληθψλ ηερληθψλ απιήο 

παξαγσγήο, φπνπ φκσο νη ηηκέο ηππνπνηνχληαη κε ην εκπνξεχκα,ην νπνίν εμέξρεηαη 

απφ ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο θαηά ηελ νπνία δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο. 

                                                           
7
 Αλαθεξφκελνη θαη ελ ζπληνκία θαη ζηελ ζπδήηεζε ησλ H.D.Kurz/Gehrke κε ηνλ Γ. ηακάηε γπξψ 

απν ηελ ζρέζε w-r θαη cost minimization criterion, θαη ηελ δπλαηφηεηα κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ησλ 

ηερληθψλ παξαγσγήο. 
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ην ηέηαξην θεθάιαην ζα δηαηππσζεί ν αιγφξηζκνο ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο θαη 

ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο. Με άιια ιφγηα ζα παξνπζηαζηεί ν αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο 

ηνπ Levhari (γηα ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο) θαη ηνπ C.Bidard (γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο). Θα ειεγρζεί κάιηζηα ζε πνηεο πεξηπηψζεηο ε θαηάηαμε πνπ 

ζπλεπάγεηαη ν αιγφξηζκνο είλαη κνλνζήκαληε θαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε, 

θαζψο θαη πφηε  ην ζχζηεκα ζπγθιίλεη ζην θπξίαξρν θαηα Bidard n-set. 

ην πέκπην θεθάιαην εηζάγνληαη νη έλλνηεο ησλ ραξαδνθηαλψλ ζπζηήκαησλ 

παξαγσγήο, θαζψο θαη ησλ corn economies θαη ζα απνδεηρζεί φηη νδεγνχλ ζε κηα 

θαηάηαμε ηερληθψλ αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ θαη σο εθ ηνχηνπ 

κνλνζήκαληε. 

ην έθην θεθάιαην ζα παξνπζηαζηεί ην κνληέιν ηνπ von Neumann θαη ζα δνχκε πσο 

απηφ ην θξηηήξην νδεγεί ζε κηα κνλνζήκαληε θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο. 

Μάιηζηα ζα δείμνπκε φηη ην κνληέιν ηνπ von Neumann δελ είλαη ηίπνηε άιιν απφ έλα 

ραξαδνθηαλφ κνληέιν παξαγσγήο γεληθεπκέλν ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο 

παξαγσγήο. Θα εμεηαζηνχλ δηεμνδηθά: 

 Ζ αξρηθή εθδνρή ηνπ John von Neumann, ρσξίο λα επαλαιάβνπκε ηελ 

απφδεημε ηνπ γηα ην ζεψξεκα ηνπ ζηαζεξνχ ζεκείνπ, ζηελ νπνία θαη βαζίδεη 

ηελ χπαξμε ησλ ιχζεσλ γηα ην κνληέιν ηνπ. 

 Θα ειεγρζεί επίζεο θαηά πφζνλ έλα ζχζηεκα ζπγθιίλεη ζηελ ιχζε πνπ έδσζε 

ν ίδηνο ν von Neumann, ρξεζηκνπνηψληαο κηα γεληθεπκέλε εθδνρή, βαζηζκέλε 

ζηνλ Γ.ηακάηε, γηα ηηο  πεξηπηψζεηο, κε δηαζπψκελσλ, κε δηαρσξίζηκσλ 

ηερληθψλ παξαγσγήο, κε δηαζπψκελσλ δηαρσξίζηκσλ ηερληθψλ παξαγσγήο, 

δηαζπψκελσλ κε δηαρσξίζηκσλ ηερληθψλ παξαγσγήο θαη  δηαζπψκελσλ 

δηαρσξίζηκσλ ηερληθψλ παξαγσγήο 

ην έβδνκν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη εθηελέζηεξα νη ηδηφηεηεο πνπ ηζρχνπλ ζηα 

ζεκεία αιιαγήο (switch) θαη ελαιιαγήο (reswitch) δχν ηερληθψλ. Δπηπιένλ ζα δσζεί 

ηδηαίηεξε ζεκαζία ζηα ιεγφκελα ςεπδή ζεκεία ελαιιαγήο (Fake switch points). Θα 

δείμνπκε φηη ηα ζεκεία απηά, αληίζεηα κε ηα φζα ππνζηεξίδνπλ νη C.Bidard θαη 

E.Klimovksy, θάζε άιιν παξά ςεπδή είλαη. 

ην φγδνν  θεθάιαην ζα παξνπζηαζηεί ην πξφβιεκα ηεο επηινγήο ηερληθήο (ζχκθσλα 

κε ην w-r θξηηήξην) ζηελ πεξίπησζε φπνπ ππάξρνπλ δχν πξσηαξρηθέο εηζξνέο, ιφγνπ 
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ράξε γή. Δμαηάδεηαη αξρηθά ην πσο πξνζδηνξίδνληαη νη ηηκέο παξαγσγήο θαη ζηελ 

ζπλέρεηα εμεηάδεηαη ην πξφβιεκα θαζ’ εαπηφλ ηεο επηινγήο ηερληθήο ζχκθσλα κε ην 

W-w-r πιένλ θξηηήξην.  

ην ηξίην θαη ηειεπηαίν κέξνο εμάγνληαη ηα ηειηθά ζπκπεξάζκαηα ηεο παξνχζαο 

δηαηξηβήο. Πην ζπγθεθξηκέλα ζπλνςίδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ηα φζα 

αλαθέξζεθαλ ζηελ παξνχζα δηαηξηβή. Κεληξηθφ ζπκπέξαζκα πνπ εμάγεηαη είλαη φηη 

ηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο θαη’ νπζίαλ πξφθεηηαη γηα θαηάηαμε ηππηθψλ 

ππνζπζηεκάησλ θαη φρη γηα θαηάηαμε ηερληθψλ παξαγσγήο – κε εμαίξεζε θπζηθά ηα 

ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα παξαγσγήο θαη ησλ corn economies. 
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1 Δηζαγσγή 

 

ην παξφλ θεθάιαην ζα παξνπζηάζνπκε ην αλαιπηηθφ πιαίζην, ζην νπνίν ζα θηλεζεί 

ε παξνχζα δηαηξηβή.  

Ζ εμέηαζε ηνπ δεηήκαηνο ηεο επηινγήο θαη ηεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο 

ζα γίλεη ζηα πιαίζηα γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο, ηα νπνία απφ ηελ θχζε 

ηνπο εκθαλίδνπλ ζηαζεξέο απνδφζεηο θιίκαθαο. 

Πεξηπηψζεηο κε γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο, δελ κπνξνχλ λα πεξηγξάςνπλ 

κηα νηθνλνκία ζην ζχλνιν ηεο, θαη σο εθ ηνχηνπ ζα ηεζνχλ εθηφο αλάιπζεο ζηελ 

παξνχζα δηαηξηβή. 

Σα γξακκηθά ζπζηήκαηα παξαγσγήο, ζηελ βηβιηνγξαθία, εκθαλίζηεθαλ φπσο ηα 

μέξνπκε ζήκεξα, απφ ηνπο W.Leontief
8
, John von Neumann

9
 θαη P.Sraffa

10
, θαζψο 

θαη απφ ηνλ L.von Bortkievicz
11

. Σα ζπζηήκαηα απηά είλαη γξακκηθά, θαζψο νη 

δηαδηθαζίεο παξαγσγήο θαη ην νηθνλνκηθφ ζχζηεκα ζην ζχλνιν ηνπ, πεξηγξάθνληαη 

απφ έλα ζχλνιν γξακκηθψλ ζρέζεσλ. 

Γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο ιεηηνπξγίαο ησλ γξακκηθψλ κνληέισλ (ή ζπζηεκάησλ)  

παξαγσγήο ζα ήηαλ ρξήζηκε ε δηαζαθήληζε νξηζκέλσλ  ελλνηψλ γχξσ απφ απηά. 

Μεξηθέο απφ απηέο ελδεηθηηθά ζα είλαη: 

1. Ζ έλλνηα ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ηεο ηερληθήο παξαγσγήο 

2. Ζ έλλνηα ηεο κεζφδνπ παξαγσγήο 

3. Ζ έλλνηα ηνπ θαζαξνχ θαη ηνπ αθαζάξηζηνπ πξντφληνο 

4. Ζ έλλνηα ηεο ηππνπνίεζεο 

1.1 χζηεκα παξαγσγήο 

 

Πξνηνχ νξίζνπκε ηηο ηερληθέο, ζα ήηαλ αλαγθαίν λα νξηζηνχλ νη κήηξεο , 0A A θαη 

, 0B B   θαζψο θαη ην δηάλπζκα , 0 . Καηά ζπλέπεηα ζαλ , 0A A , νξίδνπκε ηελ 

                                                           
8
 W.Leontief (1951) 

9
 John von Neumann (1937) 

10
 P.Sraffa (1960) 

11
 L.von Bortkievicz (1952) 
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nxn κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ (ή ησλ  εηζξνψλ ζε εκπνξεχκαηα), φπνπ θάζε 

ζηνηρείν ηεο 
ija , παξηζηά ηελ πνζφηεηα ηνπ εκπνξεχκαηνο ηνπ είδνπο i, πνπ 

εηζέξρεηαη άκεζα ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ εκπνξεχκαηνο j. Καηά ηνλ ίδην 

ηξφπν νξίδεηαη θαη ε nxn κήηξα , 0B B   ησλ εθξνψλ, φπνπ θάζε ηεο ζηνηρείν 
ijb , 

παξηζηά ηελ πνζφηεηα ηνπ εκπνξεχκαηνο i πνπ εμέξρεηαη απφ ηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ηνπ εκπνξεχκαηνο j. αλ , 0 νξίδεηαη ην 1xn δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ 

ζε άκεζε εξγαζία, ελψ θάζε ζηνηρείν ηνπ i , παξηζηά ηελ πνζφηεηα ηεο άκεζεο θαη 

νκνηνγελνχο εξγαζίαο (ή φπσο ηελ νλνκάδεη ν Γ. ηακάηεο, δσληαλή εξγαζία), πνπ 

εηζέξρεηαη ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ εκπνξεχκαηνο j.  

Πξνθεηκέλνπ λα πεξηγξάςνπκε έλα γξακκηθφ ζχζηεκα παξαγσγήο, είλαη αλαγθαίνο 

θαη ν νξηζκφο ησλ δηαλπζκάησλ ηνπ αθαζάξηζηνπ θαη ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο, θαζψο 

θαη απηνχ ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Αξρηθά ζαλ αθαζάξηζην πξντφλ, νξίδεηαη ην nx1 δηάλπζκα , 0X X    , ηνπ νπνίνπ 

θάζε ζηνηρείν 
jX , παξηζηά ηελ αθαζάξηζηε εθξνή ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο ηνπ 

εκπνξεχκαηνο j. αλ θαζαξφ πξντφλ, νξίδεηαη ην nx1 δηάλπζκα , 0Y Y    , ηνπ νπνίνπ 

θάζε ζηνηρείν 
jY , παξηζηά ηελ θαζαξή εθξνή ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο ηνπ 

εκπνξεχκαηνο j. Με , 0x x  , νξίδεηαη ην nx1 δηάλπζκα , 0x x    , ηνπ νπνίνπ θάζε 

ζηνηρείν 
jx , παξηζηά ην επίπεδν δξαζηεξηφηεηαο ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο ηνπ 

εκπνξεχκαηνο j. 

Οη κήηξεο Α θαη Β, θαζψο θαη ηα δηαλχζκαηα x,Y,X, θαη  ζρεκαηίδνπλ σο γλσζηφλ, 

έλα ζχζηεκα εηζξνψλ- εθξνψλ, ην νπνίν φπσο μέξνπκε πεξηγξάθεηαη απφ έλα 

γξακκηθφ ππφδεηγκα παξαγσγήο, ην νπνίν κπνξεί λα παξαζηαζεί αιγεβξηθά- 

ζρεκαηηθά απφ ηελ παξαθάησ ζρέζε 
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Έλαο ελαιιαθηηθφο ηξφπνο νξηζκνχ ηεο ηερληθήο παξαγσγήο είλαη απηφο ησλ H.D. 

Kurz θαη N.Salvadori. Αξρηθά ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ πεξίπησζε κηαο 
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κνλνηνκεαθήο νηθνλνκίαο, ε νπνία a la Ricardo, παξάγεη ζίην (corn)
12

. Με άιια 

ιφγηα ην κνληέιν ηεο παξαγσγήο έρεη σο εμήο: 

 

χκθσλα κε ην ζρήκα απηφ, νη εξγάηεο ζεξίδνπλ θαη ζπέξλνπλ ην ζίην, ελψ ν ζίηνο 

έρεη ηνλ ζχλζεην ξφιν ηνπ κέζνπ παξαγσγήο, θαη ηνπ κηζζηαθνχ εκπνξεχκαηνο, ην 

νπνίν είλαη απαξαίηεην γηα ηελ επηβίσζε ησλ εξγαηψλ. Αλ ζέινπκε ηα  παξαπάλσ λα 

ηα εκθαλίζνπκε ζε κηα πεξηζζφηεξν ζχληνκε θαη καζεκαηηθνπνηεκέλε εθδνρή, ζα 

έρνπλ ηελ κνξθή: 

 a b  (1) 

χκθσλα κε ηελ ζρέζε (1) α κνλάδεο ζηηαξηνχ ζπλδπάδνληαη απφ θνηλνχ κε 

κνλάδεο δσληαλήο εξγαζίαο (Γ.) θαη κεηαηξέπνληαη ζε b κνλάδεο ζίηνπ. Καηά 

ζπλέπεηα ην ζχκβνιν   παξηζηά ηελ απφ θνηλνχ κεηαηξνπή ηνπ ζηηαξηνχ θαη ηεο 

δσληαλήο εξγαζίαο εθ λένπ ζε ζίην, ελψ ην ζχκβνιν  παξηζηά  ηελ δηεξγαζία (ή 

φπσο νη Kurz θαη Salvadori ηελ ραξαθηεξίδνπλ ζαλ έλα καχξν θνπηί
13

) θαηά ηελ 

νπνία ν ζίηνο θαη ε εξγαζία κεηαηξέπνληαη ζε ζίην εθ λένπ
14

. 

Ζ ζρέζε (1) είλαη δπλαηφλ λα αλαρζεί θαη ζηελ κνλάδα αλ δηαηξεζνχλ θαη ηα δχν 

κέιε ηεο ζρέζεο (1) κε ηελ αθαζάξηζηε εθξνή, b. πλεπψο: 

 1
a

b b
  (2) 

                                                           
12

 H.D. Kurz θαη N.Salvadori, (1991) ζει 43 

13
 H.D. Kurz θαη N.Salvadori, (1991) ζει 43 

14
 Χζηφζν ε ρξήζε ηνπ ζπκβφινπ είλαη γεληθή θαη αλά πεξίπησζε κπνξεί λα ππνδειψλεη κηα 

δηαθνξεηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο. Λφγσ ηεο θχζεο ηεο παξνχζαο δηαηξηβήο αξθνχκαζηε λα 

αλαθέξνπκε, φηη ην ζχκβνιν αλαθέξεηαη ζε γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο, a la Leontief-

Sraffa-von Neumann 
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Σελ παξαπάλσ παξνπζίαζε κπνξνχκε λα ηελ εθαξκφζνπκε ζε έλαλ θφζκν κε 

παξαπάλσ ηνπ ελφο παξαγφκελνπ εκπνξεχκαηνο. Καηά ζπλέπεηα ηελ ζέζε ηεο ζρέζεο 

(1) κπνξεί λα πάξεη ε: 

 A B  (3) 

χκθσλα κε ηελ ζρέζε (3) φπνπ Α ε nxn κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, Β ε nxn 

ησλ εθξνψλ ηνπ ζπζηήκαηνο θαη , ην 1xn δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή 

εξγαζία. Οξίδνληαο ηηο δηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζαλ ( )ij ija b νξίδνπκε ηελ 

πνζφηεηα ηνπ εκπνξεχκαηνο i πνπ εηζέξρεηαη (εμέξρεηαη) άκεζα απφ ηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ηνπ εκπνξεχκαηνο j, θαη i  ηελ πνζφηεηα ηεο δσληαλήο εξγαζίαο πνπ 

εηζέξρεηαη ζηελ παξαγσγή ηνπ εκπνξεχκαηνο i . Καηά ζπλέπεηα ε ζρέζε (3) παίξλεη 

ηελ κνξθή: 

 
ij i ijA B  (4) 

Αλ ηελ παξαπάλσ  ζρέζε ζέινπκε λα ηελ αλαγάγνπκε ζην κνλαδηαίν επίπεδν, δελ 

έρνπκε λα θάλνπκε ηίπνηε άιιν απφ ην λα πνιιαπιαζηάζνπκε θαη ηα δχν κέιε ηεο 

ζρέζεο (4) κε ηελ αληίζηξνθε κήηξα ηεο 
1,B B
. Με άιια ιφγηα απφ ηελ (4) 

πξνθχπηεη: 

 1 1 1 * * * 1 * 1, ,ij ij i ij ij ij ij i ij ij ij i i ijA B B B B A I A A B B          (5) 

Έλαο νκνινγνπκέλσο πεξηεθηηθφηεξνο νξηζκφο ηεο ηερληθήο θαη ηνπ ζπζηήκαηνο 

παξαγσγήο δίδεηαη απφ ηνλ Γ. ηακάηε
15

. Βαζηδφκελνη ζην ηειεπηαίν κπνξνχκε λα 

πνχκε φηη κηα ηερληθή παξαγσγήο [ , ]A  νξίδεηαη πιήξσο απφ ηελ κήηξα ησλ εηζξνψλ 

ζε εκπνξεχκαηα (κέζσλ παξαγσγήο) , 0A A , δηαζηάζεσλ nxn, θαη ην δηάλπζκα ησλ 

εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία αλά κνλάδα παξαγφκελνπ εκπνξεχκαηνο, , 0 , 

δηαζηάζεσλ 1xn. 

Αληίζηνηρα έλα ζχζηεκα παξαγσγήο νξίδεηαη πιήξσο απφ ηελ ηξηπιέηα [ , , ]A X , ε 

νπνία απνηειείηαη απφ ηελ ηερληθή παξαγσγήο [ , ]A  πνπ ρξεζηκνπνηεί θαη ην 

δηάλπζκα ηνπ αθαζάξηζηνπ πξντφληνο πνπ παξάγεη. 

                                                           
15

 Βι. Γ. ηακάηεο (1995) ζει17 
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Ζ ζρέζε ηερληθήο θαη ζπζηήκαηνο παξαγσγήο αλαιχεηαη πεξαηηέξσ απφ ηνλ Γ. 

ηακάηε
16

 νξίδνληαο εθ λένπ ηερληθέο θαη ζπζηήκαηα παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα γηα 

ηνλ Γ. ηακάηε κηα ηερληθή παξαγσγήο απνηειείηαη απφ φια εθείλα ηα ζπζηήκαηα 

παξαγσγήο ηα νπνία: 

1. Παξάγνπλ φια ηα δπλαηά ζεηηθά αθαζάξηζηα πξντφληα, ζε νπνηαδήπνηε 

πνζφηεηα θαη αλαινγία -ησλ πξνο παξαγσγή- εκπνξεπκάησλ, θαη 

2. Γηα θάζε εκπφξεπκα έρνπλ ηνλ ίδην ιφγν εηζξνψλ, πξνο ηελ αθαζάξηζηε 

εθξνή. Λφγσ κάιηζηα ηεο γξακκηθφηεηαο ηεο ηερληθήο ν ιφγνο απηφο εηζξνψλ 

αθαζάξηζηνπ πξντφληνο, είλαη αλεμάξηεηνο απφ ηα αληίζηνηρα αθαζάξηζηα 

πξντφληα. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο ίδηεο ιέμεηο κε ηνλ Γ.ηακάηε
17

, κπνξνχκε λα πνχκε: 

«Ζ ηερληθή ινηπφλ, είλαη φηη απνκέλεη απφ ην ζχλνιν ησλ παξαπάλσ ζπζηεκάησλ, 

φηαλ αληηπαξέιζνπκε θαη’ αθαηξεηηθφ ηξφπνλ ηα ζπγθεθξηκέλα αθαζάξηζηα πξντφληα 

πνπ παξάγνπλ απηά ηα ζπζηήκαηα. Απηφ πνπ απνκέλεη πξνθαλψο είλαη νη ιφγνη 

εηζξνψλ εθξνψλ. Οη ιφγνη απηνί εθθξάδνληαη απφ ηελ αληίζηνηρε Α θαη ην αληίζηνηρν 

. Γηα απηφ θαη ε ηερληθή νξίδεηαη ελ ηέιεη πιήξσο απφ ηελ Α θαη ην .» 

Βιέπνπκε ινηπφλ  φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ γξακκηθψλ ηερληθψλ παξαγσγήο, φια ηα 

δπλαηά ζπζηήκαηα παξαγσγήο είλαη απηά πνπ ζε ηειεπηαία αλάιπζε ζπγθξνηνχλ ηελ 

ηερληθή. Με άιια ιφγηα είλαη δπλαηφλ λα ππάξμνπλ ηφζα ζπζηήκαηα παξαγσγήο, φζα 

θαη ηα δπλάκελα λα παξαρζνχλ αθαζάξηζηα πξντφληα κηαο δεδνκέλεο ηερληθήο 

παξαγσγήο. 

 

 

 

 

 

                                                           
16

 Γ. ηακάηεο (1995) ζει42 

17
 Γ. ηακάηεο (1995) ζει43 
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1.2 Μέζνδνο ή δηαδηθαζία παξαγσγήο 

 

Απφ ηελ ζρέζε (4) κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ε νπνία 

πεξηγξάθεηαη απφ ηελ ηξηπιέηα δηαλπζκάησλ , ,j j ia b    γηα ηα νπνία απφ ηηο ζρέζεηο 

(3) θαη (4) πξνθχπηεη: 

 

1 1

2 2

j j

j j

j

nj nj

a b

a b

a b

   
   
   


   
   
      

 (6) 

Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε πξνθχπηεη, φηη ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ 

εκπνξεχκαηνο j, εηζέξρνληαη, άκεζα θαη απφ θνηλνχ, ηα εκπνξεχκαηα 1 έσο n θαη ε 

δσληαλή εξγαζία. Καηά ζπλέπεηα δχλαληαη λα εμαρζνχλ απφ απηήλ ηα εκπνξεχκαηα 

απφ 1…έσο θαη  n. 

Γαλεηδφκελνη ηνλ νξηζκφ ηνπ Κ.Γφγνινπ κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ζαλ: 

«Λεθηηθά ηε δηαδηθαζία παξαγσγήο ζα κπνξνχζακε λα ηελ νξίζνπκε σο εμήο: 

δηαδηθαζία παξαγσγήο είλαη κηα «ελέξγεηα», ε νπνία πξνζδηνξίδεηαη απφ ηηο ηερληθέο 

ζπλζήθεο παξαγσγήο θαη ηελ εξγαζηαθή δχλακε πνπ θαηέρεη κηα δεδνκέλε νηθνλνκία 

θαη ε νπνία δίλεη ηε δπλαηφηεηα ζηελ νηθνλνκία απηή λα κεηαηξέςεη κηα δέζκε 

εκπνξεπκάησλ ζε κηα άιιε δέζκε εκπνξεπκάησλ.»
18

 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε δηαδηθαζία παξαγσγήο, είλαη κηα 

εζσηεξηθή δηεξγαζία, ηνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο ή ηεο ηερληθήο παξαγσγήο 

γεληθφηεξα, κε ηελ νπνία κεηαηξέπεηαη έλα εκπφξεπκα ή έλα θαιάζη εκπνξεπκάησλ 

ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ δσληαλή εξγαζία, ζε έλα ζπγθεθξηκέλν εκπφξεπκα (ζηελ 

πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο) ή ζε έλα θαιάζη εκπνξεπκάησλ (ζηελ πεξίπησζε 

ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο. 

 

                                                           
18

 Βι. Κ.Γφγνινο (2000) ζει 4 
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1.2.1 πζηήκαηα (ηερληθέο ) απιήο ή ζχλζεηεο παξαγσγήο 

 

πσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ απφ κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο, είλαη δπλαηφλ λα 

εμέξρνληαη έλα ή πεξηζζφηεξα εκπνξεχκαηα (θαιάζη εκπνξεπκάησλ). Σν ηειεπηαίν 

είλαη θαη απηφ πνπ θαζνξίδεη αλ κία ηερληθή (ή ζχζηεκα) είλαη απιήο (single) ή 

ζχλζεηεο (joint production) παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα : 

Μηα ηερληθή απιήο παξαγσγήο είλαη εθείλε ε ηερληθή, απφ θάζε δηαδηθαζία ηεο 

νπνίαο εμέξρεηαη έλα κφλν είδνο εκπνξεχκαηνο, ην νπνίν δελ παξάγεηαη απφ θακία 

άιιε δηαδηθαζία. Σν ηειεπηαίν είλαη ηζνδχλακν κε ην γεγνλφο φηη ε κήηξα ησλ 

εθξνψλ έρεη φια ηεο ηα ζηνηρεία κεδεληθά, εθηφο απφ απηά πνπ βξίζθνληαη επί ηεο 

θπξίαο δηαγσλίνπ. Οη ηερληθέο απιήο παξαγσγήο κπνξνχλ εχθνια λα αλαρζνχλ ην 

κνλαδηαίν επίπεδν, αλ δηαηξέζνπκε θάζε ζηνηρείν ηεο εθάζηνηε ζηήιεο ηεο κήηξαο 

ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ θαη ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο δσληαλήο εξγαζίαο κε ην 

άζξνηζκα φισλ ησλ ζηνηρείσλ ηεο αληίζηνηρεο ζηήιεο ζηελ νπνία βξίζθεηαη. Με 

άιια ιφγηα
19

: 
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 (7) 

Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε -θαη δεδνκέλνπ φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο 

ε κήηξα ησλ εθξνψλ εηζξνψλ είλαη δηαγψληα- πξνθχπηεη: 
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 (8) 

                                                           
19

 Δίλαη απηνλφεην φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο , 0ijj i b    
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Με ηνλ παξαπάλσ ηξφπν ε δεδνκέλε ηερληθή απιήο παξαγσγήο κπνξεί λα αλαρζεί 

ζην κνλαδηαίν επίπεδν. Με άιια ιφγηα απφ θάζε δηαδηθαζία παξαγσγήο εμέξρεηαη 

κία κφλν κνλάδα ηνπ θάζε εκπνξεχκαηνο. Σν ηειεπηαίν είλαη θαη ν ιφγνο γηα ηνλ 

νπνίν ηα επίπεδα δξαζηεξηφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο, ζπκπίπηνπλ κε ην αθαζάξηζην 

πξντφλ. Δθεμήο ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο ηελ κήηξα A  ζα ηελ 

ζπκβνιίδνπκε κε ηελ κήηξα Α , φπνπ θάζε ζηνηρείν ηεο 
ija , παξηζηά ηελ πνζφηεηα 

ηνπ εκπνξεχκαηνο ηνπ είδνπο i, πνπ εηζέξρεηαη άκεζα ζηελ παξαγσγή κίαο κνλάδαο 

ηνπ εκπνξεχκαηνο j. Αληίζηνηρα ην δηάλπζκα  ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε ην δηάλπζκα 

, φπνπ θάζε ζηνηρείν ηνπ i , παξηζηά ηελ πνζφηεηα ηεο άκεζεο θαη νκνηνγελνχο 

εξγαζίαο (ή φπσο ηελ νλνκάδεη ν Γ. ηακάηεο, δσληαλή εξγαζία), πνπ εηζέξρεηαη 

άκεζα ζηελ παξαγσγή κίαο κνλάδαο ηνπ εκπνξεχκαηνο i.  

Απφ ηελ άιιε πιεπξά ζηηο ηερληθέο ζχλζεηεο παξαγσγήο (joint production 

techniques) είλαη δπλαηφλ απφ κία δηαδηθαζία παξαγσγήο λα εμέξρνληαη παξαπάλσ 

απφ έλα εκπνξεχκαηα. Σα ίδηα απηά εκπνξεχκαηα είλαη δπλαηφλ λα παξάγνληαη απφ 

κηα δηαθνξεηηθή δηαδηθαζία παξαγσγήο, ζε ζπλδπαζκφ θαη κε άιια εκπνξεχκαηα. 

ηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο δελ είλαη δπλαηφλ έλα ζχζηεκα παξαγσγήο 

λα αλαρζεί ζην κνλαδηαίν επίπεδν. Αληίζεηα νη εηζξνέο θαη εθξνέο κπνξνχλ λα 

αλαρζνχλ ζε κνλάδεο εξγαζίαο. Με άιια ιφγηα απφ ηελ ζρέζε (1) πξνθχπηεη:  
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  (9) 

Καη θαηά ζπλέπεηα: 
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Δθεμήο ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο ηελ κήηξα A  ζα ηελ ζπκβνιίδνπκε 

κε ηελ κήηξα Α , φπνπ θάζε ζηνηρείν ηεο, 
ija , παξηζηά ηελ πνζφηεηα ηνπ 

εκπνξεχκαηνο ηνπ είδνπο i, πνπ εηζέξρεηαη άκκεζα ζηελ παξαγσγή ηνπ 

εκπνξεχκαηνο j, αλα κνλάδα δσληαλήο εξγαζίαο. Αληίζηνηρα ε ηελ κήηξα Β , φπνπ 

θάζε ζηνηρείν ηεο, 
ijb , παξηζηά ηελ πνζφηεηα ηνπ εκπνξεχκαηνο ηνπ είδνπο i, πνπ 

εμέξρεηαη απφ ηελ δηαδηθαζία παξαγσγή ηνπ εκπνξεχκαηνο j, αλά κνλάδα δσληαλήο 

εξγαζίαο. 

ηελ παξνχζα δηαηξηβή ζα γίλεη ιφγνο γηα δηαζπψκελα θαη κε δηαζπψκελα 

ζπζηήκαηα απιήο ή ζχλζεηεο παξαγσγήο. 

Πξνηνχ  αλαθεξζνχκε ζε δηαζπψκελεο θαη κε δηαζπψκελεο ηερληθέο πξέπεη πξψηα λα 

δηαζαθεληζηνχλ νη φξνη βαζηθφ θαη κε βαζηθφ εκπφξεπκα. Βαζηθά εκπνξεχκαηα 

είλαη εθείλα ηα εκπνξεχκαηα, πνπ εηζέξρνληαη άκεζα ή έκκεζα ζηελ παξαγσγή φισλ 

ησλ εκπνξεπκάησλ, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηεο δηθήο ηνπο παξαγσγήο. Απφ ηελ άιιε 

πιεπξά κε βαζηθά είλαη εθείλα ηα εκπνξεχκαηα, πνπ δελ εηζέξρνληαη άκεζα ή έζησ 

έκκεζα ζηελ παξαγσγή φισλ ησλ εκπνξεπκάησλ ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη ηεο 

δηθήο ηνπ παξαγσγήο
20

. 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ Γ.ηακάηε
21

 γηα ηηο δηαζπψκελεο θαη κε δηαζπψκελεο ηερληθέο 

απιήο παξαγσγήο κπνξνχκε λα αλαθέξνπκε: 

Μηα ηερληθή απιήο παξαγσγήο [ , ]A  είλαη δηαζπψκελε αλ ε κήηξα , 0A A  είλαη 

δηαζπψκελε θαη κε δηαζπψκελε αλ ε ε κήηξα , 0A A  είλαη κε δηαζπψκελε. Μηα 

δηαζπψκελε nxn κήηξα Α, κπνξεί λα αλαρζεί ζηελ κνξθή: 

 
11 12

220

A A
A

A

 
  
 

 (11)  

ηελ πεξίπησζε απηή ε κήηξα Α, δηαζπάηαη ζηηο ππνκήηξεο 11A , 12A  θαη 22A . Ζ 

κήηξα 11A  δηαζηάζεσλ kxk, k<n, παξηζηά ηηο εηζξνέο ζε βαζηθά εκπνξεχκαηα πνπ 

εηζέξρνληαη ζηελ ίδηα ηελ δηθή ηνπο παξαγσγήο. Ζ κήηξα 12A δηαζηάζεσλ n-kxk 

παξηζηά ηηο εηζξνέο ζε βαζηθά εκπνξεχκαηα, πνπ εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή κε 

                                                           
20

 Γ.ηακάηεο (1997) 89-115 

21
 Γ. ηακάηεο(1998) ζει. 89-113 
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βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ. Δλψ ε 22A είλαη ε n-kxn-k κήηξα ησλ εηζξνψλ ζε κε βαζηθά 

εκπνξεχκαηα πνπ εηζέξρνληαη ζηελ ίδηα ηελ δηθή ηνπο παξαγσγή. Δπηπιένλ γηα ην 

δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε εξγαζία δηαζπάηαη θαη απηφ ζε δσληαλή εξγαζία πνπ 

εηζέξρεηαη ζην βαζηθφ θαη κε βαζηθφ ππνζχζηεκα. Με άιια ιφγηα: 

[ , ]I II , φπνπ I  ην 1xk δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία ζην βαζηθφ 

ππνζχζηεκα θαη II  ην 1xn-k δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία ζην βαζηθφ 

ππνζχζηεκα 

Με ηνλ ηξφπν απηφ ε ηερληθή [ , ]A , δηαζπάηαη ζε δχν ππφ-ηερληθέο ηελ [ , ]I IA , πνπ 

παξάγεη βαζηθά εκπνξεχκαηα κφλν, θαη ηελ [ , ]II IIA πνπ παξάγεη βαζηθά θαη κε 

βαζηθά εκπνξεχκαηα πνπ εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ
22

. 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ είκαζηε ζε ζέζε λα νξίζνπκε ην βαζηθφ θαη κε βαζηθφ 

ππνζχζηεκα. Καζ’ αλαινγία κε ηνπο πξνεγνχκελνπο νξηζκνχο ην (κε) βαζηθφ 

ππνζχζηεκα νξίδεηαη πιήξσο απφ ηελ ππν-ηερληθή [ , ]I IA ([ , ]II IIA ) θαη ην 

δηάλπζκα ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηνηήησλ ηνπ (κε) βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο 

, 0I Ix x  ,δηαζηάζεσλ kx1 ( , 0II IIx x  ,δηαζηάζεσλ n-kx1). 

Απφ ηα παξαπάλσ κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φηη ζε αληίζεζε κε ην κε βαζηθφ 

ππνζχζηεκα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα είλαη αλεμάξηεην, ππφ ηελ έλλνηα φηη κπνξεί λα 

ππάξμεη θαη ρσξίο ηελ παξνπζία ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο. Αληίζεηα έλα κε 

βαζηθφ ππνζχζηεκα δελ κπνξεί λα ππάξμεη ρσξίο ηελ παξνπζία ηνπ βαζηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο θαζψο δελ είλαη ζε ζέζε λα παξάμεη απφ κφλν ηνπ ηηο αληηθεηκεληθέο 

θαη ππνθεηκεληθέο ζπλζήθεο
23

 ηεο παξαγσγήο ηνπ
24

. 

Έλα αθφκα είδνο εκπνξεπκάησλ ηα νπνία ζα καο απαζρνιήζνπλ (ζηα πιαίζηα 

ραξαδνθηαλψλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο) είλαη ηα αλαπαξαγφκελα θαη κε 

εκπνξεχκαηα
25

. Πξνηνχ νξίζνπκε ηα εκπνξεχκαηα απηά, ζα πξέπεη λα νξηζηεί ε 

                                                           

22
 Ηζρχεη κε άιια ιφγηα 
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23
 Γηα ηελ έλλνηα ησλ αληηθεηκεληθψλ θαη ππνθεηκεληθψλ ζπλζεθψλ παξαγσγήο βι. Γ. ηακάηεο (1985) 

ζει 61-65 

24
 Βι.  Γ. ηακάηεο (1984) ζει 523-524 

25
 Βι.  Γ. ηακάηεο (1984) ζει 525-528 θαη Γ. ηακάηεο (1985) ζει 95-100 
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επαπμεκέλε θαηά ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο A . Με άιια ιφγηα αλ , 0d d  ην nx1 δηάλπζκα πνπ παξηζηά ην 

πξαγκαηηθφ σξνκίζζην, ηφηε πξνθχπηεη: 

 , 0A A d A    (12) 

Κάζε ζηνηρείν 
ija παξηζηά ηελ πνζφηεηα ηνπ εκπνξεχκαηνο i πνπ εηζέξρεηαη σο  κέζν  

παξαγσγήο ή θαη σο κηζζηαθφ εκπφξεπκα ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ 

εκπνξεχκαηνο j. ηελ πεξίπησζε ηεο χπαξμεο ηεο επαπμεκέλεο θαηά ηα κηζζηαθά 

εκπνξεχκαηα κήηξαο ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, ε  εξγαζία απφ πξσηαξρηθή εηζξνή 

(primary input) κεηαηξέπεηαη ζε έλα ζπληειεζηή παξαγσγήο, ν νπνίνο 

(αλά)παξάγεηαη εληφο ηνπ ζπζηήκαηνο, θαη σο εθ ηνχηνπ απνηειεί έλα 

(αλα)παξαγφκελν εκπφξεπκα εληφο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Καηά ζπλέπεηα ζαλ (κε) αλαπαξαγφκελα εκπνξεχκαηα νξίδνληαη εθείλα ηα 

εκπνξεχκαηα πνπ (δελ) εηζέξρνληαη άκεζα ή έκκεζα ζηελ (αλα)παξαγσγή ηεο 

εξγαζηαθήο δχλακεο. Χο θαηεμνρήλ αλαπαξαγφκελν εκπφξεπκα είλαη θαη ε ίδηα ε 

δσληαλή εξγαζία
26

. 

πρλά ζηα πιαίζηα ηεο εμέηαζεο γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο, ζπρλά γίλεηαη 

ιφγνο γηα ην παξαγσγηθφλ ή ην πξνζνδνθφξνλ  κηαο ηερληθήο παξαγσγήο ή ηελ 

βησζηκφηεηα ελφο ζπζηήκαηνο παξαγσγήο. 

Αλ ην , 0Y Y   αληηπξνζσπεχεη ην nx1 δηάλπζκα ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο θαη ην 

, 0U U   αληηπξνζσπεχεη ην nx1 δηάλπζκα ηνπ ππεξπξντφληνο γηα ηελ ζρέζε ησλ δχν 

απηψλ κεγεζψλ ηζρχεη
27

: 

 Y U d X   (1) 

                                                           
26

 είλαη θαλεξφ φηη νη φξνη βαζηθφ θαη αλαπαξαγφκελν εκπφξεπκα είλαη ζπγγελείο. Χζηφζν δελ 

ηαπηίδνληαη. Δλψ έλα αλαπαξαγφκελν εκπφξεπκα είλαη πάληνηε βαζηθφ, θαζψο εηζέξρεηαη άκεζα ή 

έκκεζα ζηελ παξαγσγή φισλ ησλ εκπνξεπκάησλ ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηεο δηθήο ηνπ παξαγσγήο 

(θαη ηέηνην θπζηθά είλαη ε εξγαζία), απφ ηελ άιιε πιεπξά έλα βαζηθφ εκπφξεπκα δελ κπνξεί λα είλαη 

πάληνηε αλαπαξαγφκελν. Γηα πεξηζζφηεξα βι. Γ.ηακάηε (1994) 523-532 , θαζψο θαη Ch. Bidard 

(1991) 

27
 Βι. Γ.ηακάηε (1998) ζει 96-97 
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, φπνπ ην  nx1 δηάλπζκα d X παξηζηά ηνπο πξαγκαηηθνχο κηζζνχο (ή κε άιια ιφγηα 

ηελ πνζφηεηα κηζζηαθψλ εκπνξεπκάησλ πνπ ζηνίρεζε ε παξαγσγή ηνπ αθαζάξηζηνπ 

πξντφληνο). Βάζεη ησλ παξαπάλσ ηζρχεη : 

1.2.2 Η πεξίπηωζε ηεο απιήο παξαγωγήο 

1.2.2.1 Η πεπίπηωζη μη διαζπώμενων ηεσνικών παπαγωγήρ 

 

Αξρηθά γηα ηελ παξαγσγηθφηεηα ή κε κηαο ηερληθήο παξαγσγήο: 

Δμ νξηζκνχ γηα ην αθαζάξηζην πξντφλ ηζρχεη
28

: 

 ( )X AX Y I A X Y      (2) 

Ζ ζρέζε (2) είλαη ε καζεκαηηθή δηαηχπσζε γηα ηελ βησζηκφηεηα ελφο ζπζηήκαηνο 

παξαγσγήο. Πην ζπγθεθξηκέλα έλα ζχζηεκα πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή [ , ]A  

θαιείηαη βηψζηκν  φηαλ δχλαηαη λα παξάμεη θάζε ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ αθαζάξηζην 

πξντφλ, παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ
29

. Γηα λα 

ζπκβαίλεη ην παξαπάλσ πξέπεη λα ηζρχεη, δεδνκέλνπ φηη , 0Y Y  : 

 
1

0, 1,2,3....
n

j ij j

i

x a x j n


     (3) 

Απφ ηελ ζρέζε (2) πξνθχπηεη ε ζπλζήθε γηα ηελ παξαγσγηθφηεηα ησλ ηερληθψλ 

παξαγσγήο. Λεθηηθά ε ζπλζήθε γηα ην παξαγσγηθφλ κηα ηερληθήο έρεη σο εμήο  κηα 

ηερληθή παξαγσγήο είλαη παξαγσγηθή αλ δχλαηαη λα παξάμεη θάζε εμσγελψο 

δεδνκέλν ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ, παξάγνληαο έλα ζεηηθφ αληίζηνηρν 

αθαζάξηζην πξντφλ. Μαζεκαηηθά εηπσκέλν ηζρχεη: 

 
1( )X I A Y   (4) 

Χζηφζν γηα λα ηζρχεη ε ζρέζε (4) πξέπεη λα ηζρχεη: 

  
1

0I A


   (5) 

                                                           
28

 Βι. Γ.ηακάηεο (1998) ζει.92 

29
 Μηα ιεπηνκεξέζηεξε αλάιπζε γηα ηελ βησζηκφηεηα ή κε δηαζπψκελσλ ή κε ηερληθψλ κπνξεί λα 

βξεί ν ελδηαθεξφκελνο αλαγλψζηεο ζην Γ.ηακάηεο (1994) ζει 31-42 
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Απφ ηα ζεσξήκαηα Peron Frobenius, γλσξίδνπκε φηη γηα λα ηζρχεη ε (5) πξέπεη 

απαξαηηήησο λα ηζρχεη: 

 1A

m   (6) 

Με άιια ιφγηα γηα λα είλαη κηα ηερληθή παξαγσγήο παξαγσγηθή πξέπεη θαη αξθεί  ε 

κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α λα είλαη κηθξφηεξε ηεο κνλάδαο
30

. 

Αληίζηνηρα γηα έλα ζχζηεκα παξαγσγήο πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή [ , ]A  θαιείηαη 

πξνζνδνθφξν, φηαλ δχλαηαη λα παξάμεη θάζε ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ ππεξπξντφλ, 

παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ αθαζάξηζην πξντφλ
31

. Γηα λα 

ζπκβαίλεη ην παξαπάλσ πξέπεη λα ηζρχεη, δεδνκέλνπ φηη , 0U U  : 

 
( ) ,

X AX d X U

I A X U A A d

   

    
 

 
1( )X I A U    (7) 

κσο γηα λα ηζρχεη ε (7) πάιη ζχκθσλα κε ηα ζεσξήκαηα Peron Frobenius, πξέπεη 

θαη αξθεί λα ηζρχεη ε: 

 1A

m   (8) 

Με άιια ιφγηα γηα λα είλαη κηα ηερληθή παξαγσγήο πξνζνδνθφξα, πξέπεη θαη αξθεί ε 

κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο θαηά ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα πξνζαπμεκέλεο κήηξαο ησλ 

ηερληθψλ ζπληειεζηψλ λα είλαη κηθξφηεξε ηεο κνλάδαο. 

Απφ ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε έλα ζχζηεκα πνπ ρξεζηκνπνηεί κηα παξαγσγηθή 

ηερληθή παξαγσγήο είλαη πάληνηε βηψζηκν. Απφ ηελ άιιε πιεπξά έλα βηψζηκν 

ζχζηεκα δελ ρξεζηκνπνηεί απαξαίηεηα κηα παξαγσγηθή ηερληθή παξαγσγήο. 

Δπηπιένλ κηα πξνζνδνθφξα ηερληθή είλαη πάληνηε παξαγσγηθή, θαη θαη’ επέθηαζε ζε 

ζπλδπαζκφ κε ηα επίπεδα δξαζηεξηφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο ζρεκαηίδνπλ έλα, 

πάληνηε, βηψζηκν ζχζηεκα παξαγσγήο. 

                                                           
30

Γηα κηα ιεπηνκεξέζηεξε απφδεημε βι. Γ.ηακάηεο(1994) ζει18-24, θαη 45-58 

31
 Μηα ιεπηνκεξέζηεξε αλάιπζε γηα ηελ βησζηκφηεηα ή κε δηαζπψκελσλ ή κε ηερληθψλ κπνξεί λα 

βξεί ν ελδηαθεξφκελνο αλαγλψζηεο ζην Γ.ηακάηεο (1994) ζει 30-42 θαη 62-66 
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1.2.2.2 Η πεπίπηωζη ηων διαζπώμενων ηεσνικών παπαγωγήρ 

 

Αξρηθά γηα ηελ παξαγσγηθφηεηα ή κε κηαο δηαζπψκελεο ηερληθήο παξαγσγήο ηζρχνπλ 

ηα αθφινπζα: 

Σν αθαζάξηζην πξντφλ πξνθχπηεη απφ ηελ ζρέζε
32

: 

 ( )X AX Y I A X Y      (9) 

Ζ ζρέζε (9) είλαη ε καζεκαηηθή δηαηχπσζε γηα ηελ βησζηκφηεηα ελφο ζπζηήκαηνο 

παξαγσγήο. Πην ζπγθεθξηκέλα έλα ζχζηεκα πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή [ , ]A  

θαιείηαη βηψζηκν, φηαλ δχλαηαη λα παξάμεη θάζε ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ θαζαξφ 

αθαζάξηζην πξντφλ, παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ
33

. 

Γηα λα ζπκβαίλεη ην παξαπάλσ πξέπεη λα ηζρχεη, δεδνκέλνπ φηη , 0Y Y  : 

 
1

0, 1,2,3....
n

j ij j

i

x a x j n


     (10) 

Απφ ηελ ζρέζε (2) πξνθχπηεη ε ζπλζήθε γηα ηελ παξαγσγηθφηεηα ησλ ηερληθψλ 

παξαγσγήο. Λεθηηθά ε ζπλζήθε γηα ην παξαγσγηθφλ κηα ηερληθήο έρεη σο εμήο:  κηα 

ηερληθή παξαγσγήο είλαη παξαγσγηθή αλ δχλαηαη λα παξάμεη θάζε εμσγελψο 

δεδνκέλν ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ, παξάγνληαο έλα ζεηηθφ ή έζησ 

εκηζεηηθφ αθαζάξηζην πξντφλ. Μαζεκαηηθά εηπσκέλν ηζρχεη: 

 
1( )X I A Y   (11) 

Χζηφζν γηα λα ηζρχεη ε ζρέζε (4) πξέπεη λα ηζρχεη: 

  
1

0I A


   (12) 

Απφ ηα ζεσξήκαηα Peron Frobenius, γλσξίδνπκε φηη γηα λα ηζρχεη ε (5) πξέπεη 

απαξαηηήησο λα ηζρχεη: 

                                                           
32

 Βι. Γ.ηακάηεο (1998) ζει.94 

33
 Μηα ιεπηνκεξέζηεξε αλάιπζε γηα ηελ βησζηκφηεηα ή κε δηαζπψκελσλ ή κε ηερληθψλ κπνξεί λα 

βξεί ν ελδηαθεξφκελνο αλαγλψζηεο ζην Γ.ηακάηεο (1994) ζει 30-42 θαη 62-66 
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 1A

m   (13) 

Με άιια ιφγηα γηα λα είλαη κηα ηερληθή παξαγσγήο παξαγσγηθή πξέπεη θαη αξθεί  ε 

κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α λα είλαη κηθξφηεξε ηεο κνλάδαο
34

. 

Αληίζηνηρα έλα ζχζηεκα παξαγσγήο πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή [ , ]A  θαιείηαη 

πξνζνδνθφξν, φηαλ δχλαηαη λα παξάμεη θάζε ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ ππεξπξντφλ, 

παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ αθαζάξηζην πξντφλ
35

. Γηα λα 

ζπκβαίλεη ην παξαπάλσ πξέπεη λα ηζρχεη, δεδνκέλνπ φηη , 0U U  : 

 
( ) ,

X AX d X U

I A X U A A d

   

    
 

 
1( )X I A U    (14) 

κσο γηα λα ηζρχεη ε (7) πάιη ζχκθσλα κε ηα ζεσξήκαηα Peron Frobenius, πξέπεη 

θαη αξθεί λα ηζρχεη ε: 

 1A

m   (15) 

Με άιια ιφγηα γηα λα είλαη κηα ηερληθή παξαγσγήο πξνζνδνθφξα, πξέπεη θαη αξθεί ε 

κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο θαηά ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα πξνζαπμεκέλεο κήηξαο ησλ 

ηερληθψλ ζπληειεζηψλ λα είλαη κηθξφηεξε ηεο κνλάδαο. 

1.2.3 Η πεξίπηωζε ηεο ζύλζεηεο παξαγωγήο 

 

Δίδακε παξαπάλσ, φηη απφ κία δηαδηθαζία παξαγσγήο είλαη δπλαηφλ λα εμέξρνληαη 

παξαπάλσ απφ έλα εκπνξεχκαηα ήηνη έλα θαιάζη ή δέζκε εκπνξεπκάησλ. ηα 

αθφινπζα ζα παξνπζηάζνπκε πφηε κηα ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο είλαη 

παξαγσγηθή, πξνζνδνθφξα ή ην ζχζηεκα πνπ ζρεκαηίδεη απφ θνηλνχ κε ηα επίπεδα 

δξαζηεξηφηεηαο είλαη βηψζηκν, ζηελ πεξίπησζε δηαζπψκελσλ θαη κε ηερληθψλ.  

Δπηπιένλ κηα ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο κπνξεί λα είλαη δηαρσξίζηκε ή κε. Μηα 

ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο, δηαζηάζεσλ nxn, είλαη κε δηαρσξίζηκε (all-engaging) 
                                                           
34

Γηα κηα ιεπηνκεξέζηεξε απφδεημε βι. Γ.ηακάηεο (1994) ζει18-24, θαη 45-58 

35
 Μηα ιεπηνκεξέζηεξε αλάιπζε γηα ην πξνζνδνθφξν ή κε δηαζπψκελσλ ή κε ηερληθψλ κπνξεί λα 

βξεί ν ελδηαθεξφκελνο αλαγλψζηεο ζην Γ.ηακάηεο (1994) ζει 24-30 θαη 58-62 
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φηαλ ρξεζηκνπνηεί φιεο ηηο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, γηα λα παξάμεη ηα n δπλάκελα λα 

παξαρζνχλ εκπνξεχκαηα. Απφ ηελ άιιε πιεπξά είλαη δηαρσξίζηκε αλ ρξεζηκνπνηεί 

ιηγφηεξεο απφ ηηο n δηαζέζηκεο δηαδηθαζίεο γηα λα παξάμεη ηα n δπλάκελα λα 

παξαρζνχλ εκπνξεχκαηα
36

. Δίλαη κε άιια ιφγηα δπλαηφλ λα έρνπκε θαη κε 

ηεηξάγσλέο ηερληθέο παξαγσγήο
37

. 

 

1.2.3.1  Μη διαζπώμενερ ηεσνικέρ ζύνθεηηρ παπαγωγήρ 

 

Μηα ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο είλαη κε δηαζπψκελε φηαλ ε κήηξα ( )B A  είλαη 

κε δηαζπψκελε. Καηά ζπλέπεηα γηα ην αθαζάξηζην πξντφλ κηαο κε δηαζπψκελεο 

ηερληθήο ζχλζεηεο παξαγσγήο, ηζρχεη: 

 Bx Ax Y   (16) 

Δξγαδφκελνη θαη’ αλάινγν ηξφπν φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο κηα 

ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο είλαη παξαγσγηθή, φηαλ γηα απηήλ ηζρχεη: 

 
1( )x B A Y  (17), πνιιαπιαζηάδνληαο απφ 

αξηζηεξά ηελ (17) κε ηελ κήηξα B , πξνθχπηεη: 

 
1( )Bx B B A Y X Bx     

 
1( )X B B A Y   (18) 

Καηά ζπλέπεηα ιεθηηθά εηπσκέλν, κία κε δηαζπψκελε  ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο 

είλαη παξαγσγηθή, φηαλ δχλαηαη λα παξάγεη θάζε εμσγελψο δεδνκέλν ζεηηθφ ή έζησ 

                                                           
36

 Ο φξνο ηεο δηαζπαζηκφηεηαο δελ πξέπεη λα ζπγρέεηαη κε απηφλ ηεο δηαρσξηζηκφηεηαο, θαζψο είλαη 

απνιχησο  δπλαηφλ κία κε δηαζπψκελε ηερληθή απιήο παξαγσγήο λα είλαη δηαρσξίζηκε 

37
 Μηα ηερληθή απιήο παξαγσγήο είλαη ηεηξάγσλε αλ ε κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ είλαη 

ηεηξάγσλε (ή ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο ε κήηξα ( )B A . Με άιια ιφγηα φηαλ 

ππάξρνπλ κε ηεηξάγσλεο (νξζνγψληεο) ηερληθέο παξαγσγήο ηφηε είλαη δπλαηφλ ν αξηζκφο ησλ 

δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο πνπ ιεηηνπξγνχλ λα είλαη κηθξφηεξνο απφ απηφλ ησλ παξαγφκελσλ 

εκπνξεπκάησλ. 
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εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ, παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν απζηεξά ζεηηθφ αθαζάξηζην 

πξντφλ
38

. Οη ηερληθέο απηέο ζχλζεηεο παξαγσγήο θαινχληαη θαη all-productive
39

. 

Οκνίσο κε ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο γηα ηελ βησζηκφηεηα ή κε ελφο κε 

δηαζπψκελνπ ζπζηήκαηνο ζχλζεηεο παξαγσγήο, κπνξνχκε λα πνχκε φηη έλα κε 

δηαζπψκελν ζχζηεκα ην νπνίν ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή [ , , ]B A  είλαη βηψζηκν, φηαλ 

δχλαηαη λα παξάγεη έλα νπνηνδήπνηε εμσγελψο δεδνκέλν ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ 

αθαζάξηζην πξντφλ, παξάγνληαο  έλα αληίζηνηρν απζηεξά ζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ.  

 

ζν αθνξά ην πφηε κηα κε δηαζπψκελε ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο, κπνξνχκε λα 

πνχκε φηη είλαη πξνζνδνθφξα φηαλ δχλαηαη λα παξάμεη θάζε εμσγελψο δεδνκέλν 

ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ ππεξπξντφλ, παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ αθαζάξηζην 

πξντφλ. Με άιια ιφγηα θαη θαζ’ αληηζηνηρία κε ηελ αληίζηνηρε πεξίπησζε ηεο απιήο 

παξαγσγήο ηζρχεη: 

 U Bx Ax d x    (19) 

Δπηιχνληαο ηελ (19) σο πξνο Υ, πξνθχπηεη : 

 
1( ) , ,X B B A X Bx A A d      (20) 

  

1.2.3.2 Γιαζπώμενερ ηεσνικέρ ζύνθεηηρ παπαγωγήρ 

 

Μηα ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο είλαη δηαζπψκελε φηαλ ε κήηξα ( )B A  είλαη 

δηαζπψκελε. Καηά ζπλέπεηα γηα ην αθαζάξηζην πξντφλ κηαο κε δηαζπψκελεο ηερληθήο 

ζχλζεηεο παξαγσγήο, ηζρχεη: 

 Bx Ax Y   (21) 

                                                           
38

 Δίλαη θαλεξφ, φηη ε ζπλζήθε γηα ην παξαγσγηθφ κηαο κε δηαζπψκελεο ηερληθήο ζχλζεηεο 

παξαγσγήο, κνηάδεη αξθεηά κε ηελ αληίζηνηρε ηεο απιήο παξαγσγήο, θαζψο ηελ ζέζε ηεο αληίζηξνθεο 

ηνπ Leontief 
1[ ]I A   παίξλεη ε 

1[ ]B A  . ηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο σζηφζν δελ 

ηζρχνπλ νη ίδηεο ζπλζήθεο- ελ πξνθεηκέλσ ε χπαξμε κηαο κέγηζηεο ηδηνηηκήο ηεο κήηξαο Α, κηθξφηεξε 

απφ ηελ κνλάδα- γηα ηελ ζεηηθφηεηα θαη ηελ χπαξμε ηεο αληίζηξνθεο κήηξαο 
1[ ]B A  . 

39
 Βι. Γ.ηακάηεο (1996) ζει.157 
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Δξγαδφκελνη θαη’ αλάινγν ηξφπν φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο κηα 

ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο είλαη παξαγσγηθή, φηαλ γηα απηήλ ηζρχεη: 

 
1( )x B A Y  (22), πνιιαπιαζηάδνληαο απφ 

αξηζηεξά ηελ (22) κε ηελ κήηξα B , πξνθχπηεη: 

 
1( )Bx B B A Y X Bx     

 
1( )X B B A Y   (23) 

Καηά ζπλέπεηα ιεθηηθά εηπσκέλν, κία κε δηαζπψκελε  ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο 

είλαη παξαγσγηθή, φηαλ δχλαηαη λα παξάγεη θάζε εμσγελψο δεδνκέλν ζεηηθφ ή έζησ 

εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ, παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ 

αθαζάξηζην πξντφλ
40

. ε καζεκαηηθνχο φξνπο αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα 

είλαη κηα κε δηαζπψκελε ηερληθή απιήο παξαγσγήο παξαγσγηθή πξέπεη ε κήηξα 

1[ ] 0B A   . 

Οκνίσο κε ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο γηα ηελ βησζηκφηεηα ή κε ελφο κε 

δηαζπψκελνπ ζπζηήκαηνο ζχλζεηεο παξαγσγήο, κπνξνχκε λα πνχκε φηη έλα κε 

δηαζπψκελν ζχζηεκα ην νπνίν ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή [ , , ]B A  είλαη βηψζηκν, φηαλ 

δχλαηαη λα παξάγεη έλα νπνηνδήπνηε εμσγελψο δεδνκέλν ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ 

αθαζάξηζην πξντφλ, παξάγνληαο  έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ θαζαξφ 

πξντφλ.  

 

Μηα κε δηαζπψκελε ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο είλαη κε πξνζνδνθφξα φηαλ 

δχλαηαη λα παξάμεη θάζε εμσγελψο δεδνκέλν ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ ππεξπξντφλ, 

παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ αθαζάξηζην πξντφλ. Με άιια 

ιφγηα θαη θαζ’ αληηζηνηρία κε ηελ αληίζηνηρε πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο 

ηζρχεη: 

 U Bx Ax d x    (24) 

                                                           
40

 Δίλαη θαλεξφ, φηη ε ζπλζήθε γηα ην παξαγσγηθφ κηαο κε δηαζπψκελεο ηερληθήο ζχλζεηεο 

παξαγσγήο, κνηάδεη αξθεηά κε ηελ αληίζηνηρε ηεο απιήο παξαγσγήο, θαζψο ηελ ζέζε ηεο αληίζηξνθεο 

ηνπ Leontief 
1[ ]I A   παίξλεη ε 

1[ ]B A  . ηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο σζηφζν δελ 

ηζρχνπλ νη ίδηεο ζπλζήθεο- ελ πξνθεηκέλσ ε χπαξμε κηαο κέγηζηεο ηδηνηηκήο ηεο κήηξαο Α, κηθξφηεξε 

απφ ηελ κνλάδα- γηα ηελ ζεηηθφηεηα θαη ηελ χπαξμε ηεο αληίζηξνθεο κήηξαο 
1[ ]B A  . 
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Δπηιχνληαο ηελ (4) σο πξνο Υ, πξνθχπηεη : 

 
1( ) , ,X B B A U X Bx A A d      (25) 

ε καζεκαηηθνχο φξνπο αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα είλαη κηα κε δηαζπψκελε 

ηερληθή απιήο παξαγσγήο πξνζνδνθφξα  πξέπεη ε κήηξα 
1[ ] 0B A   . 

Χζηφζν κία ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο κπνξεί λα είλαη απιά δηαζπψκελε ή 

πνιιαπιψο δηαζπψκελε. Απιά δηαζπψκελε είλαη φηαλ δηαζπάηαη κία θνξά ζε δχν 

ππνζπζηήκαηα. Αληίζεηα πνιιαπιά δηαζπψκελε είλαη κηα ηερληθή φηαλ κπνξεί λα 

δηαζπάηαη ηνπιάρηζηνλ δχν θνξέο θαη ηνπιάρηζηνλ ζε ηξία ππνζπζηήκαηα. 
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2 Ο ΠΡΟΓΙΟΡΙΜΟ ΣΧΝ ΣΙΜΧΝ ΠΑΡΑΓΧΓΗ Δ 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΤΣΗΜΑΣΑ ΠΑΡΑΓΧΓΗ 

 

ην παξφλ θεθάιαην ζα εμεηαζηεί πσο πξνζδηνξίδνληαη νη ηηκέο παξαγσγήο γηα 

δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο ή δεδνκέλν πξαγκαηηθφ σξνκίζζην, κε ηελ ρξήζε 

γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ-ηερληθψλ παξαγσγήο. 

 

2.1 Πξνϋπνζέζεηο 

 

Έζησ ην ζχζηεκα παξαγσγήο [A, ℓ, Υ], πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή [Α,ℓ] , φπνπ 

Α
41

 ε nxn  κήηξα ησλ εηζξνψλ ζε κέζα παξαγσγήο αλά κνλάδα παξαγφκελνπ 

εκπνξεχκαηνο, ℓ ην 1xn δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία αλά κνλάδα 

παξαγφκελνπ εκπνξεχκαηνο θαη Υ ην nx1 δηάλπζκα  ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο 

ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Γηα ην πξναλαθεξζέλ ζχζηεκα ζα πξνζπαζήζνπκε ζηα αθφινπζα λα πξνζδηνξίζνπκε 

ηηο ηηκέο πνπ ζπλεπάγεηαη. Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο πξνυπνζέηνπκε ηα αθφινπζα
42

: 

1. ην ππφ εμέηαζηλ ζχζηεκα είλαη έλα ζχζηεκα απιήο παξαγσγήο. Γειαδή απφ 

θάζε κηα δηαδηθαζία παξάγεηαη έλα δηαθνξεηηθφ θαη κφλν απιφ εκπφξεπκα. 

Με άιια ιφγηα δελ παξάγεηαη θαλέλα ζχλζεην εκπφξεπκα, δειαδή έλα 

εκπφξεπκα ην νπνίν πεξηέρεη πεξηζζφηεξα ηνπ ελφο εκπνξεχκαηα. 

2. Σν ππφ εμέηαζηλ ζχζηεκα είλαη γξακκηθφ θαη σο εθ ηνχηνπ παξνπζηάδεη 

ζηαζεξέο απνδφζεηο θιίκαθαο. 

3. Τπνζέηνπκε, ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ πξψηε πξνυπφζεζε φηη ν αξηζκφο ησλ 

δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο είλαη ν ίδηνο κε απηφλ ησλ εκπνξεπκάησλ
43

 

                                                           
41

 Γηα ηελ κήηξα Α ππνζέηνπκε φηη θακία γξακκή θαη θακία ζηήιε ηεο, δελ είλαη γξακκηθφο 

ζπλδπαζκφο θάπνηαο άιιεο, θαη ζπλεπψο r(A)=n. Με άιια ιφγηα ε Α είλαη κηα κε ηδηάδνπζα, ζεηηθή ή 

έζησ εκηζεηηθή, κήηξα γηα ηελ νπνία σο γλσζηφλ ηζρχεη det(A)≠0. 

42
 Βι. Γ. ηακάηε (1995), ζει, 122, Π. Βνπγηνπθιάθε(1995) ζει. 18. Γηα ηνλ αλαγλψζηε πνπ επηζπκεί 

λα εμεηάζεη πεξεηαίξσ ην δήηεκα ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο βι. Abraham Frois/ 

Berrebi (1979), Schefold B. (1976) ,(1985) θαζψο θαη Kurz-Salvadori (1995) θαη Passineti (1991) 
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4. Σα ρξεζηκνπνηνχκελα εκπνξεχκαηα θζείξνληαη εμ’ νινθιήξνπ θαηά ηελ 

δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ παξαγσγήο. 

5. Ζ πεξίνδνο παξαγσγήο είλαη ηαπηή γηα φια ηα εκπνξεχκαηα. 

6. Σν ελ ιφγσ ζχζηεκα ρξεζηκνπνηεί σο εηζξνέο κφλν εκπνξεχκαηα, ηα νπνία 

παξάγεη ην ίδην. 

7. Γηα ηελ παξαγσγή θάζε εκπνξεχκαηνο ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ηνπ άκεζα ή έκκεζα κηα πνζφηεηα δσληαλήο εξγαζία. Με άιια 

ιφγηα θακία δηαδηθαζία παξαγσγήο δελ είλαη πιήξσο απηνκαηνπνηεκέλε. 

8. Γηα θάζε εκπφξεπκα, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηεο εξγαζηαθήο δχλακεο- 

δσληαλήο εξγαζίαο, ππάξρεη κία θαη κφλν εληαία ηηκή. 

9. Δπηπιένλ ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη εληαίν θαη ηαπηφ γηα φια ηα παξαγφκελα 

εκπνξεχκαηα. 

10. Τπνζέηνπκε, φηη ε ελ ιφγσ ηερληθή είλαη παξαγσγηθή. Χο γλσζηφ γηα λα 

ζπκβαίλεη απηφ πξέπεη [Η-Α]
-1

≥0, κε άιια ιφγηα πξέπεη ιmax<1
44

. 

11. Οη κηζζνί πιεξψλνληαη ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ, ζε αληίζεζε κε φηη ηζρχεη 

ζηνλ Marx. 

 

Γεδνκέλνπ ησλ παξαπάλσ ζα πξνζπαζήζνπκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο ηηκέο, ζηηο 

αθφινπζεο πεξηπηψζεηο: 

A. Σν ελ ιφγσ ζχζηεκα ρξεζηκνπνηεί κηα κε δηαζπψκελε ηερληθή απιήο 

παξαγσγήο 

B. Υξεζηκνπνηεί κηα δηαζπψκελε ηερληθή απιήο παξαγσγήο 

2.2 Η πεξίπηωζε ηεο κε δηαζπώκελεο ηερληθήο απιήο παξαγωγήο 

Έζησ φηη ε κήηξα Α είλαη ηεο κνξθήο , Α=
11 12

21 22

 

 

 
 
  

, επνκέλσο Α>0. 

                                                                                                                                                                      
43

 Με άιια ιφγηα δελ ππάξρεη δπλαηφηεηα ππνθαηάζηαζεο δηαδηθαζηψλ θαη ζπλεπψο δήηεκα επηινγήο 

ηερληθήο. 

44
 Γηα ηηο ζπλζήθεο νη νπνίεο εμαζθαιίδνπλ ην παξαγσγηθφλ κηαο ηερληθήο, βι. Γ.ηακάηεο (1994) 

ζει18-24, θαη 45-58 θαη παξνχζα δηαηξηβή §1.3 
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Βάζεη ησλ παξαπάλσ ν πξνζδηνξηζκφο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο γίλεηαη απφ ην 

αθφινπζν ζχζηεκα εμηζψζεσλ: 

 (1 )p pA r w    (1) 

Σν ζχζηεκα απηφ απνηειείηαη απφ n εμηζψζεηο θαη απφ n+2 αγλψζηνπο. 

Υαξαθηεξίδεηαη θαηά ζπλέπεηα απφ δπν βαζκνχο ειεπζεξίαο. Γηα λα εμαιεηθζνχλ νη 

ηειεπηαίνη γίλνληαη ηα παξαθάησ βήκαηα: 

 Δηζάγεηαη εμσγελψο κηα εθ ησλ κεηαβιεηψλ ηεο θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο, 

κηα δειαδή εθ ησλ w θαη r 

 Δηζάγεηαη κηα εμίζσζε ηππνπνίεζεο ή εμεηάδνληαη  νη ζρεηηθέο ηηκέο 

παξαγσγήο ησλ εκπνξεπκάησλ
45

. 

2.2.1.1 Διζάγεηαι εξωγενώρ ηο ποζοζηό κέπδοςρ 

 

ηελ ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ηηκψλ γηα ηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 

Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ην πνζνζηφ θέξδνπο r, είλαη   

 Μέζα ζην νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ δηάζηεκα ησλ ηηκψλ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, 

0≤r<R 

 Ίζν κε ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο r=R 

 Ίζν κε ην κεδέλ, r=0 

 Καη εθηφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ δηαζηήκαηνο ησλ ηηκψλ ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο R<r  

 

2.2.1.2 Σο ποζοζηό κέπδοςρ είναι μεηαξύ 0≤r<R 

 

Έζησ ε ζρέζε (1) 

(1 )p pA r w    

                                                           
45

 ηελ πεξίπησζε ηεο εηζαγσγήο κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο, νη εμηζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη n+1 

θαη νη άγλσζηνη n+1. Δλψ ζηελ πεξίπησζε ησλ ζρεηηθψλ ηηκψλ, νη εμηζψζεηο είλαη n θαη νη άγλσζηνη 

κεηψλνληαη ζε n. Χο εθ ηνχηνπ θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ην ζχζηεκα (1) έρεη ιχζε. 
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, ε νπνία ζπλεπάγεηαη ηελ αθφινπζε ιχζε
46

: 

  

 
1[ (1 )]p w I A r     (2) 

Απφ ηελ (2) κπνξνχκε λα εμάγνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο γηα ην p( εμεηάδνληαο κφλν 

ηηο νηθνλνκηθά ζεκαληηθέο ιχζεηο): 

 Αλ ην w είλαη ζεηηθφ, ηφηε θαη ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο είλαη ζεηηθφ 

 Αλ ην w είλαη ίζν κε ην 0 ηφηε ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο, είλαη θαη 

απηφ ζεηηθφ. 

Βιέπνπκε ινηπφλ φηη ην ζχζηεκα (1) απνηειείηαη απφ n εμηζψζεηο θαη n+1 

αγλψζηνπο
47

. ε θάζε χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο αληηζηνηρεί ην επαπμεκέλν θαηά 

ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην δηάλπζκα, ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ησλ n εκπνξεπκάησλ 

(p,w)
48

 , ην νπνίν είλαη: 

 Δίηε κνλνζήκαληα πξνζδηνξηζκέλν εμαηξέζεη ελφο βαζκσηνχ θαη ζεηηθφ, 

δειαδή (p,w)>0 . ηελ πεξίπησζε ηεο κε ηεηξηκκέλεο ιχζεο, ζηελ πεξίπησζε 

δειαδή φπνπ ην w, 0<w≤wmax 

 Δίηε κεδεληθφ, δειαδή (p,w)=0, ζηελ πεξίπησζε ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο, ζηελ 

πεξίπησζε δειαδή φπνπ w=0. 

 

2.2.1.3 Σο ποζοζηό κέπδοςρ είναι μεηαξύ r=R 

 

ηελ πεξίπησζε πνπ ην r=R ηφηε ην w=0.  Σφηε ε ζρέζε (1) παίξλεη ηελ κνξθή: 

 (1 )p pA R   (3) 

                                                           
46

 Γλσξίδνπκε φηη ζην νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ δηάζηεκα ηηκψλ ηνπ r, 0≤r≤R, ε [Η-Α(1+r)] είλαη κηα κε 

δηαζπψκελε κε ηδηάδνπζα Μ-κήηξα, θαη απφ ηελ γξακκηθή άιγεβξα γλσξίδνπκε φηη ε αληίζηξνθε κηαο 

κε δηαζπψκελεο κε ηδηάδνπζαο Μ- κήηξαο είλαη ζεηηθή. Χο εθ ηνχηνπ :
1[ (1 )] 0I A r   

 

Βι. Π. Βνπγηνπθιάθε (1995) ζει 22-33
 

47
 Σηο n ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ θαη ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην w 

48
 πλεπψο είλαη δηαζηάζεσλ (n+1)x1 
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Λχλνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε ζπλεπάγεηαη: 

 
1

1
p pA

R



 (4) 

Βιέπνπκε φηη εθηφο ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο (p=0) έρνπκε θαη άιιεο n ιχζεηο πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζε n ηηκέο ηνπ R εθ ησλ νπνίσλ κφλν ε κηθξφηεξε απφ ηηο ηηκέο ηνπ R 

είλαη ε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή
49

. 

Αθνινπζεί ε απφδεημε: 

Απφ ηελ ζρέζε (3) ζπλεπάγεηαη: 

 
1

[ ] 0
1

p I A
R

 


 (5) 

Τπνζέηνπκε φηη p>0 θαη p≠0
50

.  Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε είλαη θαλεξφ φηη ην p είλαη 

αξηζηεξφ ηδηνδηάλπζκα ηεο κήηξαο Α. Δπνκέλσο ην 
1

1

A

R
 


 

 
1 A

A
R






  (6) 

Δίλαη θαλεξφ, φηη κπνξνχλ λα ππάξμνπλ ηφζεο ιχζεηο γηα ην R φζεο θαη νη ηδηνηηκέο 

ηεο κήηξαο Α.  Απφ ηα ζεσξήκαηα ησλ Perron-Frobenius
51

, γλσξίδνπκε, φηη ζε κία 

κφλν απφ ηηο ηδηνηηκέο κηαο κήηξαο, έζησ ηεο Α, αληηζηνηρεί έλα απζηεξά ζεηηθφ ε 

έζησ εκηζεηηθφ δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο, ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α. 

κσο ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α, φπσο θαίλεηαη απφ ηελ ζρέζε (a), 

ζπλεπάγεηαη φηη, γηα 
max

A ηζρχεη: * *

max 1 2 3min[ , , ,..., ], : ( ) 0A

nR R R R R R p R       

Απφ ηελ (3) κπνξνχκε λα εμάγνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο γηα ην p( εμεηάδνληαο κφλν 

ηηο νηθνλνκηθά ζεκαληηθέο ιχζεηο): 

 Αλ ην p είλαη ζεηηθφ, θαη θαηά ζπλέπεηα κηιάκε γηα κε κεηξεκέλε ιχζε 

 Αλ ην w είλαη ίζν κε ην 0 ηφηε ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο, είλαη θαη 

απηφ ζεηηθφ. 

                                                           
49

 Γηα ηελ απφδεημε Βι. Θ. Μαξηφιεο/Π. Βνπγηνπθιάθεο (1991) ζει. 70-74 

50
 Με ηνλ ηξφπν απηφ πεξηνξηδφκαζηε ζε κε ηεηξηκκέλεο ιχζεηο. 

51
 Δπίζεο L. Passinetti (1991) ζει 287 
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Βιέπνπκε ινηπφλ φηη ην ζχζηεκα (3) απνηειείηαη απφ n εμηζψζεηο θαη n αγλψζηνπο
52

. 

Γηα ηελ κέγηζηε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο αληηζηνηρεί ην δηάλπζκα  ησλ ηηκψλ 

παξαγσγήο ησλ n εκπνξεπκάησλ (p)
53

 , ην νπνίν είλαη: 

 Δίηε κνλνζήκαληα πξνζδηνξηζκέλν εμαηξέζεη ελφο βαζκσηνχ θαη ζεηηθφ, 

δειαδή p>0 , ηελ πεξίπησζε ηεο κε ηεηξηκκέλεο ιχζεο, ζηελ πεξίπησζε 

δειαδή φπνπ ην 
1

[ )] 0
1

I A
R

 


  

 Δίηε κεδεληθφ, δειαδή p=0, ζηελ πεξίπησζε ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο, ζηελ 

πεξίπησζε δειαδή φπνπ p=0. 

2.2.1.4 Σο ποζοζηό κέπδοςρ είναι r=0 

 

ηελ πεξίπησζε πνπ ην r=R ηφηε ην w=0.  Σφηε ε ζρέζε (1) παίξλεη ηελ κνξθή: 

 p pA w   (7) 

Λχλνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε ζπλεπάγεηαη: 

 
1[ ] [ ]p I A w p w I A       (8) 

κσο ην γηλφκελν 
1[ ]I A    (β), ηαπηίδεηαη δειαδή κε ηηο εξγαζηαθέο αμίεο ησλ 

παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ, φπνπ σ ην 1xn δηάλπζκα ησλ εξγαζηαθψλ αμηψλ
54

. 

Δπνκέλσο ε ζρέζε (32) ιφγσ ηεο (β) γίλεηαη: 

 p w  (9) 

  

Ζ ζρέζε (9) απνηειείηαη απφ n εμηζψζεηο, πνπ πεξηέρνπλ n+1 αγλψζηνπο.  Καηά ηελ 

γλσζηή ηαθηηθή παίξλνπκε είηε ζρεηηθέο ηηκέο ή εηζάγνπκε εμσγελψο ηελ ηηκή ελφο 

εκπνξεχκαηνο είηε εηζάγνπκε κηα εμίζσζε ηππνπνίεζεο. 

                                                           
52

 Σηο n ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ. Γηα ηελ ιχζε ηνπ νκνγελνχο ζπζηήκαηνο (3) 

απαηηείηαη ε εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζε ή ν εμσγελήο νξηζκφο ηεο ηηκήο ελφο εκπνξεχκαηνο. 

53
 πλεπψο είλαη δηαζηάζεσλ nx1 

54
 Βι. Γ. ηακάηε (1999) ζει.97 
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Βιέπνπκε φηη εθηφο ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο p έρνπκε θαη κηα κε ηεηξηκκέλε ιχζε, πνπ 

αληηζηνηρεί ζε κηα ηηκή w>0 γηα ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην, πνπ κε ηελ ζεηξά ηεο 

ζπλεπάγεηαη έλα απζηεξά ζεηηθφ δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο, αθνχ ηφζν ην w 

φζν θαη ην σ είλαη ζεηηθά κεγέζε. Πην αλαιπηηθά: 

 ηελ πεξίπησζε, πνπ ην w=0 ηφηε είλαη θαη ην  p=0, δειαδή αλαθεξφκαζηε 

ζηελ ηεηξηκκέλε ιχζε 

 ηελ πεξίπησζε, φπνπ w>0 θαη εθφζνλ 
1[I A] 0  ηφηε ην p είλαη έλα 

κνλνζήκαληα πξνζδηνξηζκέλν θαη ζεηηθφ δηάλπζκα. ηελ πεξίπησζε απηή νη 

ηηκέο είλαη αλάινγεο ησλ αμηψλ. Σν ηειεπηαίν κάιηζηα βξίζθεηαη ζε ζπκθσλία 

κε ην Marx
55

. 

 ηελ πεξίπησζε φπνπ ην w=1 κηιάκε γηα labor commanded prices. ηελ 

πεξίπησζε απηή νη ηηκέο παξαγσγήο ηαπηίδνληαη κε ηηο εξγαζηαθέο αμίεο. Σν 

ηειεπηαίν κάιηζηα βξίζθεηαη ζε ζπκθσλία κε ηνπο λενθιαζηθνχο, ζχκθσλα 

κε ηνπο νπνίνπο νη ηηκέο ησλ εκπνξεπκάησλ ηαπηίδνληαη κε ηηο αμίεο ηνπο. 

 

2.2.2 Δηζάγεηαη εμωγελώο ην νλνκαζηηθό ωξνκίζζην 

 

Χο γλσζηφλ ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη έλα ζεηηθφ βαζκσηφ θαη ίζν κε w=pd, 

φπνπ p ην εκηζεηηθφ (nx1) δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο θαη d ην (nx1) δηάλπζκα 

ησλ εκπνξεπκάησλ απφ ηα νπνία απνηειείηαη ην πξαγκαηηθφ εκεξνκίζζην. Παξαθάησ 

δηαθξίλνληαη νη παξαθάησ  πεξηπηψζεηο: 

2.2.2.1 Σςποποίηζη με d=[dI,0]
Σ
 

 

Αλ νη ηηκέο παξαγσγήο ηππνπνηεζνχλ σο άλσ, ηφηε: 

γηα ην ππνζχζηεκα Η ηζρχεη: 

11 21( )(1 )I I II I I Ip p A p A r p d      

11 21[ (1 ) ] (1 )I I I I I IIp p A r p d p A r       

                                                           
55

 Βι. Γ.ηακάηεο (1997) ζει 73-78 
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21[ ] (1 )I I IIp I C p A r   , 11(1 )I I IC A r d    

 1

21(1 )[ ]I II Ip p A r I C     (10) 

Απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα λα είλαη 0Ip  , πξέπεη 0IIp   θαη [ ] 0II C  , κε 

άιια ιφγηα πξέπεη 
max

IC <1 

Γηα ην ππνζχζηεκα ΗΗ ηζρχεη: 

12 22[ ](1 )II I II I I IIp p A p A r p d      

 12[ ] [ (1 ) ]II II I I I IIp I C p A r p d     (11), 22(1 )IIC A r   

Απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα λα είλαη 0IIp  , πξέπεη 0Ip   θαη [ ] 0III C  , κε 

άιια ιφγηα πξέπεη 
max

IIC <1. 

 

2.2.2.2 Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο είναι μέγιζηο 

 

ηελ πεξίπησζε απηή ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη ίζν κε 0. Δπνκέλσο γηα ην 

ππνζχζηεκα Η ηζρχεη: 

11 21[ ]I IIp I A p A  , 11 11 I IA A d   

   (12) 

Γηα λα είλαη 0Ip   , πξέπεη 0IIp   θαη 11[ ] 0I A  , κε άιια ιφγηα πξέπεη  

 1A

m   (13) 

Καηά ζπλέπεηα  γηα ην ππνζχζηεκα ΗΗ ηζρχεη: 

 1

12 22[ ][ ]II I I I IIp p A p d I A     (14) 

Γηα λα είλαη 0IIp  , πξέπεη 0Ip   αιιά θαη 1

22[ ] 0I A   , δειαδή πξέπεη   

 22

max 1
A   (15) 
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. 

ηελ πεξίπησζε πνπ πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ γηα λα πξνζδηνξηζηνχλ απφιπηεο ηηκέο 

απαηηείηαη ε εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο, ή αξθνχκαζηε ζηνλ ππνινγηζκφ 

ζρεηηθψλ ηηκψλ.  

 

2.2.2.3 Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο είναι ίζο με 0 

 

ηελ πεξίπησζε πνπ ην r=R ηφηε ην pd=0.  Σφηε ε ζρέζε (1) παίξλεη ηελ κνξθή: 

 (1 )p pA R   (16) 

Λχλνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε ζπλεπάγεηαη: 

1

1
p pA

R



 

 
1

[ ] 0
1

p I A
R

 


 (17) 

Βιέπνπκε φηη εθηφο ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο (p=0) έρνπκε θαη άιιεο n ιχζεηο πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζε n ηηκέο ηνπ R εθ ησλ νπνίσλ, κφλν ε κηθξφηεξε απφ αχηεο, είλαη ε 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθή. 

Δίλαη θαλεξφ, φηη κπνξνχλ λα ππάξμνπλ ηφζεο ιχζεηο γηα ην R φζεο θαη νη ηδηνηηκέο 

ηεο κήηξαο Α.  Απφ ηα ζεσξήκαηα Perron-Frobenius, γλσξίδνπκε, φηη ζε κία κφλν 

απφ ηελ ηδηνηηκέο κηαο κε ηδηάδνπζαο κήηξαο, έζησ ηεο Α, αληηζηνηρεί έλα απζηεξά 

ζεηηθφ ε έζησ εκηζεηηθφ δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο, απηφ πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α. κσο ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α, φπσο 

θαίλεηαη απφ ηελ ζρέζε (a), ζπλεπάγεηαη φηη, γηα 
max

A ηζρχεη: 

* *

max 1 2 3min[ , , ,..., ], : ( ) 0A

nR R R R R R p R       

Μπνξνχκε λα εμάγνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο γηα ην p( εμεηάδνληαο κφλν ηηο 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθέο ιχζεηο): 

Αλ ην p είλαη ζεηηθφ, θαη θαηά ζπλέπεηα κηιάκε γηα κε κεηξεκέλε ιχζε 
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Βιέπνπκε ινηπφλ φηη ην ζχζηεκα (3) απνηειείηαη απφ n εμηζψζεηο θαη n αγλψζηνπο
56

. 

Γηα ηελ κέγηζηε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο αληηζηνηρεί ην δηάλπζκα  ησλ ηηκψλ 

παξαγσγήο ησλ n εκπνξεπκάησλ (p)
57

 , ην νπνίν είλαη: 

 Δίηε κνλνζήκαληα πξνζδηνξηζκέλν εμαηξέζεη ελφο βαζκσηνχ θαη ζεηηθφ, 

δειαδή p>0 , ηελ πεξίπησζε ηεο κε ηεηξηκκέλεο ιχζεο, ζηελ πεξίπησζε 

δειαδή φπνπ ην 
1

[ )] 0
1

I A
R

 


  

 Δίηε κεδεληθφ, δειαδή p=0, ζηελ πεξίπησζε ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο, ζηελ 

πεξίπησζε δειαδή φπνπ p=0. 

 

2.2.2.4 Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο είναι μεηαξύ 0<d<dmax 

 

ηελ πεξίπησζε απηή ηζρπεί γηα ην ππνζχζηεκα Η: 

11 21( )(1 )I I II I I Ip p A p A r p d      

11 21[ (1 ) ] (1 )I I I I I IIp p A r p d p A r       

21[ ] (1 )I I IIp I C p A r   , 11(1 )I I IC A r d    

 1

21(1 )[ ]I II Ip p A r I C     (18) 

Απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα λα είλαη 0Ip  , πξέπεη 0IIp   θαη [ ] 0II C  , κε 

άιια ιφγηα πξέπεη 
max

IC <1 

Γηα ην ππνζχζηεκα ΗΗ ηζρχεη: 

12 22[ ](1 )II I II I I IIp p A p A r p d      

 12[ ] [ (1 ) ]II II I I I IIp I C p A r p d     (19), 22(1 )IIC A r   

                                                           
56

 Σηο n ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ. Γηα ηελ ιχζε ηνπ νκνγελνχο ζπζηήκαηνο (3) 

απαηηείηαη ε εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζε ή ν εμσγελήο νξηζκφο ηεο ηηκήο ελφο εκπνξεχκαηνο. 

57
 πλεπψο είλαη δηαζηάζεσλ nx1 
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Απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα λα είλαη 0IIp  , πξέπεη 0Ip   θαη [ ] 0III C  , κε 

άιια ιφγηα πξέπεη 
max

IIC <1. 

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε έρνπκε n+1 αγλψζηνπο, πνπ πξνζδηνξίδνληαη κέζσ n 

εμηζψζεσλ. Ο βαζκφο ειεπζεξίαο, πνπ πξνθχπηεη, εμαιείθεηαη, είηε κε ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ζρεηηθψλ ηηκψλ, είηε κε ηελ εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο θαη 

θαηά ζπλέπεηα ππνινγίδνληαη απφιπηεο ηηκέο παξαγσγήο. 

 

2.2.3 Σππνπνίεζε κε Α.2.2. d=[dI, dIΙ]Σ 

 

Γηα ην ππφ εμέηαζηλ ζχζηεκα ηηκψλ ηζρχεη: 

 (1 )p pA r pd    (26) 

[ ] ,p I A pAr A A d    , φπνπ A  ε θαηά ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα επαπμεκέλε 

κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ 

1[ ]p pA I A r    

 
1[ ] 0, [ ]p I Cr C A I A      (27) 

 

2.2.3.1 Σιμέρ παπαγωγήρ για r=R και d=0 

(1 )p pA R   

ηελ πεξίπησζε απηή, πξνζπαζνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε n+1 αγλψζηνπο κέζσ n 

εμηζψζεσλ. Ο βαζκφο απηφο ειεπζεξίαο απαιείθεηαη κε ηνλ πξνζδηνξηζκφ ζρεηηθψλ 

ηηκψλ, ε κε ηνλ πξνζδηνξηζκφ απνιχησλ ηηκψλ κέζσ ηεο εηζαγσγήο κηαο εμίζσζεο 

ηππνπνίεζεο. 

Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε θαη ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Frobenius, ηζρχεη γηα ην 

R θαη θαη’ επέθηαζε γηα ην p, φηη πξνθχπηνπλ n ιχζεηο γηα ην εθ ησλ νπνίσλ κηα κφλν 
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είλαη ε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή, απηή πνπ αληηζηνηρεί ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο A , 

δειαδή max

max

max

11

1

A

A

A
R

R







  


 

Α.2.2.β. Σηκέο παξαγωγήο γηα d=dmax 

 

 p pA  (28) 

ηελ πεξίπησζε απηή πξνζπαζνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε n αγλψζηνπο κέζσ n 

εμηζψζεσλ. 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε γίλεηαη: 

 [ ] 0p I A   (29) 

Δθηφο ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο p=0 ππάξρεη θαη κηα ιχζε γηα ηελ νπνία det[ ] 0I A  , 

εθφζνλ βέβαηα [ ] 1rank I A n   . Με ηνλ ηξφπν απηφ πξνζδηνξίδνληαη νη ηηκέο θαη 

πξνθχπηεη κηα φκνηα θαηάζηαζε κε ηελ πεξίπησζε φπνπ ζε κε δηαζπψκελα 

ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο ηίζεηαη εμσγελψο ην πνζνζηφ θέξδνπο ίζν κε ην κεδέλ. 

 

2.2.3.2 Σιμέρ παπαγωγήρ για 0<d<dmax 

 

ηελ πεξίπησζε απηή έρνπκε: 

 [ ] 0p I Cr   (30) 

Γηα κηα αθφκα θνξά, κέζσ n εμηζψζεσλ πξνζδηνξίδνληαη n+1 άγλσζηνη. Απηφ 

θαζίζηαηαη δπλαηφ, κε ηνλ ππνινγηζκφ είηε ζρεηηθψλ ηηκψλ, είηε απφιπησλ κε ηελ 

εηζαγσγή κίαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο. Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε, είλαη θαλεξφ φηη 

γηα ην p πιελ ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο p=0, πξνθχπηνπλ άιιεο n ιχζεηο γηα ην r εθ ησλ 

νπνίσλ κηα είλαη ε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή, απηή πνπ αληηζηνηρεί ζηελ κέγηζηε 

ηδηνηηκή ηεο κήηξαο C. Με άιια ιφγηα 
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 max

1C

r
   (31) 

 

2.3 Η πεξίπηωζε ηεο δηαζπώκελεο ηερληθήο απιήο παξαγωγήο
58

 

 

Έζησ φηη ε κήηξα Α είλαη ηεο κνξθήο:
1211

220

AA
A

A


 
 

, φπνπ Α11 ε kxk κήηξα ησλ 

εηζξνψλ ζε βαζηθά εκπνξεχκαηα
59

,πνπ εηζέξρνληαη άκεζα θαη έκκεζα ζηελ 

παξαγσγή βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, Α12 ε kx(n-k) κήηξα ησλ εηζξνψλ ζε βαζηθά 

εκπνξεχκαηα, ηα νπνία εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, θαη 

ηέινο ε Α22 ε (n-k)x(n-k)  κήηξα ησλ εηζξνψλ ζε κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, ηα νπνία 

εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ. Δπηπιένλ ην 1xn δηάλπζκα 

ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία , [ , ]I II , φπνπ I ην 1xk δηάλπζκα ησλ 

εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία, ζην βαζηθφ ππνζχζηεκα θαη II ην 1x(n-k) δηάλπζκα 

ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία, ζην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα. Καηά ζπλέπεηα ην 

ζχζηεκα [ℓ,Α,x] ρσξίδεηαη ζε δπν ππνζπζηήκαηα: 

 ην [
11

0

A 
 
 

, I ,xI] ην νπνίν παξάγεη βαζηθά εκπνξεχκαηα ηα νπνία 

εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, ην νπνίν θαιείηαη 

βαζηθφ ππνζχζηεκα, θαη: 

 ην [
12

22

A

A

 
 
 

, II ,,xII] ην νπνίν παξάγεη βαζηθά θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, ηα 

νπνία εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, θαη θαιείηαη 

κε βαζηθφ ππνζχζηεκα. 

Σέινο IR  θαη IIR  ηα κέγηζηα πνζνζηά θέξδνπο ζην βαζηθφ θαη κε βαζηθφ 

ππνζχζηεκα αληίζηνηρα
60

. 

                                                           
58

 Βι. . Γ. ηακάηε (1995) ζει 45 

59
 Φπζηθά k<n 

60
 Ζ χπαξμε δηαθνξεηηθψλ κέγηζησλ πνζνζηψλ θέξδνπο ζην βαζηθφ θαη κε βαζηθφ ππνζχζηεκα, έρεη 

κηα ηδηαίηεξε ζεκαζία σο πξνο ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. 
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2.3.1 Οη ηηκέο παξαγωγήο γηα εμωγελώο δεδνκέλν πνζνζηό θέξδνπο 

 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο ηνπ βαζηθνχ θαη κε βαζηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο ζπλεπάγεηαη: 

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα (Η): 

 11(1 )I I Ip p A r w    (32) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

 12 22[ ](1 )II I II IIp p A p A r w     (33) 

Απφ ηελ (26) ζπλεπάγεηαη: 

 1

11[ (1 )]I Ip w I A r     (34) 

Γηα λα έρεη ιχζε ε (28) πξέπεη ε 1

11[ (1 )]I A r   >0 

Απφ ηελ (27) αληίζηνηρα ζπλεπάγεηαη: 1

12 22[ (1 ) ][ (1 )]II I IIp p A r w I A r       Γηα 

λα έρεη ιχζε ε (27) πξέπεη ε 1

22[ (1 )] 0I A r    . 

2.3.1.1 Οι ηιμέρ παπαγωγήρ για r=0 

 

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

 11I I Ip p A w   (35) 

1

11[ ]I Ip w I A    

 1

11, [ ]I Ip w I A  

     (36) 

ηελ πεξίπησζε απηή ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ηνπ βαζηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο είλαη γξακκηθψο εμαξηεκέλν κε ην δηάλπζκα ησλ εξγαζηαθψλ αμηψλ 
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ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο. Με άιια ιφγηα ζηελ πεξίπησζε απηή νη ηηκέο είλαη 

αλάινγεο ησλ αμηψλ. 

Γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο ηζρχεη: 

 1

12 22[ ][ ]II I IIp p A w I A     (37) 

Γηα λα είλαη ην IIp  ζεηηθφ, πξέπεη Ip >0 θαη 1

22[ ]I A  >0, κε άιια ιφγηα πξέπεη 

 22

max 1
A   (38). 

 

2.3.1.2 Οι ηιμέρ παπαγωγήρ για r=RI=RII 

 

ηελ πεξίπησζε απηή νη ηηκέο ησλ κε παξαγφκελσλ απφ ην ππφ εμέηαζε ππνζχζηεκα 

εκπνξεπκάησλ  ηίζεληαη ίζεο κε κεδέλ
61

. Δπνκέλσο 

 11 11(1 ) [ (1 )] 0I I Ip p A R p I A R       (39) 

22(1 )II IIp p A R    

 22[ (1 )] 0IIp I A R    (40) 

ηελ πεξίπησζε απηή πιελ ηεο ηεηξηκκέλεο πεξίπησζεο είλαη γηα 

11

11 22

11

1
(1 ) (1 )

A
A Am

I II m m I IIA

m

R R R R


 



        . Με άιια ιφγηα 

1 2min[ , ,..., ]: ( ) 0I II nR R R R R R p R      

Γειαδή ζηελ πεξίπησζε απηή απφ ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο , πξνθχπηνπλ n δπλαηέο 

ιχζεηο, απφ ηηο νπνίεο κία κφλν είλαη ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Frobenius
62

,ε 

νπνία ζπλεπάγεηαη ζεηηθέο ε έζησ εκηζεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο. 

                                                           
61

 Βι. Γ.ηακάηεο (1995) ζει. 215 

62
 Βι. Δπίζεο L. Passineti, (1991) ζει 287 
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Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ιφγσ ηνπ βαζκνχ ειεπζεξίαο πνπ πξνθχπηεη, είκαζηε 

ππνρξεσκέλνη, είηε λα πξνζδηνξίζνπκε ζρεηηθέο ηηκέο, είηε κέζσ ηεο εηζαγσγήο κηαο 

εμίζσζεο ηππνπνίεζεο λα πξνζδηνξίζνπκε απφιπηεο ηηκέο. 

  

2.3.1.3 Οι ηιμέρ παπαγωγήρ για R≥r>RII 

 

ηελ πεξίπησζε απηή γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο ηζρχεη 

 11 11(1 ) [ (1 )] 0I I I I Ip p A R p I A R       (41) 

Σν ζχζηεκα (10)  δχλαηαη λα έρεη δχν ιχζεηο ηελ ηεηξηκκέλε θαη ηελ κε ηεηξηκκέλε. 

Αλαιπηηθφηεξα, είλαη δπλαηφλ: 

 Να ππάξρεη ε ηεηξηκκέλε ιχζε δειαδή 0Ip   

 Καη ε κε ηεηξηκκέλε πνπ δίδεηαη απφ ηελ ιχζε ηεο : 

 11det[ (1 )] 0]II A R    (42) 

ηελ πεξίπησζε απηή νη ζρεηηθέο ηηκέο είλαη ζεηηθέο, βάζεη πάιη ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ 

Frobenius, γηα ην IR  πνπ αληηζηνηρεί ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο 11A . 

κσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο ηα πξάγκαηα είλαη 

δηαθνξεηηθά, φπσο θαίλεηαη απφ ηελ ζρέζε (12) 

 12 22[ ](1 )II I II IIp p A p A R    (43) 

 κσο ην II IR R . ηελ πεξίπησζε απηή ην IR αληηζηνηρεί ζε κηα ηδηνηηκή κηθξφηεξε 

ηεο 22A

m  θαη σο εθ ηνχηνπ ην IIp  δελ κπνξεί λα είλαη ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ. Ζ 

παξαπάλσ πεξίπησζε είλαη πην δηαθσηηζηηθή αλ παξνπζηαζηεί δηαγξακκαηηθά: 
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ηελ πεξίπησζε απηή νη αξλεηηθέο ηηκέο ζην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα, δελ επεξεάδνπλ 

ηελ ιεηηνπξγία ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο, αιιά ζηελ νπζία θαζηζηνχλ ηελ 

ιεηηνπξγία ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο νηθνλνκηθά επηδήκηα. Με άιια ιφγηα 

ζχκθσλα θαη κε ην Π. Βνπγηνπθιάθεο (1995) ην ζχζηεκα είλαη αζπκβίβαζην
63

. 

Αλ φκσο επηιεγεί ε ηεηξηκκέλε ιχζε δειαδή 0Ip   ηφηε δχλαηαη λα ηζρχεη: 

22[ ](1 )II II IIp p A R    

 22[ (1 )] 0II IIp I A R    (44) 

πνπ ε ζρέζε (13) δχλαηαη λα έρεη δχν ιχζεηο κηα ηεηξηκκέλε θαη κηα κε ηεηξηκκέλε. 

Με άιια ιφγηα 

Δίηε: 
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 Μαζεκαηηθά εηπσκέλν ηζρχεη 

22 11 22[[ (1 )], (1 )] [[ (1 )] 1T

II I I IIrank I A R p A R n rank I A R n         , πξάγκα πνπ κε 

άιια ιφγηα ζεκαίλεη φηη δελ είλαη δπλαηή ε χπαξμε ελφο εληαίνπ πνζνζηνχ θέξδνπο αλάκεζα ζηα δπν 

ππνζπζηήκαηα, γηα ηελ δεδνκέλε ηερληθή παξαγσγήο αλ 0Ip  . Γηα πεξηζζφηεξα βι. Π. 

Βνπγηνπθιάθε ζει 22-33 θαη 42, 
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 Ζ ηεηξηκκέλε ιχζε δειαδή : 

 0IIp   (45) 

 Δίηε ε κε ηεηξηκκέλε πνπ δίδεηαη απφ ηελ ιχζε ηεο, αλ 0IIp   

 22det[ (1 )] 0]III A R    (46) 

ηελ πεξίπησζε απηή πιελ ηεο ηεηξηκκέλεο πεξίπησζεο είλαη γηα 

22

22

22

1 1

(1 )

A
Am

II mA

m II

R
R







  


. Με άιια ιφγηα 

1 2min[ , ,..., ] : ( ) 0II n II II IIR R R R p R    

Γειαδή ζηελ πεξίπησζε απηή, φπσο είλαη θαλεξφ, απφ ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο , 

πξνθχπηνπλ n δπλαηέο ιχζεηο, απφ ηηο νπνίεο κία κφλν, είλαη, ζχκθσλα κε ην 

ζεψξεκα ηνπ Frobenius
64

,απηή πνπ ζπλεπάγεηαη ζεηηθέο ε έζησ εκηζεηηθέο ηηκέο 

παξαγσγήο. 

 

2.3.1.4 Οι ηιμέρ παπαγωγήρ για RI<RII<r<+∞ 

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

  

 11(1 )I I Ip p A R   (47) 

κσο είλαη θαλεξφ φηη δελ είλαη δπλαηή ε χπαξμε ελφο ζεηηθνχ ή έζησ εκηζεηηθνχ 

δηαλχζκαηνο ηηκψλ ησλ βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ γηα ζεηηθή ή κεδεληθή ηηκή ηνπ 

νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ ( γηα w≥0). ηελ ζπλέρεηα δηαθξίλνληαη νη εμήο 

πεξηπηψζεηο: 

 Σν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη ζεηηθφ 

ηελ πεξίπησζε απηή απφ ηελ ζρέζε (41) πξνθχπηεη ε : 
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 Βι. Δπίζεο L. Passineti (1991)ζει.ίδα 287 
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 11[ (1 )] 0I I Ip I A R    (48) 

Χζηφζν απφ ηελ ζρέζε (42) πξνθχπηεη φηη γηα ηηκέο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο 

κεγαιχηεξεο απφ ην νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο δελ κπνξεί λα 

ππάξμεη έλα δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ πνπ λα κελ πεξηέρεη 

έζησ θαη κηα αξλεηηθή ζπληζηψζα
65

. Με άιια ιφγηα ην ζχζηεκα πξνζδηνξηζκνχ ησλ 

ηηκψλ παξαγσγήο ησλ κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ είλαη αζπκβίβαζην 

 Σν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη ίζν κε κεδέλ 

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ην ζχζηεκα ηηκψλ παξαγσγήο ησλ κε βαζηθψλ 

εκπνξεπκάησλ είλαη αζπκβίβαζην. Με άιια ιφγηα είλαη αδχλαηε ε χπαξμε ελφο 

δηαλχζκαηνο ηηκψλ παξαγσγήο ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο, ην νπνίν λα είλαη ζεηηθφ 

ή έζησ εκηζεηηθφ. 

Ζ κνλαδηθή ιχζε ε νπνία κπνξεί λα ππάξμεη θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε είλαη ε 

ηεηξηκκέλε ήηνη: 

 0Ip   (49) 

 Σν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη ίζν κε κεδέλ θαη ην πνζνζηφ θέξδνπο 

απνηειεί ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο ηεο κήηξαο 11A  

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ην ζχζηεκα ηηκψλ πεξηγξάθεηαη απφ ηελ ιχζε ηεο 

ζρέζεο (41) δειαδή απφ ηελ ζρέζε 

 11[ (1 )] 0I I Ip I A R    

ηελ πεξίπησζε απηή εμεηάδνπκε ηηο δχν ιχζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ηελ ηεηξηκκέλε θαη 

ηελ κε ηεηξηκκέλε 

 Ζ κε ηεηξηκκέλε ιχζε 

Πξφθεηηαη γηα κηα θαηάζηαζε φκνηα κε ηελ παξαπάλσ. Πην ζπγθεθξηκέλα δελ 

κπνξεί λα ππάξμεη έλα ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο 

ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο. 
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 Δίλαη κάιηζηα αλεμάξηεην απφ ην αλ ην R απνηειεί ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο ηεο κήηξαο 

11A  



53 
 

πσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ ην *

IR  απνηειεί κηα ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 

εμίζσζεο ηεο κήηξαο 11A , κε άιια ιφγηα ηζρχεη: 

 
11 11*

*

1 1
( )

1 1

A A

m m

I IR R
   

 
 (50) 

Γειαδή ην πνζνζηφ θέξδνπο ζπλδέεηαη κε κηα κηθξφηεξε ζεηηθή ηδηνηηκή ηεο 

κήηξαο 11A απφ ηελ κέγηζηε, πξάγκα πνπ κε ηελ ζεηξά ηνπ ζπλεπάγεηαη έλα 

κεγαιχηεξν πνζνζηφ θέξδνπο απφ ην κέγηζην δπλαηφ. 

 Καη ε ηεηξηκκέλε ιχζε  

 0Ip   (51) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

Απφ ηελ ζρέζε (38) πξνθχπηεη ε : 

 22[ (1 )] 0IIp I A r    

Χζηφζν, φπσο εμεγήζεθε παξαπάλσ είλαη αδχλαην λα ππάξμεη έλα ζεηηθφ ε εκηζεηηθφ 

δηάλπζκα ηηκψλ γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα, φηαλ ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη 

ζεηηθφ ή ίζν κε ην κεδέλ. Ζ κφλε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή ιχζε είλαη ε ηεηξηκκέλε, γηα 

w=0, ή κε άιια ιφγηα : 

 0Ip   

Καη ηαπηφρξνλα ε  

 0w   

Παξαθάησ ιακβάλνληαη νη εμήο πεξηπηψζεηο: 

 ην πνζνζηφ θέξδνπο 22A

iR απνηειεί ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο ηεο 

κήηξαο 22A  

ηελ πεξίπησζε απηή πξνθχπηεη ε ζρέζε: 

 22[ (1 )] 0IIp I A r    
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Καη νη ιχζεηο πνπ πξνθχπηνπλ είλαη νη : 

 Ζ κε ηεηξηκκέλε ιχζε 

πσο απνδεδείρζεθε  ην 22A

iR  απνηειεί κηα ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο ηεο 

κήηξαο 11A , κε άιια ιφγηα ηζρχεη: 

22 22*

*

1 1
( )

1 1

A A

m m

I IR R
   

 
  

Γειαδή ην πνζνζηφ θέξδνπο ζπλδέεηαη κε κηα κηθξφηεξε ζεηηθή ηδηνηηκή ηεο κήηξαο 

11A απφ ηελ κέγηζηε, πξάγκα πνπ κε ηελ ζεηξά ηνπ ζπλεπάγεηαη έλα κεγαιχηεξν 

πνζνζηφ θέξδνπο απφ ην κέγηζην δπλαηφ. Σν ηειεπηαίν ζπλεπάγεηαη, φηη είλαη 

αδχλαηνλ λα ππάξμεη έλα απζηεξά ζεηηθφ ή ηνπιάρηζηνλ εκηζεηηθφ δηάλπζκα ηηκψλ 

παξαγσγήο γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα. 

 Ζ ηεηξηκκέλε ιχζε 

 0IIp   

 Πεξίπησζε φπνπ ην 22A

iR  δελ απνηειεί ξίδα ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο 

ηεο κήηξαο 22A  

Καη ζηελ πεξίπησζε απηή ε θαηάζηαζε είλαη ε ίδηα  κε παξαπάλσ ιφγηα. 

Ζ κφλε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο : 

 22[ (1 )] 0IIp I A r     

Δίλαη ε ηεηξηκκέλε ή κε άιια ιφγηα  ε  

 0IIp   (52) 

 

2.3.1.5 Οι ηιμέρ παπαγωγήρ για 0<r<RI<RII 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο ηνπ βαζηθνχ θαη κε βαζηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο ζπλεπάγεηαη: 
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Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα (Η): 

11(1 )I I Ip p A r w    

 1

11[ (1 )]I Ip w I A r     (53) 

Γηα λα έρεη ιχζε ε (1.α) πξέπεη ε 1

11[ (1 )]I A r   >0, αθνχ , 0I w  . 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

 

 1

12 22[ (1 ) ][ (1 )]II I IIp p A r w I A r       (54) 

Γηα λα έρεη ιχζε ε (2.α) πξέπεη ε 1

22[ (1 )] 0I A r    . Με άιια ιφγηα 

 22
1

1

A

m
r
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ηελ πεξίπησζε πνπ πεξηγξάθνπκε παξαπάλσ, κέζσ n ζρέζεσλ πξνζπαζνχκε λα 

πξνζδηνξίζνπκε n+2 αγλψζηνπο. Απηφ θαζίζηαηαη δπλαηφλ κε ηνλ εμσγελή 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο θαη ηελ εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο 

γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ απνιχησλ ηηκψλ. Δίλαη πάληνηε δπλαηφλ βέβαηα αληί ηεο 

εηζαγσγήο κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο ν ελαπνκείλαλ βαζκφο ειεπζεξίαο λα 

εμαιεηθηεί  κε ηνλ ππνινγηζκφ ζρεηηθψλ ηηκψλ. 

  

2.3.2 Δηζάγεηαη εμωγελώο ην νλνκαζηηθό ωξνκίζζην 

Χο γλσζηφλ ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη έλα ζεηηθφ βαζκσηφ θαη ίζν κε w=pd, 

φπνπ p ην εκηζεηηθφ (nx1) δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο
66

 θαη d ην (nx1) δηάλπζκα 

ησλ εκπνξεπκάησλ απφ ηα νπνία απνηειείηαη ην πξαγκαηηθφ εκεξνκίζζην.  

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

                                                           

66
 Σν p είλαη νξηζκέλν ζαλ [ , ]I IIp p p , ελψ γηα ην d, 

I

II

d
d

d

 
  
 

, φπνπ ην παξηζηά ηηο εηζξνέο 

βαζηθψλ (κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ) σο κηζζηαθά εκππξεχκαηα (δειαδή απφ εκπνξεχκαηα απφ ηα 

νπνία απνηειείηαη ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην) 

12 22[ ](1 )II I II IIp p A p A r w   
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 11(1 ) ( )I I I I II II Ip p A r p d p d     (56) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

 11 22[ ](1 ) ( )II I II I I II II IIp p A p A r p d p d      (57) 

Παξαθάησ δηαθξίλνληαη νη παξαθάησ  πεξηπηψζεηο: 

 

Β.2.1. d=[dI,0]
Σ 

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα  ηζρχεη: 

 11(1 )I I I I Ip p A r p d    (58) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

 11 22[ ](1 )II I II I I IIp p A p A r p d     (59) 

Αξρηθά γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

1

11, [ (1 )]I I I I Ip F p p Fd F A r      

[ ( )] 0I I Ip I F I d    

 [ ] 0, ( )I I Ip I C C F I d     (60) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

12 22(1 ) (1 )II I II I I IIp p A r p A r p d      

22 12[ (1 )] (1 )II I I I IIp I A r p A r p d      

22 12[ (1 )] [ (1 ) ]II I I IIp I A r p A r d      

 1

12 22[ (1 ) ][ (1 )]II I I IIp p A r d I A r       (61) 
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2.3.2.1 Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο είναι μέγιζηο 

 

Καηά ζπλέπεηα ην r=0 θαη ην max

Y
d d

X
  . Έηζη γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

1

11[ ( )] 0I I Ip I A I d    

 1

11[ ] 0, ( )I I Ip I C C A I d     (62) 

ηελ πεξίπησζε απηή γηα λα ππάξρεη ιχζε πιελ ηεο ηεηξηκκέλεο ( 0Ip  ), πξέπεη 

11det[ ( )] 0I II A I d   . Γηα λα ππάξμεη ην ηειεπηαίν πξέπεη rank(C)=n-1. ηελ 

πεξίπησζε απηή πξέπεη λα ηζρχεη 1C

m   θαη θαηά ζπλέπεηα γηα λα ππάξμεη έλα 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ p, 0p   πξέπεη 

 11 0
AC

m m    (63) 

 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

11 22II I II I I IIp p A p A p d    

 1

11 22[ ][ ]II I I IIp p A d I A     (64) 

Γηα λα ππάξμεη ιχζε πξέπεη 1

22[ ] 0I A   , δειαδή κε άιια ιφγηα πξέπεη λα ηζρχεη 

γηα ηελ  22A

m ,  

 220 1
A

m   (65) 

 

2.3.2.2 Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο είναι ίζο με 0 

 

ηελ πεξίπησζε πνπ ην r=R ηφηε ην pd=0.  Σφηε ε ζρέζε (1) παίξλεη ηελ κνξθή: 
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 (1 )p pA R   (66)
67

 

Λχλνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε ζπλεπάγεηαη: 

1

1
p pA

R



 

 
1

[ ] 0
1

p I A
R
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Βιέπνπκε φηη εθηφο ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο (p=0) έρνπκε θαη άιιεο n ιχζεηο πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζε n ηηκέο ηνπ R εθ ησλ νπνίσλ κφλν ε κηθξφηεξε απφ ηηο ηηκέο ηνπ R 

είλαη ε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή. 

Δίλαη θαλεξφ, φηη κπνξνχλ λα ππάξμνπλ ηφζεο ιχζεηο γηα ην R φζεο θαη νη ηδηνηηκέο 

ηεο κήηξαο Α.  Απφ ηα ζεσξήκαηα ησλ Perron-Frobenius, γλσξίδνπκε, φηη ζε κία 

κφλν απφ ηελ ηδηνηηκέο κηαο κήηξαο, έζησ ηεο Α, αληηζηνηρεί έλα απζηεξά ζεηηθφ ε 

έζησ εκηζεηηθφ δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο, ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α. 
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 Ζ πεξίπησζε απηή είλαη ηαπηφζεκε κε ηελ πεξίπησζε πνπ φπνπ r=R.  ηελ ζπλέρεηα δείρλνπκε γηαηί 

ην  

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

11(1 )I Ip p A R    

11[ (1 )] 0Ip I A R    

Γηα λα έρεη ην παξαπάλσ ζχζηεκα ιχζε πιελ ηεο ηεηξηκκέλεο p=0, πξέπεη 

11[ (1 )] 1rank I A R n     κε άιια πξέπεη ή λα ππνινγίζνπκε ζρεηηθέο ηηκέο ή λα εηζάγνπκε κηα 

εμίζσζε ηππνπνίεζεο θαη λα ππνινγίζνπκε απφιπηεο ηηκέο. Καηά ηα άιια είλαη ζχκθσλα κε ην 

Θεψξεκα ηνπ Frobenius, ππάξρνπλ n ιχζεηο ζηελ παξαπάλσ ζρέζε, γηα R εθ ησλ νπνίσλ κηα κφλν 

είλαη ε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή, απηή πνπ αληηζηνηρεί γηα 

11

11

11

11

1

A
A m
m A

m

R
R







  


 

Δλψ γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

12 22[ ](1 )II I IIp p A p A R     

1

12 22[ (1 )][ (1 )]II Ip p A R I A R      

Γηα λα ππάξμεη ιχζε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή πξέπεη 
1

22[ (1 )] 0I A R    . Με άιια ιφγηα πξέπεη 

22
1

1

A

m
R

 


 ψζηε λα ππάξρεη 
1

22[ (1 )] 0I A R    . 
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κσο ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α, φπσο θαίλεηαη απφ ηελ ζρέζε (a), 

ζπλεπάγεηαη φηη, γηα 
max

A ηζρχεη:  

 * *

max 1 2 3min[ , , ,..., ], : ( ) 0A

nR R R R R R p R       (68) 

Μπνξνχκε λα εμάγνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο γηα ην p( εμεηάδνληαο κφλν ηηο 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθέο ιχζεηο): 

Αλ ην p είλαη ζεηηθφ, θαη θαηά ζπλέπεηα κηιάκε γηα κε κεηξεκέλε ιχζε 

Βιέπνπκε ινηπφλ φηη ην ζχζηεκα (3) απνηειείηαη απφ n εμηζψζεηο θαη n αγλψζηνπο
68

. 

Γηα ηελ κέγηζηε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο αληηζηνηρεί ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ 

παξαγσγήο ησλ n εκπνξεπκάησλ (p)
69

 , ην νπνίν είλαη: 

 Δίηε κνλνζήκαληα πξνζδηνξηζκέλν εμαηξέζεη ελφο βαζκσηνχ θαη ζεηηθφ, 

δειαδή p>0 , ηελ πεξίπησζε ηεο κε ηεηξηκκέλεο ιχζεο
70

, ζηελ πεξίπησζε 

δειαδή φπνπ ην 
1

[ )] 0
1

I A
R

 


  

                                                           
68

 Σηο n ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ. Γηα ηελ ιχζε ηνπ νκνγελνχο ζπζηήκαηνο (3) 

απαηηείηαη ε εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζε ή ν εμσγελήο νξηζκφο ηεο ηηκήο ελφο εκπνξεχκαηνο. 

69
 πλεπψο είλαη δηαζηάζεσλ nx1 

70
 Ζ πεξίπησζε πνπ εμεηάδεηαη είλαη θαζφια φκνηα κε απηήλ ηεο παξαγξάθνπ Β.1. Οη ιχζεηο πνπ 

πξνθχπηνπλ γηα θάζε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο θάζε ππνζπζηήκαηνο (βαζηθνχ  ή κε) είλαη 

δηαδεπθηηθά γηα θάζε πεξίπησζε νη: 

 Αλ γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηζρχεη I IIr R R   

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

11[ (1 )] 0I I ip I A R    

a. Ζ ηεηξηκκέλε ιχζε 0Ip   

b. Δίηε ε κε ηεηξηκκέλε ιχζε πνπ δίδεηαη απφ ηελ επίιπζε ηεο: 

11det[ (1 )] 0I iI A R   , απφ ηελ νπνία απφ ηα γλσζηά ζεσξήκαηα ηνπ Frobenius 

επηιέγεηαη εθείλε ε ηηκή ηνπ iR ε νπνία αληηζηνηρεί ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο 

F ( 11
1

1
1

A

m

iR
  


). Πνην ζπγθεθξηκέλα ηζρχεη: 

1 2min[ , ,..., ] : ( ) 0i I II n i I iR R R R R R p R      

ηελ πεξίπησζε απηή νη ηηκέο παξαγσγήο ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο είλαη ζεηηθέο 
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Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ε ιχζε δίλεηαη απφ ηελ : 

1

12 22(1 )[ (1 )]II I i II ip p A R I A R      

a. Γηα 0Ip  ηφηε ηζρχεη ε ηεηξηκκέλε ιχζε δειαδή  

0IIp   

b. Δλψ γηα 0Ip  , φπσο εχθνια κπνξεί λα δηαπηζησζεί γηα λα είλαη νη ηηκέο ησλ κε βαζηθψλ 

εκπνξεπκάησλ ζεηηθέο, πξέπεη: 

22det[ (1 )] 0II iI A R    πνπ κε ηελ ζεηξά ηνπ ζπλεπάγεηαη φηη: 

22
1

1
1

A

m

iR
  


. Σν ηειεπηαίν απνηειεί ηελ αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα είλαη νη 

ηηκέο ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο ζεηηθέο 

 Αλ γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηζρχεη II:  R r RI    

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

11[ (1 )] 0I Ip I A R    

Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε εμάγνληαη νη δχν πηζαλέο ιχζεηο: 

a. Ζ ηεηξηκκέλε ιχζε δειαδή 0Ip   

b. Ή ε κε ηεηξηκκέλε, δειαδή ε 0Ip  . Ζ ιχζε απηή πξνθχπηεη απφ ηελ ιχζε ηεο ζρέζεο 

: 11det[ (1 )] 0II A R   . Δίλαη θαλεξφ, φηη ζηελ πεξίπησζε απηή ην 
1

(1 )iR
 απνηειεί 

ηελ ιχζε ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο ηεο κήηξαο 11A . Απφ ηα ζεσξήκαηα ηνπ Frobenius 

είλαη γλσζηφ, φηη κφλν ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή κηαο κε δηαζπψκελεο κήηξαο αληηζηνηρεί έλα 

ζεηηθφ ηδηνδηάλπζκα. Καηά ζπλέπεηα θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο, 

έρνπκε ζεηηθέο ηηκέο κφλν γηα iR πνπ αληηζηνηρεί ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο 11A . Με 

άιια ιφγηα γηα ην κηθξφηεξν απφ ηα κέγηζηα πνζνζηά θέξδνπο πνπ πξνθχπηνπλ 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

1

12 22(1 )[ (1 )]II I i II ip p A R I A R     , φκσο γηα ζεηηθέο ηηκέο ην ζχζηεκα ηηκψλ ηνπ κε 

βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο είλαη αζπκβίβαζην. Χζηφζν αλ ππνζέζνπκε πξνο ζηηγκήλ φηη 0Ip  , 

ηφηε γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο ηζρχεη ε ζρέζε 

22[ (1 )] 0II II ip I A R   , απφ ηελ νπνία δχλαηαη λα πξνθχςνπλ νη αθφινπζεο ιχζεηο: 

a. Ζ ηεηξηκκέλε δειαδή ε 0IIp   

b. Ή ε κε ηεηξηκκέλε δειαδή ε 0IIp  , αλ θαη κφλν εάλ 22det[ (1 )] 0II iI A R   , απφ 

ηηο ιχζεηο ηεο νπνίαο πξνθχπηεη κφλν κηα νηθνλνκηθά ζεκαληηθή απηή πνπ αληηζηνηρεί 

ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο 22A . Με άιια ιφγηα πξέπεη λα ηζρχεη ε  
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 Δίηε κεδεληθφ, δειαδή p=0, ζηελ πεξίπησζε ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο, ζηελ 

πεξίπησζε δειαδή φπνπ p=0. 

 

 

2.3.2.3 Σιμέρ παπαγωγήρ για 0<d<dmax 

 

Αξρηθά γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα, φπσο δείμακε θαη παξαπάλσ: 

1

11, [ (1 )]I I I I Ip F p p Fd F A r      

[ ( )] 0I I Ip I F I d    

 [ ] 0, ( )I I Ip I C C F I d     (69) 

ηελ πεξίπησζε απηή θαη πάιη ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Frobenius, πξνθχπηνπλ n 

(ηδην)δηαλχζκαηα Ip , εθ ησλ νπνίσλ γηα έλα κφλν πξνθχπηεη 0Ip  , γηα απηφ πνπ 

αληηζηνηρεί  ζηελ 1C

m  . Καηά ζπλέπεηα 

 11 0
AC

m m    (70). 

Απφ ηελ άιιε κεξηά γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

11 22(1 ) (1 )II I II I I IIp p A r p A r p d      

1

11 22[ (1 ) ][ (1 )]II I I IIp p A r d I A r       

Γηα λα ππάξμεη ιχζε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή πξέπεη: 

 1

22[ (1 )] 0I A r     (71) 

 Με άιια ιφγηα πξέπεη λα ηζρχεη ε  

                                                                                                                                                                      

22
1

1
1

A

m

iR
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 22
1

1

A

m
r

 


 (72) 

  ψζηε λα ππάξρεη 1

22[ (1 )] 0I A r    . Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ππνινγίδνπκε 

είηε ζρεηηθέο ηηκέο είηε εηζάγνπκε εμσγελψο κηα εμίζσζε ηππνπνίεζεο θαη σο εθ 

ηνχηνπ λα ππνινγίζνπκε απφιπηεο ηηκέο. 

 

2.3.2.4 d=[dI, dII]
Σ 

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα  ηζρχεη: 

 11(1 ) [ ]I I I I II II Ip p A r p d p d     (73) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

 11 22[ ](1 ) [ ]II I II I I II II IIp p A p A r p d p d      (74) 

Αξρηθά γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

 11(1 ) [ ]I I I I II I Ip p A r p d p d      

 πλεπψο: 

 1

11[ ] , [ (1 ) ]I II II I I I I Ip p d I C C A r d      (75) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

12 22(1 ) (1 )II I II I I II II II IIp p A r p A r p d p d       

 1

12 22[ (1 ) ][ ] , [ (1 ) ]II I I II II II II IIp p A r d I C C A r d        (76)  

 

2.3.2.5 Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο είναι μέγιζηο 

Καηά ζπλέπεηα ην r=0 θαη ην max

Y
d d

X
  . Έηζη γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

1

11[ ( )] 0I I Ip I A I d    

11[ ] , ( )I I II II II I I Ip I C p d C A d     
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 1[ ]I II II II Ip p d I C    (77) 

ηελ πεξίπησζε απηή γηα λα ππάξρεη ιχζε πξέπεη αζθαιψο 0IIp   θαη θπζηθά 

1[ ]I C  . ηελ πεξίπησζε απηή πξέπεη 1IC

m   θαη θαηά ζπλέπεηα γηα λα ππάξμεη έλα 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ Ip , 0Ip   πξέπεη 11 0IC A

m m   . 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

12 22II I II I I II II II IIp p A p A p d p d     

1

12 22[ ][ ( )]II I I II I I IIp p A d I A d      

 1
22 2212 22[ ][ ] , ( )II I I II I I IIp p A d I A A A d      (78) 

Γηα λα ππάξμεη ιχζε πξέπεη 1
22[ ] 0I A   , δειαδή κε άιια ιφγηα πξέπεη 

 220 1A

m   (79) 

 Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε κέζσ n ζρέζεσλ πξνζπαζνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε n+2 

αγλψζηνπο. Απηφ θαζίζηαηαη δπλαηφλ κε ηνλ εμσγελή πξνζδηνξηζκφ ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο θαη ηελ εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ 

απνιχησλ ηηκψλ. Δίλαη πάληα δπλαηφλ βέβαηα αληί ηεο εηζαγσγήο κηαο εμίζσζεο 

ηππνπνίεζεο ν ελαπνκείλαλ βαζκφο ειεπζεξίαο λα εμαιείθεηαη κε ηνλ ππνινγηζκφ 

ζρεηηθψλ ηηκψλ. 

 

2.3.2.6 . Σο ποζοζηό κέπδοςρ είναι μέγιζηο 

 

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα  ηζρχεη: 

 11(1 )I Ip p A R   (80) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

 11 22[ ](1 )II I IIp p A p A R    (81) 

Αξρηθά γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα: 
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 11[ (1 )] 0Ip I A R    (82) 

Βιέπνπκε φηη εθηφο ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο (p=0) έρνπκε θαη άιιεο n ιχζεηο πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζε n ηηκέο ηνπ R εθ ησλ νπνίσλ κφλν ε κηθξφηεξε απφ ηηο ηηκέο ηνπ R 

είλαη ε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή. Καη ε ηηκή απηή ηνπ R αληηζηνηρεί ζηελ κέγηζηε 

ηδηνηηκή ηεο κήηξαο 11A . Με άιια ιφγηα : 

1

1

A

m
R

 
  

1 A

m

A

m

R





                     (83) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

12 22(1 ) (1 )II I II I I II II II IIp p A r p A r p d p d       

 1

12 22[ (1 )][ (1 )]II Ip p A R I A r      (84) 

Γηα λα ππάξμεη ιχζε νηθνλνκηθά ζεκαληηθή πξέπεη 1

22[ (1 )] 0I A R    . Με άιια 

ιφγηα πξέπεη 22
1

1

A

m
R

 


  ψζηε λα ππάξρεη 1

22[ (1 )] 0I A R    . 

Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε κέζσ n ζρέζεσλ πξνζπαζνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε n+2 

αγλψζηνπο. Απηφ θαζίζηαηαη δπλαηφλ κε ηνλ εμσγελή πξνζδηνξηζκφ ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο θαη ηελ εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ 

απνιχησλ ηηκψλ. Δίλαη πάληα δπλαηφλ βέβαηα αληί ηεο εηζαγσγήο κηαο εμίζσζεο 

ηππνπνίεζεο ν ελαπνκείλαλ βαζκφο ειεπζεξίαο λα εμαιείθεηαη κε ηνλ ππνινγηζκφ 

ζρεηηθψλ ηηκψλ. 

 

2.3.2.7 Σιμέρ παπαγωγήρ για 0<d<dmax 

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα  ηζρχεη: 

11(1 ) [ ]I I I I II II Ip p A r p d p d     

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 
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11 22[ ](1 ) [ ]II I II I I II II IIp p A p A r p d p d      

Αξρηθά γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

11(1 ) [ ]I I I I II I Ip p A r p d p d    . 

 πλεπψο: 

 1

11[ ] , [ (1 ) ]I II II I I I I Ip p d I C C A r d      (85) 

Γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα ηζρχεη: 

12 22(1 ) (1 )II I II I I II II II IIp p A r p A r p d p d       

 1

12 22[ (1 ) ][ ] , [ (1 ) ]II I I II II II II IIp p A r d I C C A r d        (86) 

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε γηα 0IIp   πξέπεη ηφζν 0Ip   φζν θαη ε 1[ ]III C  >0, 

κε άιια ιφγηα ε 1IIC

m  . 

Δπνκέλσο ην κφλν πνπ έρνπκε λα θάλνπκε είλαη λα ιχζνπκε ηηο ζρέζεηο (67) θαη (68) 

θαη λα εηζάγνπκε κηα εμίζσζε ηππνπνίεζεο ψζηε λα ππνινγίζνπκε απφιπηεο ηηκέο, ή 

απιά λα ππνινγίζνπκε ζρεηηθέο ηηκέο ρσξίο ηελ επηπιένλ εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο 

ηππνπνίεζεο. Πην ζπγθεθξηκέλα: 

1

11[ ] , [ (1 ) ]I II II I I I I Ip p d I C C A r d      

 12 22(1 ) (1 )II I II I I II II II IIp p A r p A r p d p d       (87) 

Γηα ιφγνπο επθνιίαο νξίδνπκε: 

1

11{ [ (1 ) ]}II I I Id I A r d      

12[ (1 ) ]I I IIA r p d     

22[ (1 ) ]II II IIA r p d  
 

Καηά ζπλέπεηα γηα ην πξνθχπηεη
 

II I IIp p p    
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II II IIp p p    

[ ( )] 0IIp I      

[ ] 0IIp I A   (88), φπνπ ( )A     
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3 ΜΔΣΑΒΟΛΔ ΣΙΜΙΑΚΧΝ ΜΔΓΔΘΧΝ ΚΑΙ ΣΗ ΥΔΗ 

ΠΟΟΣΟΤ ΚΔΡΓΟΤ- ΟΝΟΜΑΣΙΚΟΤ ΧΡΟΜΙΘΙΟΤ, 

ΛΟΓΧ ΣΤΠΟΠΟΙΗΗ ΣΧΝ ΔΜΠΟΡΔΤΜΑΣΧΝ 

 

ην παξφλ θεθάιαην ζα εμεηαζηεί εάλ θαη θαηα πφζνλ επηξξεάδνληαη δηάθνξα ηηκηαθά 

κεγέζε απφ ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο ησλ εκπνξεπκάησλ. Απηφ ζα γίλεη 

δηαδεπθηηθά γηα ηελ πεξίπησζε ηεο κε δηαζπψκελεο απιήο παξαγσγήο θαη γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο δηαζπψκελεο παξαγσγήο. 

 

3.1 Με Γηαζπώκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγωγήο
71

 

 

Έζησ ην ζχζηεκα [ , , ]A x  ην νπνίν ρξεζηκνπνηεί ηελ κε δηαζπψκελε παξαγσγηθή 

ηερληθή απιήο παξαγσγήο [ , ]A , φπνπ Α, 0A ή Α>0, ε nxn κήηξα ησλ ηερληθψλ 

ζπληειεζηψλ αλά κνλάδα παξαγφκελνπ εκπνξεχκαηνο. Με , ζπκβνιίδεηαη ην 1xn 

δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία αλα κνλάδα παξαγφκελν εκπνξεχκαηνο. 

Σν φηη ε ηερληθή παξαγσγήο είλαη παξαγσγηθή ζεκαίλεη φηη ην ζχζηεκα είλαη ζε ζέζε 

λα παξάμεη θάζε ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ Τ,Τ


0, φπνπ Τ ην nx1 

δηάλπζκα πνπ παξηζηά ην θαζαξφ πξντφλ, παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν απζηεξά ζεηηθφ 

αθαζάξηζην πξντφλ Υ,Υ>0, φπνπ Υ ην nx1 δηάλπζκα ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο θαη 

ηαπηφρξνλα ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο, ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο 

ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Έζησ ηψξα ηα nx1 κε γξακκηθψο εμαξηεκέλα δηαλχζκαηα θ θαη ς,   , πνπ 

παξηζηνχλ δχν δηαθνξεηηθά ηππηθά εκπνξεχκαηα
72

. Σα δπν απηά ηππηθά εκπνξεχκαηα 

ζπλεπάγνληαη δπν δηαθνξεηηθέο ηππνπνηήζεηο ησλ ηηκψλ: 

( ) , 0p       (89) 

                                                           
71

 Βι. Γ. ηακάηε,(1995 ) 

72
 Σα δπν απηά ηππηθά εκπνξεχκαηα απνηεινχλ θαζαξά πξντφληνο δπν ππνζπζηεκάησλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχλ ηελ ίδηα ηερληθή [ , ] , κε ην δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο. Σα ππνζπζηήκαηα απηά 

θαινχληαη ηππηθά ππνζπζηήκαηα. 
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( ) , 0p      (90) 

Αλ x(θ), x(ς)≥0, ηφηε ην ππφ εμέηαζε ππνζχζηεκα, δελ παξάγεη φια ηα δπλάκελα λα 

παξαρζνχλ απφ ηελ [Α, ℓ] εκπνξεχκαηα, αιιά πεξηέρεη θαη εκπνξεχκαηα ζε 

κεδεληθέο πνζφηεηεο. Αλ ηψξα 
1[ ] 0I A   , ηφηε ην ππνζχζηεκα θ παξάγεη ηα ίδηα 

εκπνξεχκαηα κε ηελ αξρηθή ηερληθή [Α, ℓ]. Δπνκέλσο ην ηππηθφ ππνζχζηεκα 

δηαθέξεη κε ην δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο κφλν σο πξνο ηα επίπεδα 

δξαζηεξηφηεηαο. 

ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε 
1[ ] 0I A   , δηαγξάθνπκε απφ ηα δηαλχζκαηα θ, ℓ, 

p(θ) θαη ηελ κήηξα Α, ηηο ζπληζηψζεο πνπ ζην δηάλπζκα 
1[ ]I A   είλαη ίζεο κε 

κεδέλ
73

. ηελ πεξίπησζε απηή παίξλνπκε ηα , ( ), ( ), ( )p N    74
, φπνπ Ν(θ) ε kxk 

κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο, πνπ παξάγεη ην θ ζαλ 

θαζαξφ πξντφλ. 

Δπνκέλσο κηιάκε πιένλ γηα ην ηππηθφ ππνζχζηεκα, πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερληθή 

[ ( ), ( )]   θαη παξάγεη ην θ ζαλ θαζαξφ πξντφλ γηα ηελ νπνία ηζρχεη: 

( ) , 0p      (91) 

( ) , 0p      (92) 

Βάζε ησλ παξαπάλσ κπνξνχκε λα εμάγνπκε ηελ w-r ζρέζεηο γηα θάζε έλα απφ ηα 

ηππηθά ππνζπζηήκαηα. Αξρηθά γηα ην θ: 

1

(1 )

[ (1 )]

p pA r w

p w I A r 

  

   (93)

 

Καη γηα w=0 

(1 )

[ (1 )] 0

p pA R w

p I A R
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 Δκπνξεχκαηα δειαδή πνπ δελ παξάγνληαη ζην ηππηθφ ππνζχζηεκα, πνπ παξάγεη ην θ ζαλ θαζαξφ 

πξντφλ. 

74
 Οη δηαζηάζεηο ησλ:   kx1, , 1xk, ( )p  1xk, N(θ) kxk 
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1
[ ] 0
(1 )

p I A
R

 
 (94)

 

Γηα ( )p   ηζρχεη 

1

max

( ) ( ) ( )(1 ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ( )(1 ( ))] ,0 ( ) ( )

p p N r w

p w I N r r R

     

      

  

    
(95)

 

Καη γηα ( )w  =0 έρνπκε max( )R   

max

max

( ) ( ) ( )(1 ( ) )

( )[ ( )(1 ( ) )] 0

p p N R

p I N R

   

  

 

  
 

max

1
( )[ ( )] 0

(1 ( ) )
p I N

R
 


 


(96)

 

Καη νη w-r 

1

1

( )
( )

[ ( )(1 ( ))]

( )
[ ( )(1 ( ))]

( )[ ( )(1 ( ))]
( )

p
w

I N r

w ή
I N r

p I N r
w

 


  




  

   









 


 

 


(97)

 

Καζψο επίζεο θαη γηα max( )w  (δειαδή γηα ( )r  =0): 

max

max 1

( )[ ( )]
( )

( )

( )
( )

( )[ ( )]

p I N
w

p
w

I N

  


 

 


  







 

1

max 1
( ) , ( ) ( )[ ( )]

( )[ ( )] ( )
w I N

I N

 
    

     




   

 (98)

 

πνπ ( )  , ην 1xk δηάλπζκα ησλ αμηψλ ησλ, παξαγφκελσλ απφ ην ηππηθφ 

ππνζχζηεκα, πνπ παξάγεη ην   ζαλ θαζαξφ (αθαζάξηζην) πξντφλ, εκπνξεπκάησλ. 

Γηα max( )R   (δειαδή γηα w(θ)=0) έρνπκε: 
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max

( )[ ( )] ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

p I N p N
R

p N p N

      


     

 
 

(99)

 

Αληίζηνηρα ηζρχνπλ γηα ηελ ηππνπνίεζε κε    

Γηα ( )p   ηζρχεη 

1

max( ) ( ) ( )[ ( )(1 ( ))] ,0 ( ) ( )p w I N r r R          
(100)

 

Καη γηα ( )w =0 έρνπκε max( )R   

max

1
( )[ ( )] 0

(1 ( ) )
p I N

R
 


 


(101)

 

Καη νη w-r 

1
( )

[ ( )(1 ( ))]

( )[ ( )(1 ( ))]
( )

w ή
I N r

p I N r
w




  

   







 

 


(102)

 

Καζψο επίζεο θαη γηα max( )w  (δειαδή γηα ( )r  =0): 

1

max 1
( ) , ( ) ( )[ ( )]

( )[ ( )] ( )
w I N

I N

 
    

     




   

 (103)

 

πνπ ( )  , ην δηάλπζκα ησλ αμηψλ ησλ, παξαγφκελσλ απφ ην ηππηθφ ππνζχζηεκα, 

πνπ παξάγεη ην   ζαλ θαζαξφ (αθαζάξηζην) πξντφλ, εκπνξεπκάησλ. 

Γηα max( )R   (δειαδή γηα w(θ)=0) έρνπκε: 

max

( )[ ( )] ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

p I N p N
R

p N p N

      


     

 
 

(104)
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3.2 Πξνζδηνξηζκόο ηηκώλ παξαγωγήο ζηα ηππηθά Τπνζπζηήκαηα 

 

Αξρηθά εμεηάδνπκε ην ζχζηεκα ηηκψλ, γηα ην ηππηθφ ππνζχζηεκα, πνπ παξάγεη ην   

ζαλ θαζαξφ (αθαζάξηζην)
75

 πξντφλ πξνθχπηεη: 

Γηα max( )R  : 

max

1
( )[ ( )] 0

(1 ( ) )
p I N

R
 


 


(105)

 

Καηά ηα γλσζηά
76

 ηζρχεη: 

max

1
[ ( )] 1
(1 ( ) )

rank I N k
R




  


 θαη σο εθ ηνχηνπ ηζρχεη: 

max

1
det[ ( )] 0

1 ( )
I N

R



 


 

κσο ( )

max

1

1 ( )

N

R




 


 

( )

max ( )

1
( )

N

N
R













(106)

 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο ηδηνηηκήο, βιέπνπκε φηη ην ( )p   είλαη αξηζηεξφ ηδηνδηάλπζκα ηεο 

κήηξαο ( )N  . 

Δπνκέλσο 
( )

max
max ( )

max

1
( ) ( )

N

N
r R






 




 

(107)
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 Σν γηαηί ζηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε θαζαξφ θαη αθαζάξηζην πξντφλ ζπκπίπηνπλ, βι. Γ. ηακάηε, 

(1995)ζει.ίδα 178 

76
 Βι. Γ. ηακάηε (1995), ζει 122,  

Βι. επίζεηο H.D. Kurz & N. Salvadory, (1995) ζει 98,108 

Βι. Δπίζεο L. Passinetti,(1991) ζει 88 
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Δπνκέλσο ζην νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ δηάλπζκα ησλ ηηκψλ ηνπ 

max( ),0 ( ) ( )r r R    , νη ηηκέο παξαγσγήο ησλ, παξαγφκελσλ απφ ην ηππηθφ 

ππνζχζηεκα πνπ παξάγεη ην  ,σο θαζαξφ πξντφλ, εκπνξεπκάησλ είλαη ζεηηθέο: 

1. Γηαηί ην δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία, ( ) , γηα ην ηππηθφ 

ππνζχζηεκα   , είλαη ζεηηθφ
77

, ( ) >0 

2. Ζ κήηξα 
1[ ( )(1 ( )] 0I N r     , είλαη ζεηηθή θαη θαηά ζπλέπεηα κε 

δηαζπψκελε 

3. Απφ ηα 1. θαη 2. θαη απφ ηηο ζρέζεηο (12) θαη (7) πξνθχπηεη φηη: 

a.  >0, φηη ην ηππηθφ ππνζχζηεκα πνπ παξάγεη ην  ,σο 

θαζαξφ(αθαζάξηζην) πξντφλ, είλαη βηψζηκν( παξαγσγηθφ). 

b. Σν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην ( )w  >0, δειαδή γηα θάζε χςνο ηνπ 

πνζνζηνχ θέξδνπο (εληφο βέβαηα ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ πεδίνπ 

ησλ ηηκψλ ηνπ) είλαη ζεηηθφ. 

 

Ζ ζρέζε 
( )

max
max ( )

max

1
( )

N

N
R











  έρεη θαη έλα νηθνλνκηθφ λφεκα. Αθελφο ζέηεη έλα 

θαηψηεξν φξην γηα ην 
max

1

1 ( )R 
, θαη έλα αλψηεξν φξην γηα ην max( )R  . Με άιια 

ιφγηα ε 
( )

max
max ( )

max

1
( )

N

N
R











  είλαη ε ζπλζήθε πνπ εμαζθαιίδεη, φηη εληφο βέβαηα ηνπ 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ πεδίνπ ησλ ηηκψλ ηνπ ( )R  , κε άιια ιφγηα: 

max[0, ( ) ] ( )r R p    >0 

ηαλ κάιηζηα ε ηερληθή [Α, ℓ] είλαη κηα κε δηαζπψκελε παξαγσγηθή ηερληθή, φπνπ 

δειαδή ηζρχεη:
1[ ] 0I A    θαη 

1[ ] 0I A   , γηα θάζε ( )0    (ή αληίζηνηρα γηα 

 ). Σφηε ην ππφ εμέηαζε ζχζηεκα παξάγεη φια ηα εκπνξεχκαηα ηνπ δεδνκέλνπ 

ζπζηήκαηνο παξαγσγήο. Με άιια ιφγηα: 

  (108) 
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 Με άιια ιφγηα θακία δηαδηθαζία παξαγσγήο δελ είλαη απηνκαηνπνηεκέλε 
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( )  (109) 

( )p p  (110) 

( )   (111) 

Καη αληίζηνηρα γηα ς 

  (112) 

( )  (113) 

( )p p  (114) 

( )   (115) 

Δπνκέλσο : 

( ) ( )N N   (116) 

( ) ( )

max max max

N N A    
(117)

 

( ) ( )      (118) 

max
max max max

max

1
( ) ( )

A

A
R R R


 




  

(119)

 

Αο δνχκε ηψξα πνηα ε ζρέζε κεηαμχ ( )p   θαη ( )p   

Γηα max
max

max

1
, 0 ( )

A

A
r r R






    

( ) ( )p p   (120) 

Δπνκέλσο 
( )

( )

p

p





  . Απφ ηηο ζρέζεηο (ρρ) θαη (ρρ) πξνθχπηεη φηη: 

1

1

( ) [ (1 )]

( ) [ (1 )]

w I A r

w I A r

  


  





 
 

  (121)
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Καη γηα ( ) ( ) 0r r r      

max

max

( )

( )

( ) ( )

w

w

w w

 


 

  

 

 (122)

 

Δπνκέλσο ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p w p w     (123), φπνπ α ν ζπληειεζηήο αλαινγίαο ησλ 

ηηκψλ ησλ παξαγφκελσλ θαη κε εκπνξεπκάησλ. 

Σν ζπκπέξαζκα πνπ εμάγεηαη απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο είλαη φηη κε κεηαβαιιφκελε 

ηππνπνίεζε νη ηηκέο ησλ εκπνξεπκάησλ δελ κεηαβάιινληαη. 

Καηά ζπλέπεηα ε w-r,  πνπ πξνθχπηεη απφ θάζε ηππνπνίεζε είλαη ε w-r ηνπ ηππηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο, αιιά θαη ηνπ δεδνκέλνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο, γηα ηνπο εμήο 

ιφγνπο: 

1. Σν ηππηθφ ππνζχζηεκα θαη ην δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο, ρξεζηκνπνηνχλ 

ηελ ίδηα γξακκηθή ηερληθή 

2. ην ηππηθφ,  αιιά θαη ζην δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο, ηζρχνπλ ην ίδην 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην θαη ην ίδην πνζνζηφ θέξδνπο
78

. 

3. Ζ ηηκή  θάζε εκπνξεχκαηνο είλαη ε ίδηα ζην ηππηθφ ππνζχζηεκα θαη ζην 

δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο, γηα ηνπο δχν παξαπάλσ ιφγνπο
79

. 

Αο επαλαιάβνπκε θάπνηα πξάγκαηα γηα ηελ w-r. Έζησ ην γλσζηφ καο ζχζηεκα 

ηηκψλ
80

: 

(1 )

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]
, ,

p pA r w

p I A pAr w ά έ

p I A pA r w

p I A pA
w r

p I A pA
w r 

       

  

 

 

 
 

 

   

   

   


  


    

 

                                                           
78

 Σα max( )R  θαη max( )w   είλαη αληίζηνηρα ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο θαη ην νλνκαζηηθφ 

σξνκίζζην, ελφο ζπζηήκαηνο πνπ παξάγεη ην  ζαλ θαζαξφ θαη ζαλ αθαζάξηζην πξντφλ. Σν 

παξαπάλσ «παξάδνμν» εμεγείηαη ζην. Γ. ηακάηε( 1995) , ζειίδα 177-178  

79
 Με άιια ιφγηα ηζρχεη ην Non Substitution- Theorem 

80
  βι. Γ. ηακάηε( 1995) , ζειίδα 348-349 
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πνπ  ε κέζε ηηκηαθή παξαγσγηθφηεηα εξγαζίαο ζην ηππηθφ ππνζχζηεκα θ θαη Kθ 

ε έληαζε θεθαιαίνπ ζην ηππηθφ ππνζχζηεκα θ.  

πσο απνδείρηεθε, γηα κε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα παξαγσγήο απιήο παξαγσγήο γηα 

δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο, max,0r r R   θαη γηα κεηαβαιιφκελν ηππηθφ εκπφξεπκα, 

νη ηηκέο παξαγσγήο, κέλνπλ ακεηάβιεηεο.  

κσο γηα δεδνκέλν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην, w, max max0 min{ ( ) , ( ) }w w w    νη 

ζρεηηθέο ηηκέο κεηαβάιινληαη κε κεηαβαιιφκελν ηππηθφ εκπφξεπκα. Καη απηφ γηαηί 

ζε δεδνκέλα νλνκαζηηθά σξνκίζζηα, ( ), ( )w w   αληηζηνηρνχλ δηαθνξεηηθά 

, ( ), ( )r r r   αληίζηνηρα. 

Σέινο ηα κε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο ζπκπίπηνπλ κε ηα αληίζηνηρα 

ηππηθά ηνπο ππνζπζηήκαηα, κε εμαίξεζε ηα επηκέξνπο επίπεδα δξαζηεξηφηεηαο ηνπο. 

Με άιια ιφγηα παξάγνπλ ηα ίδηα εκπνξεχκαηα, ζε δηαθνξεηηθέο, φκσο πνζφηεηεο θαη 

αλαινγίεο. Πξάγκα ην νπνίν ζεκαίλεη, φηη ε w-r πνπ πξνθχπηεη απφ θάζε ηππνπνίεζε 

δίλεη πάληα ην ίδην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο. Καηά ζπλέπεηα νη ζρεηηθέο ηηκέο είλαη 

αλεμάξηεηεο απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. 

 

3.2.1 ρεηηθέο ηηκέο γηα δεδνκέλν πξαγκαηηθό ωξνκίζζην 

Παξαθάησ ζεσξνχκε, φηη δεδνκέλν είλαη ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην d, φπνπ d , έλα 

nx1 δηάλπζκα πνπ παξηζηά ην θαιάζη εκπνξεπκάησλ, απφ ην νπνίν απνηειείηαη ην 

πξαγκαηηθφ σξνκίζζην
81

.  

Έζησ φηη: 

0
Y

d
X

  82
 

                                                           
81

 Βι. Γ. ηακάηε, (1998), ζειίδα 96 

82
 Χο γλσζηφλ ην θαζαξφ πξντφλ απνηειείηαη απφ ην ππεξπξντφλ U, φπνπ U, έλα nx1 δηάλπζκα θαη 

ηνπο ζπλνιηθνχο πξαγκαηηθνχο κηζζνχο  ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή απφ ην nx1 δηάλπζκα , d X .  

Δπνκέλσο γηα ην κέγηζην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην ηζρχεη: 
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ηελ πεξίπησζε απηή, νη κηζζνί δελ πξνθαηαβάιινληαη, αιιά πιεξψλνληαη ζην ηέινο 

ηεο πεξηφδνπ: 

(1 ) (1 )

( )(1 )

w pd

p pA r pd r

p p A d r



    

   

 

1[ (1 )] 0, [ ]p I C r C A I d      (124) 

1[ ] 0I d    

Γειαδή, 
max max 1A C  

(125)
 

Ηζρχεη: 

1
[ ] 1
(1 )

rank I C n
r

  
 (126)

 

Καη επνκέλσο:  

1
det[ ] 0

(1 )
I C

r
 


 

max

1

(1 )

C

r


 (127)

 

χκθσλα κε ην γλσζηφ ζεψξεκα ηνπ Frobenius
83

, ππάξρεη κφλν κηα ηδηνηηκή, ε 

κέγηζηε, γηα ηελ νπνία ηζρχεη έλα κφλν απζηεξά ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ 

ηδηνδηάλπζκα. Δπνκέλσο ε ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο C, αληηζηνηρεί έλα ζεηηθφ ή 

εκηζεηηθφ δηάλπζκα ηηκψλ p. Δπνκέλσο ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή 
max

C  θαη ζπλεπψο ζηελ 

                                                                                                                                                                      
Y U d X  , αλ U=0, ηφηε: 

maxY d X 
max

Y
d

X
  

, κε άιια ιφγηα φιν ην θαζαξφ πξντφλ μνδεχεηαη γηα ηελ πιεξσκή ησλ πξαγκαηηθψλ κηζζψλ 

83
 Βι. L. Passineti (1991), ζει. 285 
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κέγηζηε ηηκή γηα ην 
1

(1 )r
 θαη ηελ κηθξφηεξε γηα r, αληηζηνηρεί έλα ζεηηθφ δηάλπζκα 

ηηκψλ p
84

. 

Γειαδή: 

* max

max

1
0, 0

C

c
p r






    

*w pd  

Γηα ηελ ηππνπνίεζε κε θ έρνπκε: 

1
( )[ ( )] 0

1
p I C

r
  


,

1( ) ( )[ ( )]C N d      (128) 

Οκνίσο ηζρχεη: 

1
[ ( )] 1
(1 ( ))

rank I C n
r




  


 

1
det[ ( )] 0

(1 ( ))
I C

r



 

 (129)

 

ηελ πεξίπησζε απηή, έρνπκε n  ιχζεηο γηα ην ην ( )r  θαη ζπλεπψο γηα  n  ιχζεηο γηα 

ην  ( )p  , απφ ηηο νπνίεο, κφλν κηα  είλαη γηα 0
Y

d
X

   ζεηηθή, ή γηα 
Y

d
X

  κε 

αξλεηηθή. Γηα ηελ ηειεπηαία απηή ιχζε ηζρχεη: 

*( ) ( ) 0p p    

( )
* max

( )

max

1
( ) ( )

C

C
r r






 




 

(130)

 

* *( ) ( )w p d  (131) 

                                                           
84

 Βι. Γ. ηακάηε, (1995), ζει 122,  

Βι. επίζεηο H.D. Kurz & N. Salvadory(1995), ζει 98,108 

Βι. Δπίζεο L. Passinetti,(1991) ζειίδα 88 
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Γηα d, 0
Y

d
X

  , ε ιχζε γηα ην r ζπκπίπηεη, φζνλ αθνξά ην πνζνζηφ θέξδνπο θαη 

ηηο ζρεηηθέο ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ θαη γηα d=0, φζνλ αθνξά ην 

πνζνζηφ θέξδνπο θαη ηηο ζρεηηθέο ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ κε ηελ 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθή ιχζε, πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ (ΥΥ, 49) πξηλ ηελ ηππνπνίεζε 

ησλ ηηκψλ. 

Γηα d=0 

( ) ( )
* max max max

( ) ( )

max max max

1 1 1
( ) ( )

C N A

C N A
r r

 

 

  
 

  

  
   

(132)

 

Καη  

* *( ) ( ) 0w p d   (133) 

Γηα 
Y

d
X

  

( )
* max

( )

max

1 1 1
( ) ( ) 0

1

C

C
r r






 



 
     

* 1
* * *

max

( ) [ ( )] ( )[ ]
( ) ( ) ( )

( ) ( )

Y p I N p I A
w w p

X

    
  

   

 
   

(134)

 

Καη γηα d, 0
Y

d
X

   παίξλνπκε: 

( ) ( )
* max max max

( ) ( )

max max max

1 1 1
(0 ) ( ) ( )

C N A

C N A
r

 

 

  


  

  
   

(135)

 

Καη 

*
* * ( ) [ ( )] ( )[ ]

(0 ) ( ) ( )
( ) ( )

Y p I N p I A
w p

X

    
 

   

 
   

(136)

 

 

Σα ίδηα ηζρχνπλ θαη γηα ηελ ηππνπνίεζε κε    
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Δίλαη πιένλ θαλεξφ, φηη νη δχν ηππνπνηήζεηο ησλ ηηκψλ δίλνπλ, γηα θάζε d, 

0
Y

d
X

  , ην ίδην πνζνζηφ θέξδνπο θαη ηηο ίδηεο ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ θαη κε 

παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ. Σν ηειεπηαίν ηζρχεη, ιφγσ ηνπ φηη ε Α θαη ζπλεπψο ε C 

είλαη κε δηαζπψκελεο. 

Δπνκέλσο ηζρχεη: 

( ) ( )N N   (137) 

( ) ( )   (138) 

( ) ( )d d d   (139) 

C(θ)=C(ς)=C(140) 

  (141) 

  (142) 

( ) ( )p p  (143) 

( ) ( )p p  (144) 

Δπεηδή ηφζν ην ( )p   θαη ην ( )p   είλαη αξηζηεξά ηδηνδηαλχζκαηα ηεο C 

max

max

1
( ) ( ) ( )

C

C
r r r


 




  

(145)

 

Δπνκέλσο: 

( ) ( )p p   ,ζ>0(146) 

Σν ζ δελ είλαη ηίπνηε άιιν απφ έλα βαζκσηφ, κε άιια ιφγηα απφ έλαλ ζπληειεζηή 

αλαινγίαο, κεηαμχ ( )p   θαη ( )p  . Απφ ηελ ζρέζε 0,57 πξνθχπηεη: 

( )( ) ( )( )
( ( )) ( ( ))

( ) ( )

p I C p I C
r r

p C p C

   
 

   

 
    

ζ ( ) ( )p C p C        
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ζ ( ) ( ) 0p C p C         

( ) [ ] 0p C    (147) 

Ζ ηειεπηαία απηή ζρέζε ηζρχεη γηα θάζε d. 

Γηα θάζε d, 0
Y

d
X

  , παίξλνπκε: 

( ) ( )w p d  (148) 

( ) ( )w p d  (149) 

Καη ιφγσ ηεο (58) 

( ) ( )w p d   (150) 

( ) ( )w p d  (151) 

Δπνκέλσο: 

( ) ( )w w   (152) 

Δπνκέλσο γηα d, 0
Y

d
X

  , ηζρχεη: 

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p w p w     (153), κε άιια ιφγηα νη ζρεηηθέο ηηκέο παξακέλνπλ νη 

ίδηεο κεηά ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο( ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο). 

Γηα d=0 ηζρχεη: 

1. φηη νη ζρεηηθέο ηηκέο παξακέλνπλ ίδηεο κε ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο: 

( ) ( )p p    

2. Σα νλνκαζηηθά σξνκίζζηα παξακέλνπλ ίδηα γηα φιεο ηηο ηππνπνηήζεηο θαη ίζα 

κε κεδέλ. Με άιια ιφγηα:  

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

w w

p d p d

 

 

  

  (154)
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Δίλαη θαλεξφ ινηπφλ φηη κε κεηαβαιιφκελε ηππνπνίεζε, ζε κε δηαζπψκελα 

ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο, νη ζρεηηθέο ηηκέο παξακέλνπλ νη ίδηεο, αδηάθνξν αλ νη  

κηζζνί πιεξψλνληαη σο νλνκαζηηθνί ή πξαγκαηηθνί κηζζνί ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ
85

. 

 

 

3.2.2 Γηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο
86

  

 

Παξαθάησ εμεηάδεηαη επεξίπησζε, φπνπ ην ππφ εμέηαζε ζχζηεκα είλαη δηαζπψκελν. 

Με άιια ιφγηα, παξάγεη ηφζν βαζηθά, φζν θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα. ην παξφλ 

θείκελν ζα εμεηαζηνχλ δχν πεξηπηψζεηο, κηα κε ηελ Α λα παξάγεη βαζηθά θαη κε 

βαζηθά εκπνξεχκαηα, κε ηελ εηζξνή κφλν βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ θαη κηα   Α λα 

παξάγεη βαζηθά θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, κε ηελ εηζξνή κφλν βαζηθψλ 

εκπνξεπκάησλ (ζηελ παξαγσγή βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ) θαη βαζηθψλ θαη κε 

βαζηθψλ ζηελ παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ87. 

 

1
ε
 πεξίπηωζε 

Έζησ ε κήηξα Α,
11 12

11 12, , 0
0 0

  
     

 
 

Δπηπιένλ ηζρχεη: 

max(0 ) 1A  (1) 

0 (2) 

, 0X Y  (3) 

πνπ Α, ε nxn κήηξα ησλ εηζξνψλ ζε εκπνξεχκαηα αλά κνλάδα παξαγφκελνπ 

πξντφληνο, κε 11A  ηελ kxk κήηξα ησλ εηζξνψλ ζε βαζηθά εκπνξεχκαηα, αλά κνλάδα 

                                                           
85

 βι. Γ. ηακάηε, (1995) , ζει191 

86
 βι. Γ. ηακάηε, , (1995) , ζει 192 

87
 Γηα δηαζπψκελεο ηερληθέο βι. Γ. ηακάηε( 1995), ζει 45 
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παξαγφκελνπ βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο θαη  12A  ηελ (n-k)x(n-k) κήηξα ησλ εηζξνψλ
88

 

ζε βαζηθά εκπνξεχκαηα, αλά κνλάδα παξαγφκελνπ κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο.  

 

3.2.2.1 σεηικέρ ηιμέρ με δεδομένο ποζοζηό κέπδοςρ. 

 

Αξρηθά γίλεηαη ε ππφζεζε, φηη νη κηζζνί θαηαβάιινληαη ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ 

παξαγσγήο. 

Αθνινπζψληαο ηελ δνκή ηνπ άξζξνπ ηνπ Γ. ηακάηε «Ζ εμάξηεζε ησλ ζρεηηθψλ 

ηηκψλ απφ ηελ ηππνπνίεζε ηνπο Μέξνο 2
ν
: Σππνπνίεζε θαη ζρεηηθέο ηηκέο ζε 

δηαζπψκελα ζπζηήκαηα παξαγσγήο», ζα ππνζέζνπκε γηα κηα αθφκα θνξά ηελ 

ηππνπνίεζε κε δχν ηππηθά εκπνξεχκαηα, ην θ θαη ην ς. Σν θ απνηειείηαη κφλν απφ 

βαζηθά εκπνξεχκαηα θαη ην ς απφ κε βαζηθά εκπνξεχκαηα (γηα ιφγνπο 

απινχζηεπζεο κφλν απφ κε βαζηθά εκπνξεχκαηα). Δίλαη απηνλφεην φηη ηα θ θαη ς 

δελ είλαη νχηε ίζα νχηε γξακκηθψο εμαξηεκέλα ( , 0    ).  

Γηα ηηο ηηκέο ηζρχεη 

[ , ]I IIp p p
(4)

 

Καζψο θαη : 

[ , ]I II
(5)

 

Οη ππνδείθηεο I θαη ΗΗ ππνδειψλνπλ ην βαζηθφ θαη ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα 

αληίζηνηρα. Γηα ηηο ηηκέο επνκέλσο ηζρχεη: 

11 12
[ , ] [ , ] (1 ) [ , ]

0 0
I II I II I II

A A
p p p p r w

 
   

  (6)

 

Έηζη έρνπκε ηα αθφινπζα ζπζηήκαηα ηηκψλ παξαγσγήο: 

Αξρηθά γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

                                                           
88

 Φπζηθά k<n 
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11(1 )I I Ip p A r w  
(7)

 

Καη γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

12(1 )II II IIp p A r w  
(8)

 

Καζ’ φκνην ηξφπν κε ην πξνεγνχκελν θεθάιαην ηππνπνηνχκε ηηο ηηκέο παξαγσγήο, σο 

εμήο: 

( ) , 0p        (9)   

( ) , 0p        (10) 

Γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο έρνπκε: 

11

1

11 max

( ) ( ) (1 ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )

I I I

I I

p p A r w

p w I A r r R

    

     

  

    
                             (11) 

Καη γηα max( )R  , δειαδή γηα w(θ)=0, έρνπκε: 

11 max( )[ (1 ( ))] 0, ( ) ( )Ip I A r r R                      (12) 

Γηα ηηο παξαγφκελεο w-r, απφ ηελ  (11), έρνπκε: 

11( )[ (1 ( ))]
( ) I

I

p I A r
w

  




 
   (13) 

1

11

( ) ( )
( )

[ (1 ( ))]

I

I

p
w

I A r

  


 




 
  (14)                                                                                   

Αληίζηνηρα ην κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη ίζν κε: 

11
max

( )[ (1 ( ))]
( ) I

I

p I A r
w

  




 


(15)

 

   

max 1

11

( ) ( )
( )

[ (1 ( ))]

I

I

p
w

I A r

  


 




 
(16)
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Δλψ γηα w(θ)=0, δειαδή γηα max( ) ( )r R   έρνπκε: 

11
max

11

( )[ ]
( )

p A
R

p A

 







 


(17)

 

Σν ππνζχζηεκα πνπ εμεηάδνπκε είλαη έλα βαζηθφ ππνζχζηεκα, θαη σο εθ ηνχηνπ 

είλαη κε δηαζπψκελν. Δπνκέλσο ηζρχεη γηα απηφ, φηη είδακε πξνεγνπκέλσο ζηελ 

πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο. Με άιια ιφγηα: 

( ) ( )p p  
(18)

 γηα max( ),0 ( ) ( )r r R     

Καη: 

11

11

max
max

max

1
( )

A

A
R









(19)

 

Βιέπνπκε ινηπφλ, φηη πξνζδηνξίδνληαη κνλνζήκαληα νη απφιπηεο ηηκέο ησλ-

παξαγφκελσλ απφ ην ηππηθφ ππνζχζηεκα, πνπ παξάγεη ην  ζαλ θαζαξφ 

(αθαζάξηζην) πξντφλ- εκπνξεπκάησλ, γηα δεδνκέλν 
11

11

max

max

1
( ),0 ( )

A

A
r r


 




  . Δπίζεο 

πξνζδηνξίδεηαη κνλνζήκαληα ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην ην νπνίν γηα max( )R   είλαη 

ίζν κε κεδέλ. 

Έρνληαο ινηπφλ πξνζδηνξίζεη κνλνζήκαληα, ηα r,w, θαη ( )Ip  , κπνξνχλ λα 

πξνζδηνξηζηνχλ θαη νη ηηκέο ησλ, παξαγφκελσλ απφ ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα, 

εκπνξεπκάησλ. Με άιια ιφγηα είλαη δπλαηφλ λα πξνζδηνξηζηεί, ην ( )IIp  , ην νπνίν 

είλαη γηα 
11

11

max

max

1
( ),0 ( )

A

A
r r


 




  , ζεηηθφ ( ( ) 0IIp   ). 

Με άιια ιφγηα: 

( ) [ ( ), ( )] 0I IIp p p   
(20)

 

Βιέπνπκε ινηπφλ, φηη ην ηππηθφ ππνζχζηεκα, πνπ εμεηάδνπκε, ζπκπίπηεη, εμαηξέζεη 

ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηνηήησλ ησλ επηκέξνπο ηνκέσλ, κε ην δεδνκέλν ζχζηεκα 

παξαγσγήο. 
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Δπνκέλσο γηα ην IIp ηζρχεη: 

22 12[ ](1 )II II Ip p A p A r w   
(21)

 

Γηα w=0 θαη ζπλεπψο max( ) ( )IR R r    ηζρχεη: 

22(1 )II II Ip p A R 
(22)

 

κνηα απνηειέζκαηα πξνθχπηνπλ γηα ηελ ηππνπνίεζε κε: 

( ) , 0p      

( )p    (23) 

( ) , 0IIp     
(24)

 

Σν αληίζηνηρν ηππηθφ ππνζχζηεκα πάξαγεη φια ηα βαζηθά θαη κε βαζηθά 

εκπνξεχκαηα , ηνπ δεδνκέλνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο. 

Γηα ηππνπνίεζε κε ( )p   

11

1

11 max

( ) ( ) (1 ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )

I I I

I I

p p A r w

p w I A r r R

    

     

  

    
(25)

 

Καη γηα max( )R  , δειαδή γηα w(ς)=0, έρνπκε: 

11 max( )[ (1 ( ))] 0, ( ) ( )Ip I A r r R           (26) 

Γηα ( )IIp   

22 12( ) [ ( ) ](1 )II II Ip p A p A r w      max0 ( ) ( )r R  
(27)

 

Καη γηα max( ) ( )R r   

22 max(1 ( ) )II IIp p A R 
(28)

 

Πξνθχπηεη ε w-r: 
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1

11 12

( )
( )

{ [ (1 ( ) ] (1 ( )) }

p
w

r A r A

 


  




 


    

(29)

 

12( ) ( )
( )

p p A
w

   



 






(30)

  

12

1

11

( ) ( )
( )

{ [ ] }

p p A
w

A

   



 



 




  
(31)

 

Δίλαη θαλεξφ φηη: 

( ) [ ( ), ( )] 0I IIp p p   
(32)

 

Έγηλε θαλεξφ, φηη ηα δχν ηππηθά ππνζπζηήκαηα θ θαη ς παξνπζηάδνπλ ηηο ίδηεο 

ηδηφηεηεο. Μπνξνχκε , αθνινπζψληαο πάληα ηελ ινγηθή ηνπ ελ ιφγσ θεηκέλνπ
89

, λα 

βξνχκε ηνλ ζπληειεζηή αλαινγίαο κεηαμχ ησλ ηηκψλ ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο γηα 

θάζε κηα απφ ηηο ηππνπνηήζεηο κε θ ή ς. 

( )
( ) ( ) ( )

( )
I I I

w
p p p

w


   


 

(33)

 

1

11 12

1

11

{ [ (1 )] (1 ) }

[ (1 )]

I II

I

I A r r A

I A r

 


 





   


 
(34)

 

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))I Ip w p w    
(35)

, max0 r R   

Δπηπιένλ ηζρχεη: 

12( ) [ ( ) (1 ) ( ) ]II Ip p A r w      
(36)

 

12( ) ( ) (1 ) ( )II Ip p A r w     
(37)

 

( ) ( )p p   
(38)

 

                                                           
89

 Βι. Γ.ηακάηεο (1995) ζει. 175 
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Δπνκέλσο γηα θάζε r, max0 r R  , νη ζρεηηθέο ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ θαη κε 

παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ ηνπ δεδνκέλνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο, δελ 

κεηαβάιινληαη κε ηελ ηππνπνίεζε. 

Έζησ ηψξα φηη  

max( ) ( )r r R r     

( ) ( )I Ip p   ,δ>0(39) 

Σφηε: 

( ) ( )I Ip p 
(40)

 

( ) ( )I Ip p 
(41)

 θαη ( ) ( )p p  
(42)

 

max 12( ) ( )(1 ( ) )II Ip p R A    
(43)

 

( ) ( )II IIp p  
(44)

 

Δπνκέλσο: 

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))I II I IIp p p p    
(45)

 

max

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

p p p
R

p p

      


   

   
 

  (46)

 

Γηα ηππνπνίεζε κε p(ς)=ς 

max

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

p p p
R

p p

      


   

   
 

  (47)

 

( ) ( )p p        (48) 

( ) ( )p p         (49) 

( )p  [δγθ-βς]=0(50) 

( ) ( )p p          
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( )p  [δγθ-βς]=0(51) 

Δπνκέλσο γηα maxr R  δελ κεηαβάιινληαη νη ηηκέο ησλ βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ κε 

ηελ ηππνπνίεζε. 

πλνςίδνληαο, ζην παξαπάλσ δηαζπψκελν ζχζηεκα παξαγσγήο, ηζρχεη φηη θαη ζηα 

κε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα παξαγσγήο. Οη ζρεηηθέο ηηκέο δελ κεηαβάιινληαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε
90

. 

 

 

3.2.3 Οη ζρεηηθέο ηηκέο γηα δεδνκέλν πξαγκαηηθό ωξνκίζζην θαη 

κεηαβαιιόκελε ηππνπνίεζε 

 

Αλ ζην παξαπάλσ δηαζπψκελν ζχζηεκα, είλαη δεδνκέλν ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην,d: 

 ηφηε: 0
Y

d
X

  , ηφηε εμάγνληαη νη εμήο πεξηπηψζεηο: 

3.2.3.1 Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο αποηελείηαι μόνο από βαζικά 

εμποπεύμαηα 

Έζησ φηη:  

( ,0)T

Id d  θαη 

0 0

I I I IId d
d

 
  
 

 

Γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο ησλ βαζηθψλ θαη κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ ηνπ δεδνκέλνπ 

ζπζηήκαηνο παξαγσγήο ηζρχεη: 

Αξρηθά γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

11(1 )I I I I Ip p A r p d  
(52)

 

                                                           
90

 βι. Γ. ηακάηε, (1995) ζει. 178 
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1 1

11[(1 ) ] 0, ( )I I I I Ip r I C C A I d     
(53)

 

Καη γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

12(1 )II II I I IIp p A r p d  
(54)

 

Δίλαη θαλεξφ φηη: 

11

max max 1IA C  
(55)

 

Δλψ γηα d=0 

max 1IC 
(56)

 

Γηα max

Y
d

x
 : 

Γηα I

Y
d

x
 , ηφηε ην δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο παξάγεη κφλν βαζηθά 

εκπνξεχκαηα θαη θαλέλα κε βαζηθφ. Σν δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο, είλαη 

επνκέλσο κε δηαζπψκελν θαη θαηά ζπλέπεηα ηζρχεη, φ, ηη ειέγρζεθε (φζνλ αθνξά ηηο 

ζρεηηθέο ηηκέο) ζηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο
91

. 

Γηα d=0 

11 11

1212

(1 ) [ (1 )] 0

(1 )(1 )

I I I

II III I

p p A r p I A r

p p A rp p A r

    


  
(57)

, φπνπ r= Rmax 

Γηα d, 0
Y

d
X

  , νη ηηκέο παξαγσγήο γηα ηα βαζηθά θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, 

πξνζδηνξίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (52), (53). Βάζεη απηψλ ησλ ζρέζεσλ ηζρχεη: 

* *max
max

max

1
: 1 : ( ) 0, 1,2,3...,

I

I

I

C
C

I i C
d r r p r i k







       . Με άιια ιφγηα απφ ηηο 

ζρέζεηο (52), (53) πξνθχπηνπλ k ιχζεηο γηα ην r θαη ζπλεπψο k ιχζεηο γηα ην p(r), εθ 

ησλ νπνίσλ κφλν κηα είλαη νηθνλνκηθά ζεκαληηθή, απηή πνπ αληηζηνηρεί ζηελ κέγηζηε 

ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α. 

                                                           
91
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Μπνξεί λα απνδεηθηεί, φηη φπνηα θαη αλ είλαη ε ηππνπνίεζε, νη ζρεηηθέο ηηκέο κέλνπλ 

ακεηάβιεηεο
92

. 

( ) ( ) ( ) ( )I I I Id p d p w w      
(58)

 

Με άιια ιφγηα: 

( ( ), ( )) ( ( ), ( )), 0p w p w     (59) 

Καζψο θαη: 

( ) [ ] 0p       (60) 

 

 

 

3.2.3.2 Όλα ηα μη βαζικά εμποπεύμαηα είναι μιζθιακά 

 

ια ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα είλαη κηζζηαθά, ην d δειαδή πεξηέρεη φια ηα κε 

βαζηθά εκπνξεχκαηα, ή κφλνλ απηά. ηελ πεξίπησζε απηή, φια ηα πξντφληα είλαη 

αλαπαξαγσγηθά θαη γηα 0d   ην δεδνκέλν ζχζηεκα είλαη κε δηαζπψκελν, γηαηί θαη ε 

C είλαη κε δηαζπψκελε. πσο απνδείρηεθε παξαπάλσ ζηελ πεξίπησζε ησλ κε 

δηαζπψκελσλ κεηξψλ, νη ζρεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο δελ κεηαβάιινληαη κε 

κεηαβαιιφκελε ηππνπνίεζε. 

 

3.2.3.3 Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο αποηελείηαι από όλα ηα εμποπεύμαηα πος 

παπάγει ηο δεδομένο ζύζηημα παπαγωγήρ 

 

ηελ πεξίπησζε απηή, φια ηα εκπνξεχκαηα είλαη κηζζηαθά, θαη θαηά ζπλέπεηα 

αλαπαξαγσγηθά
93

. Γηα 0d  ην ζχζηεκα είλαη κε δηαζπψκελν, γηαηί θαη ε C είλαη κε 

δηαζπψκελε θαη επνκέλσο ηζρχεη φηη ειέρζεθε ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε. 
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3.2.3.4  Σο ππαγμαηικό ωπομίζθιο αποηελείηαι i) από ένα ή όλα ηα βαζικά 

εμποπεύμαηα και από ένα ή μεπικά (αλλά όσι όλα) ηα μη βαζικά 

εμποπεύμαηα πος παπάγει ηο δεδομένο ζύζηημα παπαγωγήρ ή ii) 

από ένα ή πεπιζζόηεπα (αλλά όσι όλα) ηα μη βαζικά εμποπεύμαηα. 

 

Σφηε είλαη: 

11
1111 12 11

11 12120 0 0 , ,[ , ] ,
0 0 0 0 00 0

0 0 0

A B D
A A A B DA D

A A B D A A

 
       

            
       

 

 

Ζ κήηξα Β απνηειεί ηηο ελδηάκεζεο εηζξνέο ησλ δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο, πνπ 

παξάγνπλ κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, πνπ πεξηέρνπλ πεξηέρνληαη ζην πξαγκαηηθφ 

σξνκίζζην. 

Ζ κήηξα D απνηειεί ηηο ελδηάκεζεο εηζξνέο ησλ δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο, πνπ 

παξάγνπλ κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, πνπ δελ πεξηέρνληαη ζην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην. 

Οη ππνδείθηεο α, κ ππνδειψλνπλ αλαπαξαγσγηθφ θαη κε αλαπαξαγσγηθφ 

ππνζχζηεκα αληίζηνηρα. Δπνκέλσο γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο ηζρχεη 

 

1
11

1212

[ (1 ) ] 0(1 )

[ (1 ) ](1 )

aa a a a a

aa a

p I r Cp p A r p d

p p A r dp p A r p d



    

    


    
(61)

, 1
11( )a a aC A I d    

Καη 11 11

max max max 1aCAA      

ηαλ ην d=0 θαη ζπλεπψο ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη κέγηζην, ηφηε 

11 11aC A A  , 11 11

max max max
aCAA    . ηελ πεξίπησζε απηή ην ζχζηεκα δηαζπάηαη ζε 

βαζηθφ θαη κε βαζηθφ ππνζχζηεκα θαη ηζρχεη φηη θαη ζηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο. 

Γειαδή νη ζρεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο, είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ κεηαβνιή ηεο 

ηππνπνίεζεο. 
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ηαλ ηψξα είλαη: I

Y
d

x
  θαη ζπλεπψο 

D=0,
11

11

0 0

A B
A A

 
   

 
 θαη 

max 1aC  , ζηελ πεξίπησζε 2, φηαλ ην πξαγκαηηθφ 

σξνκίζζην είλαη κέγηζην θαη ηέινο γηα d, 0
Y

d
X

  , ίζρχεη φηη θαη ζηελ πεξίπησζε 

1 γηα d, 0
Y

d
X

   

 

3.2.3.4.1 Οη ζρεηηθέο ηηκέο ζε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα κε κε βαζηθά 

εκπνξεχκαηα πνπ εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή κε βαζηθψλ 

εκπνξεπκάησλ. 

 

 

Σν ζχζηεκα παξαγσγήο πνπ πεξηγξάθνπκε, πιελ ησλ βαζηθψλ θαη κε βαζηθψλ 

εκπνξεπκάησλ, παξάγεη θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα πνπ εηζέξρνληαη άκκεζε ε 

έκκεζα ζηελ παξαγσγή φισλ ησλ κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ. Με άιια ιφγηα ε Α 

είλαη ηεο κνξθήο
94

: 

11 12

220

A A
A

A

 
  
 

 

Σφζν ε 11A φζν θαη ε 22A 95
είλαη κε δηαζπψκελεο.  

Σα κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, κπνξνχλ λα εηζέξρνληαη ζε ηέηνηεο αλαινγίεο ζηελ 

παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ ψζηε: 

11 22

max max

A A   θαη ζπλεπψο II IR R
(62)

 είηε: 
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 Βι.Γ.ηακάηεο (1995) ζει207 

95
 Οη δηαζηάζεηο ηεο 22 είλαη (n-k)x(n-K) 
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11 22

max max

A A   θαη ζπλεπψο II IR R
(63)

, φπνπ 
,I IIR ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ 

βαζηθνχ θαη ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο αληίζηνηρα θαη γηα ηα νπνία ηζρχεη: 

11

11

max

max

1
A

I A
R








(64)

 θαη 

22

22

max

max

1
A

II A
R








(65)

,  

 

3.2.3.4.2 νη ζρεηηθέο ηηκέο γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο θαη 

κεηαβαιιφκελε ηππνπνίεζε 

 

Δάλ νη κηζζνί πιεξψλνληαη ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ, ηφηε ηζρχεη: 

(1 )p pA r w   (66) 

11 12
[ , ] [ , ] (1 ) [ , ]

0 0
I II I II I II

A A
p p p p r w

 
   

  (67)

 

Έηζη έρνπκε ηα αθφινπζα ζπζηήκαηα ηηκψλ παξαγσγήο
96

: 

Αξρηθά γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

11 max(1 ) ,0I I Ip p A r w r R    
(68)

 

Καη γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

12 12 max[ ](1 ) ,0II I II IIp p A p A r w r R     
(69)

 

Απφ ηηο ζρέζεηο (70) θαη (71) παίξλνπκε αληίζηνηρα: 

11 max[ (1 )] 0,Ip I A r r R   
(70)
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 Βι.Γ.ηακάηεο (1995) ζει.208 

 



94 
 

1

11 max[ (1 )] ,0Ip w I A r r R     (1,72 α) 

θαη 

11 max[ (1 )] 0,Ip I A r r R   
(71)

 

1

11 max[ (1 )] ,0Ip w I A r r R     (1,72 α) 

 

Πεξίπησζε 1
ε
 : II IR R  

Σππνπνηνχκε κε ( ) ( )p p p    

1

11 max( ) ( ) [ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )Ip w I A r r R        
(72)

 

11 max( )[ (1 ( ))] 0, ( ) ( )Ip I A r r R      
(73)

 

Έζησ φηη ηζρχεη: 

11

11

max
max

max

1
( )

A

IA
R R







   (74) 

, ηφηε ηζρχεη ( ) 0Ip    γηα ην νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ δηάζηεκα ηηκψλ ηνπ r(θ). 

Γηα ην pII ηζρχεη: 

1

12 12 max( ) [ ( ) (1 ( )) ( ) ][ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )II I IIp p A r w I A r r R            
(75)

 

Καζψο θαη: 

12 12 max( )[ (1 ( ))] ( ) (1 ( )), ( ) ( )II Ip I A r p A r r R         
(76)

 

Έζησ φηη ηζρχεη ε (76) απφ ηηο (64),(77),(78) ηζρχεη: 

max( ) ( ( ), ( )) 0,0 ( ) ( )I IIp p p r R        , (77) 

Έζησ πάιη φηη ηζρχεη ε (64) αλ νη ηηκέο παξαγσγήο ηππνπνηεζνχλ κε ηελ (10) ίζρχεη: 

1

11 max( ) ( ) [ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )Ip w I A r r R        
(78)
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11 max( )[ (1 ( ))] 0, ( ) ( )Ip I A r r R      
(79)

 

, ηφηε γηα ην νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ δηάζηεκα ηηκψλ ηνπ r(θ) ηζρχεη ( ) 0Ip   . 

Γηα ην pII ηζρχεη: 

1

12 12 max( ) [ ( ) (1 ( )) ( ) ][ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )II I IIp p A r w I A r r R            
(80)

 

Καζψο θαη: 

12 12 max( )[ (1 ( ))] ( ) (1 ( )), ( ) ( )II Ip I A r p A r r R         
(81)

 

Έζησ φηη ηζρχεη ε (76) απφ ηηο ζρέζεηο (64),(1,80),(81), (82), (83) ηζρχεη: 

max( ) ( ( ), ( )) 0,0 ( ) ( )I IIp p p r R        , (82) 

Δίλαη θαλεξφ, φηη ζηελ πεξίπησζε φπνπ ηζρχεη ε (64) νη ζρεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο, 

παξακέλνπλ ακεηάβιεηεο θαη γηα ηηο δχν πνην πάλσ ηππνπνηήζεηο, εληφο ηνπ 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ δηάζηεκα ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο
97

. 

Ζ ζχγθξηζε ησλ (75) θαη (80) δίλεη γηα δεδνκέλν max( ),0 ( ) ( )r r R     

( )
( ) ( ) ( )

( )

w
p p p

w


   


   

(83)

 

Γηα ην w(θ) πξνθχπηεη απφ ηελ (74): 

1

11

( ) ( )
( )

[ ( )]

p
w

A r

  












   
(84)

 

Καη γηα ην w(ς), απφ ηηο (74) θαη (82) 

1 1

11 12 22

( ) ( )
( )

{ [ (1 )] (1 ) }[ (1 )]

II

I II

p
w

I A r r A I A r

  


 




     
(85)

 

Δλψ απφ ηηο (86) θαη (87) πξνθχπηεη: 
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1 1

11 12 22

1

11

{ [ (1 )] (1 ) }[ (1 )]( )

( ) { [ (1 ) ] }

I III A r r A I A rw

w r A

 


  

 





     
 

  
(86)

 

Απφ ηηο (77) θαη ( 82) πξνθχπηεη: 

( )
( ) ( ) ( )

( )
II II II

w
p p p

w


   


 

(87)

 

Δπνκέλσο 

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p w p w     (88) 

πλεπψο εληφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ δηαζηήκαηνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, νη 

ζρεηηθέο ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ, είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ 

ηππνπνίεζε. 

ηαλ ηψξα ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη θαη γηα ηηο δπν ηππνπνηήζεηο κέγηζην, ηα 

δηαλχζκαηα p(θ) θαη p(ς) είλαη αξηζηεξά ηδηνδηαλχζκαηα ηεο κήηξαο 11A , ε νπνία 

είλαη ζεηηθή θαη σο εθ ηνχηνπ ηα αξηζηεξά ηεο ηδηνδηαλχζκαηα είλαη ζεηηθά. Σα 

δηαλχζκαηα p(θ) θαη p(ς) είλαη κεηαμχ ηνπο γξακκηθά εμαξηεκέλα: 

( ) ( ), 0I Ip p    
(89)

 

1

12 22( ) ( )(1 ) [ (1 ) ]II Ip p r A I r A      
(90)

 

( ) ( ), 0II IIp p    
(91)

 

πλεπψο  

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ) ( )I II I IIp p p p p p         
(92)

 

Με άιια ιφγηα νη ζρεηηθέο ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ είλαη αλεμάξηεηεο 

απφ ηελ ηππνπνίεζε
98

. 

Αο πξνζδηνξίζνπκε ην δ. 
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 Ζ αλεμαξηεζία ησλ ζρεηηθψλ ηηκψλ ζηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο 

παξαγσγήο, απν ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία φπσο ζα δνχκε θαη ζηελ ζπλέρεηα 

ηεο παξνχζαο δηαηξηβήο, γηα ηελ επηινγή ηεο πιένλ θεξδνθφξαο ηερληθήο 
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max

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

p p p
R

p p

      


   

   
 

  (93)

 

Καη 

max

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

p p p
R

p p

      


   

   
 

  (94)

 

Γηα max max( ) ( )r R R  
(95)

 έρνπκε: 

( ) ( )p p          

( ) ( ) 0p      (96) 

Ή ηελ ( ) ( )p p         

( ) ( ) 0p     (97) 

Μπνξνχκε λα πνχκε, φηη ζε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα παξαγσγήο, φηαλ ηζρχεη ε 

II IR R , νη ζρεηηθέο ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ, δελ κεηαβάιινληαη κε 

ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο. 

 

Πεξίπησζε 2. 

Σππνπνηνχκε ηηο ηηκέο κε ηηο (9) θαη (10) θαη πξνθχπηνπλ νη αθφινπζεο, φκνηεο κε 

παξαπάλσ, ζρέζεηο γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο: 

Γηα ηππνπνίεζε κε (9) 

1

11 max( ) ( ) [ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )Ip w I A r r R        
(98)

 

11 max( )[ (1 ( ))] 0, ( ) ( )Ip I A r r R      
(99)

 

1

12 12 max( ) [ ( ) (1 ( )) ( ) ][ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )II I IIp p A r w I A r r R            
(100)

 

12 12 max( )[ (1 ( ))] ( ) (1 ( )), ( ) ( )II Ip I A r p A r r R         
(101)
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Γηα ηππνπνίεζε κε (10) 

1

11 max( ) ( ) [ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )Ip w I A r r R        
(102)

 

11 max( )[ (1 ( ))] 0, ( ) ( )Ip I A r r R      
(103)

 

Καζψο θαη 

1

12 12 max( ) [ ( ) (1 ( )) ( ) ][ (1 ( ))] ,0 ( ) ( )II I IIp p A r w I A r r R            
(104)

 

12 12 max( )[ (1 ( ))] ( ) (1 ( )), ( ) ( )II Ip I A r p A r r R         
(105)

 

Έζησ φηη θαηά ηελ ηππνπνίεζε κε (9) ππνζέζνπκε φηη ηζρχεη: 

22

22

max

max

1
( ) ( )

A

IIA
r R







  ηφηε 

( ),0 ( ) ( ) [ ( ), ( )] 0II I I IIr r R R p p p            

( ),0 ( ) ( ) ( ) [ ( ), ( )] 0II I I IIr r R R p p p           99
 

( ), ( ) ( ) [ ( ), ( )] 0II I I IIr R r R p p p           

Δπνκέλσο γηα r(θ) πνπ ηείλεη απμαλφκελν(κεηνχκελν) ζην IIR , νη ηηκέο κε ηελ ζεηξά 

ηνπο ηείλνπλ ζην ( )   αληίζηνηρα. 

Αλ ηψξα γίλεη ε ππφζεζε φηη ηζρχεη: 

22

22

max

max

1
( ) ( )

A

IIA
r R







  ηφηε 

Καη γίλεη ε ππφζεζε κε ηελ (10) 

( ),0 ( ) ( ) [ ( ), ( )] 0II I I IIr r R R p p p            

( ),0 ( ) ( ) ( ) 0, ( ) 0II I I IIr r R R p p           
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Οη ηηκέο δελ είλαη πξνζδηνξηζκέλεο 
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( ), ( ) ( ) 0, ( ) 0II I I IIr R r R p p          

ηελ ζπλέρεηα εμεηάδεηαη αλ θαη ηα πφζνλ νη ζρεηηθέο ηηκέο κεηαβάιινληαη κε 

κεηαβαιιφκελε ηππνπνίεζε. 

 Γηα r(=r(θ)=r(ς)), 0 IIr R  , ηζρχεη φηη θαη ζηελ πξψηε πεξίπησζε, νη 

ζρεηηθέο ηηκέο είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ ηππνπνίεζε. 

 Γηα r(=r(θ)=r(ς)), IIR  

Αξρηθά γίλεηαη ε ηππνπνίεζε κε (9) 

w( ) 0   

( ) 0Ip    

( ) 0IIp   , κε άιια ιφγηα δελ είλαη πξνζδηνξηζκέλεο νη ηηκέο γηα ην κε βαζηθφ 

ππνζχζηεκα. 

Γηα ηππνπνίεζε κε (10) 

w( ) 0   

( ) 0Ip    

( ) 0IIp    

Δίλαη θαλεξφ, φηη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε νη ζρεηηθέο ηηκέο κεηαβάιινληαη κε 

ηελ ηππνπνίεζε, αθνχ δελ ππάξρεη αληηζηνηρία κεηαμχ ( ), ( )I IIp p   θαη 

( ), ( )I IIp p   γηα r(=r(θ)=r(ς)), IIR 100
 

 Γηα r, II IR r R   

Γηα ηππνπνίεζε κε ηελ (1) 

w( ) 0   

( ) 0Ip    
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( ) 0IIp    

Γηα ηππνπνίεζε κε ηελ (2) 

w( ) 0   

( ) 0Ip    

( ) 0IIp    

ηελ πεξίπησζε απηή έρνπκε αξλεηηθή αλαινγία κεηαμχ ησλ απνιχησλ ηηκψλ 

ησλ παξαγφκελσλ θαη κε εκπνξεπκάησλ απφ ηα δχν ηππηθά ππνζπζηήκαηα: 

[ ( ), ( )] [ ( ), ( )]p w p w       

 Γηα r=RI 

Γηα ηππνπνίεζε κε ηελ (1) 

w( ) 0   

( ) 0Ip    

( ) 0IIp    

Γηα ηππνπνίεζε κε ηελ (2) 

w( ) 0   

( ) 0Ip    

( ) 0IIp    

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ππάξρεη αξλεηηθή αλαινγία κεηαμχ ησλ απνιχησλ 

ηηκψλ ησλ παξαγφκελσλ θαη κε εκπνξεπκάησλ απφ ηα δχν ηππηθά 

ππνζπζηήκαηα
101

. 
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3.3 Οη ζρεηηθέο ηηκέο ζε δηαζπώκελα ζπζηήκαηα γηα δεδνκέλν 

πξαγκαηηθό ωξνκίζζην θαη κεηαβαιιόκελε ηππνπνίεζε. 

 

Έζησ φηη 

11 12

22

[ , ] [ , ] (1 ) [ , ]
0

I I I II

I II I II I II

I II II II

A A d d
p p p p r p p

A d d

   
     

    (106)

 

ηελ πεξίπησζε απηή γηα κηα αθφκα θνξά εμάγνληαη νη εμήο πεξηπηψζεηο: 

Α)ην d απνηειείηαη θαη απφ κε βαζηθά εκπνξεχκαηα. Σφηε, επεηδή 11A  θαη 22A είλαη 

κε δηαζπψκελεο
102

. ηελ πεξίπησζε απηή, ηζρχεη φηη ειέγρζεθε παξαπάλσ γηα ηα κε 

δηαζπψκελα ζπζηήκαηα κε δεδνκέλν d θαη κεηαβαιιφκελε ηππνπνίεζε. Με άιια 

ιφγηα θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε νη ζρεηηθέο ηηκέο δελ κεηαβάιινληαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε
103

. 

Γηα d=0 θαη ζπλεπψο C=A, ε Α θαη θαηά ζπλέπεηα ε C είλαη κε δηαζπψκελεο. Σφηε 

έρνπκε: 

11[ (1 )] 0Ip I A r  
(107)

 

Καη  

1

12 22[ (1 )][ (1 ) ]II Ip p A r I r A    
(108)

 

Βιέπνπκε φηη ε πεξίπησζε απηή είλαη ε ίδηα κε ηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ 

ζπζηεκάησλ, φηαλ ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη κέγηζην, φηαλ δειαδή νη ζρεηηθέο ηηκέο 

δελ κεηαβάιινληαη κε ηελ ηππνπνίεζε. 

Β) Γηα d=0, C=A θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε νη ζρεηηθέο ηηκέο δελ κεηαβάιινληαη κε 

κεηαβαιιφκελε ηππνπνίεζε. 
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Γ) Γηα max

Y
d

x
  δελ παξάγνληαη θαζφινπ κε κηζζηαθά εκπνξεχκαηα. Καη ζε απηήλ 

ηελ πεξίπησζε ε C είλαη κε δηαζπψκελε θαη σο εθ ηνχηνπ νη ζρεηηθέο ηηκέο είλαη 

αλεμάξηεηεο απφ ηελ ηππνπνίεζε. 

Γ)Γηα ,0
Y

d d
x

   ε C είλαη κε δηαζπψκελε. Δπνκέλσο γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο 

ηζρχεη γηα 0IId   

1

11[ (1 ) ] 0Ip I r C  
(109)

 

1

11 11[ ]I IC A I d    

Καη  

1

12 22[ (1 )[ (1 ) ]II I I IIp p d A r I r A     
(110)

 

Απφ ηηο (111) θαη (112), φηη φηαλ: 

11 22

max max

C A  θαη ζπλεπψο IIr R , νη ζρεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο ( , )I IIp p p είλαη γηα 

11

11

max

max

1
C

C
r






 , αλεμάξηεηεο απφ ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο. 

Αληίζεηα φηαλ 11 22

max max

C A  θαη ζπλεπψο IIr R ,νη ζρεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο 

κεηαβάιινληαη κε ηελ ηππνπνίεζε
104

. 

Δ) Γηα ( ),0
IIr Rd d d   , νη ζρεηηθέο ηηκέο είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ ηππνπνίεζε. 

Ηζρχεη κε άιια ιφγηα φηη θαη ζηα κε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα παξαγσγήο 

Σ) ) Γηα 
( ),0

IIr Rd d d   , 

Γηα ηππνπνίεζε κε ηελ (1) 

( ) 0Ip    

( )IIp   κε πξνζδηνξηζκέλν 
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w( ) ( )Ip d   

( ) IIr R   

Γηα ηππνπνίεζε κε ηελ (2) 

( ) 0Ip    

( )( ( )) 0II IIp p    κε πξνζδηνξηζκέλν 

w( ) ( ) 0Ip d    

( ) IIr R   

Καη ζηελ πεξίπησζε απηή νη ζρεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο, δελ είλαη αλεμάξηεηεο 

απφ ηελ ηππνπνίεζε
105

. 

Ε) ) Γηα 
( ) ( ),

II Ir R r Rd d d d   , 

Γηα ηππνπνίεζε κε ηελ (1) 

w( ) 0   

( ) 0Ip    

( ) 0IIp    

( )II IR r R   

Γηα ηππνπνίεζε κε ηελ (2) 

w( ) 0   

( ) 0Ip    

( ) 0IIp    

( ) IIr R   
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Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε νη ζρεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο κεηαβάιινληαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε. 

Ζ)Σέινο γηα ,
Ir Rd d d  , δειαδή γηα max

Y
d

x
 , φια ηα παξαγφκελα 

εκπνξεχκαηα είλαη αλαπαξαγσγηθά θαη θαηά ζπλέπεηα ην ζχζηεκα είλαη κε 

δηαζπψκελν. πλεπψο νη ζρεηηθέο ηηκέο παξαγσγήο, είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ 

ηππνπνίεζε. 

 

. 

3.4 ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

 

ην παξαπάλσ θείκελν, εμεηάζηεθε ην αλ θαη θαηά πφζνλ νη ζρεηηθέο ηηκέο 

κεηαβάιινληαη κε κεηαβαιιφκελε ηππνπνίεζε, ζε ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο 

ην πξψην θνκκάηη ζηα έγηλε ε παξαδνρή γηα ηελ χπαξμε ελφο κε δηαζπψκελνπ 

ζπζηήκαηνο παξαγσγήο. ηελ ζπλέρεηα έγηλε ε ππφζεζε ηεο χπαξμεο δχν ηππηθψλ 

ππνζπζηεκάησλ ζε απηφ.  Έγηλε θαλεξφ, φηη κε δχν ηπραίεο ηππνπνηήζεηο, ζηα κε 

δηαζπψκελα ζπζηήκαηα, νη ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ παξακέλνπλ 

ακεηάβιεηεο, είηε ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην είλαη δεδνκέλν είηε φρη. Σα δηαλχζκαηα 

ηηκψλ πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο δχν ηππνπνηήζεηο ήηαλ ζε θάζε πεξίπησζε κεηαμχ ηνπο 

νκφζεκα (ζεηηθά) θαη γξακκηθψο εμαξηεκέλα.  Καη ηα δχν ηππηθά ππνζπζηήκαηα 

ζπλεπίπηαλε εμαηξέζεη ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο κε ην δεδνκέλν ζχζηεκα 

παξαγσγήο. 

Καηά ζπλέπεηα ε κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο ζε κε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο 

παξαγσγήο, είλαη ηαπηφζεκε κε κηα απιή κεηαβνιή ζηα επίπεδα δξαζηεξηφηεηαο ηνπ 

δεδνκέλν ζπζηήκαηνο παξαγσγήο. 

Ζ θαηάζηαζε ζηα δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο είλαη δηαθνξεηηθή. ηα 

δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο, δελ ππάξρεη θαλέλαο ιφγνο ηα κέγηζηα 

πνζνζηά θέξδνπο ησλ δχν ππνζπζηεκάησλ (βαζηθνχ θαη κε βαζηθνχ) λα είλαη ίζα.   
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Αξρηθά εμεηάζηεθε ε πεξίπησζε, φπνπ κφλν βαζηθά εκπνξεχκαηα εηζέξρνληαη ζηελ 

παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ. ηελ πεξίπησζε απηή, ηζρχεη, φηη θαη ζηα κε 

δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο. Οη ζρεηηθέο ηηκέο ησλ εκπνξεπκάησλ, δελ 

κεηαβάιινληαη κε ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο. 

ηελ ζπλέρεηα εμεηάζηεθε ε πεξίπησζε, φπνπ θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα 

εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ. Αξρηθά γίλεηαη ε ππφζεζε, 

φηη ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο είλαη κεγαιχηεξν 

απφ απηφ ηνπ βαζηθνχ. ηελ πεξίπησζε απηή, εληφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ 

δηαζηήκαηνο ηηκψλ νη ζρεηηθέο ηηκέο είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ ηππνπνίεζε. 

Αληίζεηα ζηελ πεξίπησζε, φπνπ ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ βαζηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο είλαη κεγαιχηεξν απφ απηφ ηνπ κε βαζηθνχ, νη ηηκέο δελ είλαη 

αλεμάξηεηεο απφ ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο θαη κάιηζηα κεηαβάιινληαη κε 

απηήλ. Απηφ ζπκβαίλεη γηαηί ζηελ πεξίπησζε απηή, ην κέγηζην γεληθφ πνζνζηφ 

θέξδνπο  είλαη εθηφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ πεδίνπ ηηκψλ ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο, γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα. ηελ πεξίπησζε απηή δελ ππάξρεη κηα 

αληηζηνηρία ησλ ηηκψλ ησλ δχν ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ
106

, αιιά κηα αξλεηηθή 

αλαινγία. 

Κάηη αλάινγν ζπκβαίλεη θαη ζηελ πεξίπησζε, φπνπ ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην είλαη 

δεδνκέλν. ηαλ ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη εληφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ πεδίνπ 

ηηκψλ ηνπ r, ηφηε νη ηηκέο είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ ηππνπνίεζε. ηαλ ην πνζνζηφ 

θέξδνπο θαη πνην ζπγθεθξηκέλα ην αληηζηνηρνχλ ζε απηφ πξαγκαηηθφ σξνκίζζην, 

είλαη εθηφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ δηαζηήκαηνο ηηκψλ, ηφηε νη ηηκέο 

κεηαβάιινληαη κε ηελ ηππνπνίεζε. Μνλαδηθή δηαθνξά ζε ζρέζε κε ηα δηαζπψκελα 

ζπζηήκαηα, φπνπ δεδνκέλν είλαη ην πνζνζηφ θέξδνπο, είλαη φηη φηαλ ην πξαγκαηηθφ 

σξνκίζζην ηνπ ζπζηήκαηνο αληηζηνηρεί ζην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην πνπ ηζρχεη γηα ην 

κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο (d,
Ir Rd d  ). Σφηε φια ηα 

παξαγφκελα εκπνξεχκαηα είλαη αλαπαξαγσγηθά, θαη σο εθ ηνχηνπ ην ζχζηεκα πνπ ηα 

παξάγεη, είλαη κε δηαζπψκελν. 

Δλ θαηαθιείδη, ν ιφγνο πνπ ζηα δηαζπψκελα ζπζηήκαηα παξαγσγήο, νη ηηκέο 

κεηαβάιινληαη κε ηελ ηππνπνίεζε, είλαη φηη θαη ζηα δχν ηππηθά ππνζπζηήκαηα 
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θαιείηαη λα ηζρχζεη έλα πνζνζηφ θέξδνπο, ην νπνίν είλαη εθηφο ηνπ νηθνλνκηθά 

ζεκαληηθνχ δηαζηήκαηνο ηνπ r θαη γηα ην νπνίν νη ηηκέο πξέπεη λα είλαη ζεηηθέο, 

πξάγκα ην νπνίν είλαη απφ κφλν ηνπ αληηθαηηθφ. 
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4 Η w-r ζρέζε 

 

πσο είδακε παξαπάλσ θαη φπσο ζα δνχκε θαη ζηελ ζπλέρεηα ζα γίλεηαη ζπρλά 

αλαθνξά ζηελ ζρέζε νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ-πνζνζηνχ θέξδνπο γλσζηή θαη σο w-r 

ζρέζε. Ζ ζρέζε απηή έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία θαζψο ζε απηήλ βαζίδεηαη θαη ην w-r 

θξηηήξην φπσο ζα δνχκε ζηελ ζπλέρεηα.  

Ζ  ζρέζε w-r ζε λενθιαζηθνχο νηθνλνκνιφγνπο φπσο ν P.Samuelson, ζπρλά 

αλαθέξεηαη θαη σο Price-Factor Frontier. Ζ w-r ζρέζε φπσο άιισζηε θαη ην ζχζηεκα 

ηηκψλ παξαγσγήο εθθξάδνπλ θαηαζηάζεηο ηζνξξνπίαο κεηαμχ ηεο αγνξάο θεθαιαίνπ 

θαη απηνχ ηεο εξγαζίαο
107

.  

Ζ w-r ζρέζε είλαη πξντφλ ηππνπνίεζεο θαη κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε ησλ 

ηηκψλ, φπσο ζα δνχκε ζηελ ζπλέρεηα, θαη απηφο είλαη ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίνλ ζηελ 

παξνχζα εξγαζία γίλεηαη ιφγνο γηα w-r ζρέζε ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ θαη νπρί γηα 

w-r ζρέζε δεδνκέλσλ ηερληθψλ παξαγσγήο
108

. 

Μηα νηθνλνκία, απνθαζίδνληαο νξζνινγηθά, επηιέγεη ζεκεία πάλσ ζηελ w-r 

θακπχιε, θαζψο ζε αληίζεηε πεξίπησζε απηφ ζα θαζηζηνχζε κηα ηέηνηα απφθαζε κε 

νξζνινγηθή. Σα ζεκεία πάλσ ζηελ w-r θακπχιε είλαη ζεκεία ηζνξξνπίαο θαη θαηά 

ζπλέπεηα ηερλνινγηθά optimum. 

ην παξφλ θεθάιαην ζα γίλεη ζην πψο εμάγεηαη ε w-r ζρέζε, πνην είλαη ην ζρήκα, ε 

θιίζε ηεο θαη πφηε απηή επεξεάδεηαη απφ κία κεηαβνιή ζηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. 
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 Αλ θαη ζηελ παξνχζα εξγαζία, νξζψο θαηά ηελ γλψκε καο, δελ γίλεηαη ιφγνο γηα αγνξά θεθαιαίνπ 

αιιά γηα εηζξνέο ζε εκπνξεχκαηα γηα ηελ παξαγσγή εκπνξεπκάησλ. Αλαθεξφκαζηε δειαδή ζε κηα 

νηθνλνκία a la Sraffa. 

108
 ην παξφλ θεθάιαην γίλεηαη ιφγνο γηα ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο. ηελ πεξίπησζε ηεο 

ζχλζεηεο παξαγσγήο νη ζρέζεηο ζα είραλ ηελ ίδηα κνξθή θαη ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά, ζηα well-behaved 

δηαζηήκαηά ηνπο. Γηα πεξηζζφηεξα βι.Γ. ηακάηεο (1996) ζει 151-204 θαζψο θαη B. Schefold (1978a) 

ζει 29-53. 
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4.1 Πώο εμάγεηαη ε w-r ζρέζε 

 

Δθθηλψληαο απφ ην γλσζηφ ζχζηεκα ηηκψλ, θαη θάησ απφ ηηο γλσζηέο πξνυπνζέζεηο, 

πξνθχπεη γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο: 

  

 (1 )p pA r w    (111) 

Γηα λα πξνζδηνξηζηνχλ πιήξσο νη ηηκέο, φπσο είδακε θαη πξνεγνπκέλσο, πξέπεη λα 

εηζαρζεί κία εμίζσζε ηππνπνίεζεο
109

  : 

 , 0py b b   (112) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηα δχν κέιε ηεο (1) κε y απφ δεμηά, 

πξνθχπηεη: 

 (1 )py pAy r w y   , θαη απφ εθεί γηα ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην: 

 , ,

[ ] [ ]
, ,y y y y

p I A y pAy p I A y pAy
w r r

y y y y
  

 
        (113) 

αλ 
, y , νξίδεηαη ε ζηαζεξή παξαγσγηθφηεηα ηεο εξγαζίαο, εθθξαζκέλε ζε φξνπο 

ηηκψλ παξαγσγήο. Σαπηφρξνλα απνηειεί φκσο θαη ην κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην 

ηεο ηερληθήο (ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο). 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά ζαλ y , νξίδεηαη ε έληαζε θεθαιαίνπ ηνπ (ηππηθνχ ππν-) 

ζπζηήκαηνο εθθξαζκέλν θαη απηφ ζε φξνπο ηηκψλ παξαγσγήο. Σν y  απνηειεί 

ηαπηφρξνλα θαη ην κέζν θέξδνο αλά κνλάδα δσληαλήο εξγαζίαο
110

. 

4.2 Η θιίζε ηεο w-r θακπύιεο 

Ζ θιίζε ηεο w-r θακπχιεο κπνξεί λα βξεζεί εχθνια αλ παξαγσγίζνπκε ηελ ζρέζε (3) 

σο πξνο ην πνζνζηφ θέξδνπο θαη απφ ηελ νπνία πξνθχπηεη: 

                                                           
109

 ηελ παξνχζα θάζε δελ καο ελδηαθέξεη πνην ην είδνο ηεο ηππνπνίεζεο. Χζηφζν ζηελ ζπλέρεηα ζα 

εμεηαζηνχλ νη κεηαβνιέο πνπ επηθέξεη κία αιιαγή απφ ην έλα ηππηθφ εκπφξεπκα ζην άιιν. 

110
 Βι. Γ.ηακάηεο (1995) ζει 254 
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,y y

y

d dKdw
r K

dr dr dr


    (114) 

,σζηφζν 
,

0
yd

dr


 111

. Καηά ζπλέπεηα: 

 
y

y

dKdw
r K

dr dr
    (115) 

Με ηελ ζεηξά ηνπ ην κέγεζνο  
ydK

dr
 είλαη ίζν κε

112
, φπσο πξνθχπηεη απφ ηελ ζρέζε 

(3): 

 
1

1

1

[ ]
( ][ (1 )]

[ ]

ydK dw A I A y
pA I A r

dr dr I A y







   


 (116) 

 

4.3 Σν κέγηζην νλνκαζηηθό ωξνκίζζην 

 

ζνλ αθνξά ην κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην απηφ είλαη, φπσο πξνθχπηεη απφ ηηο 

ζρέζεηο (1) θαη (2) ίζν κε: 

 
1

max 1
, [ ]

[ ]

py b
w I A

I A y y







   


 (117) 

Απφ ηελ ζρέζε (7) πξνθχπηεη φηη ην κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην, εθηφο απφ ηελ 

ζηαζεξή παξαγσγηθφηεηα ηεο εξγαζίαο, είλαη ίζε θαη κε ηνλ ιφγν ηεο ηηκήο ηνπ 

ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο, πξνο ηελ αμία ηνπ. 
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 Οη ιφγνη γηα ηνπο νπνίνπο ην κέγεζνο 

,
0

yd

dr


 , είλαη νη εμήο βι. Γ.ηακάηεο (1995) ζει 255 

112
 Δπηπιένλ γηα βι. θ Γ.ηακάηε (1996) ζει 262-263.  

Έλα αθφκα πξάγκα ην νπνίν πξέπεη λα αλαθεξζεί, είλαη ην εάλ θαη θαηά πφζνλ ην πξφζεκν ηεο  

ηηκηαθήο έληαζεο θεθαιαίνπ είλαη ζεηηθφ ή φρη. πσο θαίλεηαη θαη πάιη ζην Γ.ηακάηεο (1996) ζει, 

284-285 ην κέγεζνο απηφ είλαη ζεηηθφ εμ’ νξηζκνχ, θαη ίζν κε: 

1

max max1

[ ]
0, ,0 , ,0

[ ]
y

pA I A y
K w w w r r R

I A y
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Απφ ηελ ζρέζε (7) είλαη θαλεξφ, φηη ην κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην εμαξηάηαη 

αθελφο απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, θαη αθεηέξνπ απφ ην ίδην ην ηππηθφ 

εκπφξεπκα, κε ην νπνίν έρνπλ ηππνπνηεζεί νη ηηκέο παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα ην 

κέγεζνο απηφ είλαη θαη αλεμάξηεην απφ ην πνζνζηφ θέξδνπο
113

. 

 

4.4  Σν κέγηζην πνζνζηό θέξδνπο 

 

Παξαπάλσ, ζην θεθάιαην φπνπ πξνζδηνξίδνληαη νη ηηκέο, είδακε φηη ην κέγηζην 

πνζνζηφ είλαη εθείλν ην πνζνζηφ θέξδνπο πνπ πξνθχπηεη φηαλ ζέζνπκε ην 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην ίζν κε ην κεδέλ, ζηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ 

ζπζηεκάησλ πξνθχπηεη αλ ζέζνπκε ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην θαζψο θαη ηηο 

πνζφηεηεο ησλ εηζξνψλ απφ άιια ππνζπζηήκαηα ίζα κε ην κεδέλ. 

Γηα ηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο, πξνθχπηεη απφ 

ηελ ζρέζε (1): 

 [ (1 )] 0p I A R    (118) 

πνπ απφ ην γλσζηφ ζεψξεκα ηνπ Frobenius πξνθχπηνπλ n δπλαηέο ιχζεηο γηα ην 

ζχζηεκα (9). Απφ ηηο n απηέο ιχζεηο επηιέγεηαη ε κηθξφηεξε απφ απηέο, θαη ε νπνία 

είλαη ίζε κε: 

 max

max

1 A

A
R






  (119) 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο 

παξαγσγήο είλαη δπλαηφλ λα πξνθχπηνπλ δχν δηαθνξεηηθά πνζνζηά θέξδνπο γηα ην 

βαζηθφ θαη ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα . Καηά ζπλέπεηα ε ζρέζε (1) έρεη ηελ κνξθή 

ηεο: 
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Δίδακε παξαπάλσ, φηη νη ηηκέο παξαγσγήο εμαξηψληαη ηφζν απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, φζν θαη 

απφ ηηο κεηαβιεηέο ηεο θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο (φπσο βέβαηα είλαη .Σνλίδνπκε φηη δελ ππάξρεη 

θάπνηα αληίθαζε, θαζψο κε ηελ εμίζσζε ηππνπνίεζεο απζαίξεηα ηίζεηαη ε ηηκή ελφο θαιαζηνχ 

εκπνξεπκάησλ, ίζε κε κία ζεηηθή ζηαζεξά. 
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11 12

22

[ , ] [ , ] (1 ), ( ) ,
0

I II I II i

A A
p p p p R i I II

A

 
   

 
 (120) 

Καηά ζπλέπεηα γηα ηελ  ζρέζε (9) δχλαηαη λα ηζρχεη βάζεη ηεο (10) είηε ε: 

 
11

11

max

max

1
A

I A
R






  (121) 

Δίηε ε : 

 
22

22

max

max

1
A

II A
R






  (122) 

Καηά ζπλέπεηα είλαη δπλαηφλ λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά : 

 I IIR R  (123) 

 I IIR R  (124) 

 I IIR R  (125) 

Γηα ηα απνηειέζκαηα πνπ κπνξεί λα έρεη ε ηζρχ κίαο απφ ηηο ζρέζεηο (13) έσο (15) 

κπνξεί ν αλαγλψζηεο λα πξνζηξέμεη ζηα ζρεηηθά θεθάιαηα (2) θαη (3). Απηφ πνπ έρεη 

ζεκαζία ζην παξφλ θεθάιαην είλαη λα αλαθέξνπκε φηη ην κέγηζην πνζνζηφ ζηελ 

πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ παξαγσγή κεηαβάιιεηαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε. 

Δίδακε ινηπφλ φηη είλαη ηφζν ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο, φζν θαη ην κέγηζην 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην εμαξηψληαη απφ ην ηππηθφ εκπφξεπκα θαη θαη’ επέθηαζε απφ 

ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. Καηά ζπλέπεηα νδεγνχκαζηε ζην ζπκπέξαζκα αθνχ ηα 

δχν άθξα ηεο w-r θακπχιεο κεηαβάιινληαη κε ηελ ηππνπνίεζε, ηφηε είλαη απνιχησο 

δπλαηή ε κεηαηφπηζε ηεο w-r θακπχιεο κε κεηαβαιιφκελν ηππηθφ εκπφξεπκα. 

4.5  Σν ζρήκα ηεο w-r θακπύιεο 

 

Παξαπάλσ είδακε φηη δηαθνξίδνληαο ηελ ζρέζε (3) κπνξνχκε λα βξνχκε ηελ θιίζε 

ηεο w-r θακπχιεο. Αλ φκσο δηαθνξίζνπκε κία αθφκα θνξά ηελ ζρέζε (4) σο πξνο ην 
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πνζνζηφ θέξδνπο, ηφηε είκαζηε ζε ζέζε λα βξνχκε θαη ην ζρήκα ηεο. Καηά ζπλέπεηα 

γηα ηελ δεχηεξε παξάγσγν ηνπ νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ ηζρχεη: 

 

22

2 2
2

q qd K dKd w

dr dr dr
    (126) 

Χζηφζν δχλαηαη λα ηζρχεη απφ ηελ (16): 

 
2

2
0

d w

dr
  (127) 

 
2

2
0

d w

dr
  (128) 

 
2

2
0

d w

dr
  (129) 

Καηά ζπλέπεηα ζηελ πεξίπησζε πνπ ηζρχεη  ε (17) ηφηε ε w-r θακπχιε είλαη θνίιε. 

Γειαδή είλαη ηεο κνξθήο: 

  

Αλ ηζρχεη αληίζεηα ε ζρέζε (18) ηφηε ε w-r είλαη γξακκηθή θαη ηεο κνξθήο: 
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Δλψ αλ ηέινο ηζρχεη ε (19) ηφηε ε w-r είλαη θπξηή θαη ηεο κνξθήο: 

 

 

 

4.6 Σερλνινγηθή εμέιημε θαη ππνθαηάζηαζε ηερληθώλ 

Έλα δήηεκα πνπ ηίζεηαη ζρεηηθά κε ηελ w-r ζρέζε, είλαη πνηα ε ζπλέπεηα ηεο εηζφδνπ 

επηπιένλ δηαζέζηκσλ δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο, ή κε άιια ιφγηα θάπνηαο ηερλνινγηθή 

εμέιημεο. 

χκθσλα κε ηνλ P.Samuelson ε ηερλνινγηθή εμέιημε έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ 

κεηαηφπηζε ηεο w-r ζρέζεο πξνο ηα «βνξεηναλαηνιηθά». Με άιια ιφγηα απηφ πνπ 

ζπκβαίλεη θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 
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κσο  ε ηερλνινγηθή εμέιημε επεξεάδεη θαη ηελ ζπλάξηεζε παξαγσγήο φπσο είλαη 

θπζηθφ. πσο νξζά εληνπίδεη ν J. Stiglitz
114

 ε ηερλνινγηθή εμέιημε έρεη σο 

απνηέιεζκα ηελ κεηαηξνπή ηεο γλσζηήο ζπλάξηεζεο ηνπ Leontief ζηελ νπνία δελ 

ππάξρεη ππνθαηάζηαζε κεηαμχ ησλ ζπληειεζηψλ παξαγσγήο θαη ε νπνία έρεη ζρήκα 

L δειαδή: 

 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε πεξηγξάθεη κηα ηερλνινγία φκνηα κε απηή ηνπ Leontief
115

, ζηελ 

νπνία φπσο θαίλεηαη θαη απφ ην ζρήκα θάζε ζεκείν ηεο θακπχιεο εθηφο απφ ην 

ζεκείν πνπ εηζέξρεηαη ε δηαθεθνκκέλε γξακκή ζα απνηεινχζε έλα κε άξηζην 

παξαγσγηθά ζεκείν. 

Αλ ηψξα ππνηεζεί φηη ππάξρεη κηα πιήξεο ππνθαηάζηαζε κεηαμχ ησλ ζπληειεζηψλ 

παξαγσγήο ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο ζα είλαη ηεο κνξθήο: 

                                                           
114

 Βι.  Anthony B. Atkinson and Joseph E. Stiglitz (1969) ζει. 576 

115
 Βι. Ζ.Varian (1992) ηφκνο Α 
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4.7 πκπεξάζκαηα 

Απφ ηα παξαπάλσ κπνξνχκε λα ζπλνςίζνπκε ηα εμήο: 

1. Ζ ζρέζε κεηαμχ πνζνζηνχ θέξδνπο θαη νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ 

πεξηγξάθεηαη απφ ηελ w-r ζρέζε. Πξφθεηηαη γηα κηα θαη’ εμνρήλ ζρέζε 

θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο. Παξφηη απνηέιεζε νπζηαζηηθά, φπιν ησλ 

λενξηθαξδηαλψλ ζηελ δηέλεμε ησλ Cambridge, σζηφζν γηα απηήλ θάλεη ιφγν 

θαη ν P.Samuelson
116

 ην (1962). 

2. H w-r ζρέζε απνηειεί κηα ζρέζε ηζνξξνπίαο ηεο αγνξάο εξγαζίαο κε ηελ 

αγνξά παξαγσγήο εκπνξεπκάησλ. Με άιια ιφγηα ε w-r  παξηζηά θαηαζηάζεηο 

ηζνξξνπίαο(steady states) κεηαμχ πνζνζηνχ θέξδνπο θαη νλνκαζηηθνχ 

σξνκηζζίνπ. 

3. Ζ w-r ζρέζε είλαη απνηέιεζκα ηεο ηππνπνίεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ηηκψλ κε έλα 

ηππηθφ εκπφξεπκα. Χο εθ ηνχηνπ ε w-r ζρέζε δελ απνηειεί ηελ ζρέζε 

πνζνζηνχ θέξδνπο θαη νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ γηα κηα δεδνκέλε ηερληθή 

αιιά γηα έλα δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο
117

. 

4. Ζ w-r ζρέζε πεξηγξάθεηαη δηαγξακκαηηθά απφ ηελ w-r θακπχιε. Ζ w-r 

θακπχιε έρεη πάληνηε αξλεηηθή θιίζε, ε νπνία δίδεηαη απφ ηελ πξψηε 

παξάγσγν ηεο ζρέζεο (3).  

5. Ζ w-r θακπχιε κπνξεί λα είλαη είηε θπξηή, είηε θνίιε, είηε γξακκηθή, φηαλ ε 

δεχηεξε παξάγσγνο ηεο ζρέζεο (3) είλαη αξλεηηθή, ζεηηθή, ή κεδεληθή 

αληίζηνηρα. 

                                                           
116

 Δπηγξακκαηηθά αλαθέξνπκε φηη εηπψζεθε απφ ηνλ Samuelson ην 1962. Ο ηειεπηαίνο ηελ νλνκάδεη 

Factor-Price Frontier (FPF). Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ηελ πεξηγξάθεη ζαλ ζρέζε ηζνξξνπίαο 

κεηαμχ νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ θαη πνζνζηνχ θέξδνπο. 

Γηα ηνλ Samuelson θάζε νηθνλνκία έρεη ην δηθφ ηεο FPF. ηελ πεξίπησζε φπνπ δχν νηθνλνκίεο  έρνπλ 

ην ίδην FPF, ηφηε είλαη πξαθηηθψο ίδηεο (ζει 196). Δπηπιένλ θάζε ηερλνινγηθή πξφνδνο ζα είρε ζαλ 

απνηέιεζκα ηελ κεηαηφπηζε ηνπ FPF πξνο ηα δεμηά, θαζψο ζηελ πεξίπησζε απηή, γηα δεδνκέλν 

πνζνζηφ θέξδνπο, ζα δχλαηαη λα ζπλεπάγεηαη έλα κεγαιχηεξν πνζνζηφ θέξδνπο. 

117
  Σν ηειεπηαίν απνηέιεζε κηα αθνξκή ελφο επηκέξνπο δηαιφγνπ κεηαμχ κηαο κεξίδαο 

νηθνλνκνιφγσλ. Απφ ην Κ.Γφγνινο (2000)  κπνξνχκε λα ζπλνςίζνπκε ζηα εμήο - αλ θαη ζηελ 

ζπλέρεηα ζα αλαθεξζνχκε θαη εκείο εθηελψο-: 

Οη Erreygers (1994) θαη Kurz/Gehkre (1994) αλαθεξφκελνη ζην Γ.ηακάηεο (1993) απνθαηλφκελνη, φηη 

ην  βαζηθφ ζπκπέξαζκα ηνπ ηειεπηαίνπ-φηη δειαδή ν φξνο θαηάηαμε ηερληθψλ δελ έρεη θάπνην 

ηδηαίηεξν λφεκα, θαζψο επί ηεο νπζίαο πξφθεηηαη γηα θαηάηαμε ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ- είλαη 

εζθαικέλν. 
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6. Σα ζεκεία θάησ απφ ηελ w-r θακπχιε δελ επηιέγνληαη, θαζψο δελ είλαη ηα 

κέγηζηα δπλαηά γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο ή νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ. 

Δλψ αληίζεηα ηα ζεκεία πάλσ απφ ηελ w-r θακπχιε δελ επηιέγνληαη σο 

ηερλνινγηθά αλέθηθηα. 

7. Απφ ην Γ.ηακάηεο (1996α)
118

 μέξνπκε φηη ηφζν ε ζέζε, φζν θαη ην ζρήκα 

κηαο w-r θακπχιεο εμαξηάηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε. 
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 ην παξαπάλσ άξζξν ν Γ.ηακάηεο δείρλεη πεξηπηψζεηο πνπ ηφζν ην ζρήκα φζν θαη ζέζε w-r 

θακππιψλ κηαο δεδνκέλεο ηερληθήο, κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε. Σν ηειεπηαίν απνδεηθλχεη θαη 

ην γεγνλφο φηη ε w-r θακπχιε δελ αληηπξνζσπεχεη ηελ ζρέζε νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ- πνζνζηνχ 

θέξδνπο ηεο δεδνκέλεο ηερληθήο αιιά ηνπ δεδνκέλνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο.  
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5 Σππηθά εκπνξεύκαηα 

 

Παξαπάλσ είδακε, φηη γηα λα πξνζδηνξηζηνχλ νη ηηκέο, αιιά θαη γηα λα εμαρζεί ε 

ζρέζε νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ- πνζνζηνχ θέξδνπο (ήηνη w-r) είλαη απαξαίηεην 

πξνεγνπκέλσο λα ηππνπνηεζνχλ νη ηηκέο. Δίδακε παξαπάλσ φηη ε ηππνπνίεζε ησλ 

ηηκψλ είλαη δπλαηφλ λα επεξεάζεη, ηφζν ηελ θιίζε φζν θαη ην ζρήκα κηαο w-r 

θακπχιεο.  

Ζ ηππνπνίεζε ιακβάλεη ρψξα κε ηελ εηζαγσγή κίαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο, κε ηελ 

νπνία ε ηηκή ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο ηίζεηαη ίζε κε κηα ζηαζεξά. ηελ παξνχζα 

δηαηξηβή ζα παξνπζηαζηνχλ επηγξακκαηηθά (θαζψο ζηελ βηβιηνγξαθία έρεη γίλεη 

εθηελέζηαηε αλαθνξά) ηα πιένλ γλσζηά ηππηθά εκπνξεχκαηα, ηα νπνία είλαη: 

1. Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Sraffa 

2. Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo 

3. To ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Βαζηιάθε 

4. Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ησλ Μαξηφιε-Βνπγηνπθιάθε 

 

5.1 Σν ηππηθό εκπόξεπκα ηνπ Sraffa 

Έλα απφ ηα πνην γλσζηά ηππηθά εκπνξεχκαηα, ρσξίο ακθηβνιία είλαη απηφ ηνπ 

Sraffa. χκθσλα κε ηελ ηππνπνίεζε a la Sraffa, ην ζχζηεκα ηνπ νπνίνπ νη ηηκέο 

ηππνπνηνχληαη θαιείηαη πξφηππν ζχζηεκα. 

χκθσλα κε ηελ ηππνπνίεζε  a la Sraffa, ην ηππηθφ εκπφξεπκα απνηειεί ην θαζαξφ 

πξντφλ ελφο ζπζηήκαηνο παξαγσγήο ην νπνίν : 

1. Υξεζηκνπνηεί ηελ ίδηα γξακκηθή ηερληθή, έζησ ηελ [ , ]A  κε ην δεδνκέλν 

ζχζηεκα παξαγσγήο 

2. Παξάγεη φια ηα εκπνξεχκαηα ηνπ δεδνκέλνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο ζηελ 

πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο, θαη φια ηα 

βαζηθά εκπνξεχκαηα ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο 

παξαγσγήο. 

3. Καη είλαη ηέηνην ψζηε ην αθαζάξηζην πξντφλ ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο, ην 

θαζαξφ πξντφλ ηνπ θαη ηα κέζα παξαγσγήο ηνπ λα έρνπλ ηελ ίδηα ζχλζεζε. 
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Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ ζχλεζε ζπκβνιηζκφ πνπ απαληάηαη ζηελ ζρεηηθή 

βηβιηνγξαθία, ζαλ , νξίδεηαη ην 1xn δηάλπζκα ηνπ αθαζάξηζηνπ πξντφληνο 

ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο
119

.  Καηά ζπλέπεηα θαη ιφγσ ηεο ζπλζήθεο 1. ηζρχεη: 

 q X  (130) 

Με άιια ιφγηα ε ζπλνιηθή πνζφηεηα εξγαζηαθήο δχλακεο πνπ ρξεζηκνπνηεί ην 

δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο είλαη εμσγελψο δεδνκέλν θαη ίζν κε ηελ κνλάδα. 

Απφ ηελ δεχηεξε ζπλζήθε πξνθχπηεη ε ζρέζε: 

 (1 )q Aq R   (131) 

Δίλαη θαλεξφ, φηη απφ ηελ (2) πξνθχπηεη φηη ην q απνηειεί  ην δεμί ηδηνδηάλπζκα ηεο 

κήηξαο Α, ην νπνίν ζπλδέεηαη  κε ηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α, γηα ηελ νπνία 

ηζρχεη: 

 max

1

1

A

R
 


 (132) 

Απφ ηελ ζρέζε (2) γηα ην θαζαξφ πξντφλ ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο πξνθχπηεη θαη 

ιφγσ ηεο θνηλήο ζχλζεζεο εηζξνψλ-εθξνψλ: 

 q Aq AqR   (133) 

Απφ ηελ ζρέζε (4) είλαη θαλεξφ, φηη αθαζάξηζην πξντφλ ( (1 )Aq R ), θαζαξφ πξντφλ 

( AqR )θαη κέζα παξαγσγήο ( Aq ) έρνπλ ηελ ίδηα ζχλζεζε. 

Απφ ηελ ζρέζε (1) θαίλεηαη επίζεο φηη ζχκθσλα κε ηελ ηππνπνίεζε ηνπ Sraffa, 

ηίζεηαη ε ηηκή ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο ηνπ ζπζηήκαηνο ίζε κε ηελ πνζφηεηα δσληαλήο 

εξγαζίαο πνπ ρξεζηκνπνηεί ην ηππηθφ ππνζχζηεκα. Γηα ηελ πνζφηεηα δσληαλήο 

εξγαζίαο ν Sraffa ππνζέηεη φηη: 

                                                           
119

 πσο νξζά αλαθέξεη ζηελ δηαηξηβή ηεο ε Ε. ηεθαλνπνχινπ (2006) ζει 129: 

«Σν Πξφηππν Δκπφξεπκα, ην νπνίν πξνθχπηεη απφ ην Πξφηππν ζχζηεκα, απνηειείηαη απφ ζεηηθέο 

κφλνλ πνζφηεηεο βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, πνπ ζπκκεηέρνπλ σο εηζξνέο αιιά θαη σο εθξνέο, ηφζν ζην 

Πξφηππν χζηεκα φζν θαη ζην πξαγκαηηθφ ζχζηεκα. Χο κέηξν γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ηηκψλ ηνπ 

Πξνηχπνπ πζηήκαηνο θαη ηνπ Πξνηχπνπ Δκπνξεχκαηνο, ρξεζηκνπνηείηαη ην Πξφηππν Δζληθφ 

Δηζφδεκα ηνπ νπνίνπ ε ηηκή εμηζψλεηαη κε ηε κνλάδα.» 
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 1q X   (134) 

Καηά ζπλέπεηα απφ ηηο ζρέζεηο (1)-(5) πξνθχπηεη: 

 1pAqR q X    (135) 

Απφ ηελ ζρέζε (6) θαη απφ ην ζχζηεκα ηηκψλ πξνθχπηεη γηα ηελ w-r ζρέζε
120

: 

 1
r

w
R

   (136) 

ην ζεκείν απηφ πξέπεη  λα ηνλίζνπκε, φηη ηίπνηε δελ ζα άιιαδε επί ηεο νπζίαο αλ 

ππνζέηακε ηελ χπαξμε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο  παξαγσγήο. Ζ  πεξίπησζε 

απηή πεξηγξάθεηαη ζην Γ. ηακάηεο (1995) ζει. 295-297. 

Δίλαη ινηπφλ θαλεξφ, φηη κε ηελ ζξαθαταλή ηππνπνίεζε, θαηαζθεπάδεηαη έλα ηππηθφ 

ππνζχζηεκα ην νπνίν ρξεζηκνπνηεί ηελ ίδηα ηερληθή κε ην δεδνκέλν ζχζηεκα 

παξαγσγήο. Οη εηζξνέο ζε κέζα παξαγσγήο έρνπλ ηελ ίδηα ζχλζεζε κε ην θαζαξφ θαη 

ην αθαζάξηζην πξντφλ (θαη ηα δχν ηειεπηαία έρνπλ θαηά ζπλέπεηα ηελ ίδηα ζχλζεζε). 

Ζ ηππνπνίεζε κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Srafa ζπλεπάγεηαη κία γξακκηθή w-r 

θακπχιε ε νπνία φπσο θαίλεηαη θαη απφ ηελ ζρέζε (7) έρεη αξλεηηθή θιίζε θαη ίζε 

κε 
1

R
 , ε νπνία ηαπηφρξνλα απνηειεί θαη ηελ ηηκηαθή έληαζε θεθαιαίνπ ηνπ ηππηθνχ 

(ή πξφηππνπ θαηά Srafa) ππνζπζηήκαηνο
121

. Σέινο ε ζηαζεξή παξαγσγηθφηεηα ηεο 

εξγαζίαο θαη ηαπηφρξνλα ην κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη ίζν κε ηελ 

κνλάδα
122

. 

                                                           
120

 Γηα κηα πιήξε απφδεημε βι. θαη Γ. ηακάηεο (1995) ζει 296-297 

121
 Βι. θαη B. Schefold (2009) ζει 11 

122
 Δπηπιένλ γηα ηνπο  Kurz θαη Salvadori ( H.D,Kurz  and N.Salvadori (1995) ζει.117-118) 

 ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Sraffa ηζρχνπλ ηα αθφινπζα: 

1. Γηα θάζε r εληφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ πεδίνπ ησλ ηηκψλ, νη ηηκέο ησλ βαζηθψλ 

εκπνξεπκάησλ είλαη απζηεξά ζεηηθέο θαη κεηαβάιινληαη κε ηελ κεηαβνιή ηνπ r. Καηά 

ζπλέπεηα κε καζεκαηηθνχο φξνπο: 

,0 :

( ) 0

0

I

r r R

p r

dp

dr
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5.2 Σν ηππηθό εκπόξεπκα ηνπ Miayo 

 

Έλα αθφκα γλσζηφ ζηελ βηβιηνγξαθία, ηππηθφ εκπφξεπκα, είλαη απηφ ηνπ Σ. Miayo. 

Παξφηη ζε γεληθέο γξακκέο κνηάδεη αξθεηά ζε απηφ ηνπ Srafa, εληνχηνηο εκθαλίδεη 

αξθεηέο δηαθνξέο. 

Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Srafa, φπσο είδακε θαη ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην 

ζηεξίδεηαη ζηελ θχζε ηνπ σο αξηζηεξφ ηδηνδηάλπζκα ηεο κήηξαο ησλ ηερληθψλ 

ζπληειεζηψλ –ήηνη ηεο Α- ην νπνίν κάιηζηα ζπλδέεηαη κε ηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο. 

Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo ππνδεηθλχεη απφ ηελ άιιε πιεπξά, φηη δελ είλαη ην 

κφλν ηππηθφ εκπφξεπκα, απηφ ηνπ Sraffa, ην νπνίν ζπλεπάγεηαη κηα γξακκηθή ζρέζε 

νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ, πνζνζηνχ θέξδνπο. Με άιια ιφγηα ν Miayo πξνζπαζεί λα 

βξεί θαη άιια εκπνξεχκαηα ηα νπνία ζπλεπάγνληαη κηα w-r.  Δπηπιένλ εμεηάδεη θάησ 

απφ πνηέο πξνππνζέζεηο ην ηειεπηαίν δχλαηαη λα νξηζηεί
123

. 

                                                                                                                                                                      
2. Σν κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο (R) πξνθχπηεη  φηαλ ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη ίζν κε 0, θαη 

γηα ηελ ηηκή απηή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο νη ηηκέο είλαη απζηεξά ζεηηθέο, δειαδή
122

: 

1 2min[ , ,..., ]: ( ) 0nR R R R p R   

3. Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Sraffa πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα βαζηθφ εκπφξεπκα 

4. ηελ πεξίπησζε φπνπ ζαλ ηππηθφ εκπφξεπκα επηιέγεη απηφ ηνπ Sraffa ηφηε γηα ηελ ζρέζε 

νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ-πνζνζηνχ θέξδνπο ηζρχεη: 

R r
w

R


  

5. Σα κε βαζηθά εκπνξεχκαηα δελ παίδνπλ θαλέλα ξφιν ζηελ επηινγή ηνπ ηππηθνχ 

εκπνξεχκαηνο. 

 

123
 Έηζη ςάρλεη πνηεο ζπλζήθεο πξέπεη λα ηθαλνπνηνχληαη πξνθεηκέλνπ λα ππάξρνπλ ηα εκπνξεχκαηα 

απηά. 

ηελ ζπλέρεηα νξίδνληαη νη κήηξεο Κ θαη J. 

Οξίδεη ζαλ J, ηελ n+1xn κήηξα: 

, 0,1,2,..i

n

A
J A i n

A

 
 
   
 
  
 

 

Καη ηελ nxn κήηξα Κ, ηελ νπνία ν Miayo ηελ νλνκάδεη Labour profile Matrix 
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πσο πξναλαθέξακε ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo, νξίδεηαη ζηελ κε δηαζπψκελε 

ηερληθή απιήο παξαγσγήο. Καηα ζπλέπεηα εθθηλψληαο απφ ην γλσζηφ ζχζηεκα 

ηηκψλ, πξνθχπηεη: 

 (1 )p pA r w     (137) 

Δάλ εηζάγνπκε ζαλ ηππηθφ εκπφξεπκα ην δηάλπζκα-θαιάζη εκπνξεπκάησλ: 

 , 0b q u     (138) 

                                                                                                                                                                      

 

1

, 0,1,.. 1i

n

A
K A i n

A 

 
 
    
 
  
 

  

Οη J θαη Κ είλαη ηέηνηεο ψζηε: 

0 0Jz Kz    

ηελ ζπλέρεηα ν Miayo νξίδεη ην βαζηθφ ηππηθφ εκπφξεπκα, 0h hx q z   , φπνπ q ην δεμί 

ηδηνδηάλπζκα ηεο κήηξαο Α
123

 θαη , 0   ε, θαη 
hz  , έλα απφ ηα m-1 γξακκηθψο αλεμάξηεηα θαη 

νξζνγψληα ζηελ κήηξα Κ δηαλχζκαηα. Σα δηαλχζκαηα απηά 
hx  (h=1,2,3,…,m) απνηεινχλ έλα απφ ηα 

m δπλάκελα ηππηθά εκπνξεχκαηα ηνπ Miayo.  

Γηα ηνλ Miayo ε αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ χπαξμε m ηέηνησλ βαζηθψλ ηππηθψλ 

εκπνξεπκάησλ είλαη ε 

( ) 1, 1,2, ,rank K n m m n      

Με άιια ιφγηα ε Κ λα έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ γξακκηθψο αλεμάξηεηε γξακκή ή ζηήιε. 

Δμάγεη θαη ηηο αθφινπζεο πεξηπηψζεηο: 

 Δάλ θαη κφλν εάλ ( )rank K n , ηφηε ην πξφηππν εκπφξεπκα ηνπ Sraffa είλαη ην κνλαδηθφ 

γεληθφ ηππηθφ εκπφξεπκα 

 Δάλ θαη κφλν εάλ ( ) 1rank K  , ηφηε ππάξρνπλ n βαζηθά ηππηθά εκπνξεχκαηα. Με άιια 

ιφγηα θάζε εκηζεηηθφ θαιάζη εκπνξεπκάησλ, απνηειεί ζηελ πεξίπησζε απηή έλα γεληθφ 

ηππηθφ εκπφξεπκα. 

ηελ ζπλέρεηα ν Miayo εμεηάδεη κηα αθφκα ηδηφηεηα ηνπ δηαλχζκαηνο z. Σελ ηδηφηεηα πνπ έρεη λα 

θηλείηαη αλεμάξηεηα απφ ηηο ηηκέο. Γειαδή: 

0, [0, )pz r R    

Με αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε ηελ: 

( )rank K n k   
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, φπνπ κε b ζπκβνιίδνπκε ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo, q ην ηππηθφ εκπφξεπκα 

ηνπ Sraffa, θαη u έλα δηάλπζκα ε παξαγσγή ηνπ νπνίνπ απαηηεί κεδεληθέο πνζφηεηεο 

εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία. 

Απφ ηηο ζρέζεηο (8) θαη (9)  πξνθχπηεη: 

 [ (1 )]p I A r b w b    (139) 

Απφ ηελ ζρέζε (10) πξνθχπηεη: 










 bwbAI
R

r
rAI

R

r
p ])[1()]1([

maxmax

 

 
max

max max

[ (1 )] (1 ) [ ]
r r

p I A R b p I A b w b
R R

       (140) 

Καηά ζπλέπεηα γηα λα είλαη ε w-r ζρέζε γξακκηθή πξέπεη λα ηζρχεη: 

 max[ (1 )] 0p I A R b    (141) 

To ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo φπσο είδακε πεξηέρεη θαη ην θαιάζη εκπνξεπκάησλ 

u, ην νπνίν φκσο έρεη κηα πνιχ ζεκαληηθή ηδηφηεηα. Σν δηάλπζκα u, είλαη θάζεην ζε 

απηφ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα ηζρχεη: 

 ( ) 0p r u   (142) 

Θέησληαο εμσγελψο φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο ηνπ Sraffa, ηελ 

ηηκή ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο, ίζε κε ηελ πνζφηεηα δσληαλήο εξγαζίαο, πνπ ζηνίρεζε 

ε παξαγσγή ηνπ κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο θαη ηελ ηειεπηαία ίζε κε ηελ κνλάδα, 

πξνθχπηεη: 

 [ ] 1p I A b b    (143) 

Γεδνκέλσλ φισλ ησλ παξαπάλσ, φπσο βιέπνπκε θαη ζην Γφγνινο (2000) θαζψο θαη 

ζην G. Stamatis (1995) θαηαιήγνπκε ζε κηα γξακκηθή w-r ε νπνία κάιηζηα ηζνχηαη 

ιφγσ ησλ ζρέζεσλ ζρέζεηο  (10) έσο (14) πξνθχπηεη: 
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Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo ζπλνςίδνληαο είλαη ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Sraffa 

(q) επαπμεκέλν θαηά έλα δηάλπζκα u ην νπνίν είλαη νξζνγψλην ζηα δηαλχζκαηα )(rp  

θαη  .  έ έλα κε δηαζπψκελν ζχζηεκα απιήο παξαγσγήο, φπνπ νη ηηκέο 

ηππνπνηνχληαη κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo, h ηηκή ησλ κέζσλ παξαγσγήο θαη 

ην θφζηνο ηνπ ζε κηζζνχο είλαη ίζα κε κεδέλ. 

Σν πξφηππν ζχζηεκα πνπ παξηζηά ην u , ρξεζηκνπνηεί κηα πνζφηεηα δσληαλήο 

εξγαζίαο
124

 ίζε κε ην κεδέλ θαζψο θαη αξλεηηθέο πνζφηεηεο εκπνξεπκάησλ. Σν 

κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ κάιηζηα είλαη έλα απφ ηα κέγηζηα πνζνζηά θέξδνπο 

ηνπ πξφηππνπ ζπζηήκαηνο ηνπ Sraffa. 

 

5.3 Σν πξόηππν εκπόξεπκα ηνπ Βαζηιάθε 

 

Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Βαζηιάθε κπνξνχκε λα πνχκε, φηη κνηάδεη αξθεηά κε απηφ 

ηνπ Srafa. 

Χζηφζν φπσο γλσξίδνπκε ηφζν απφ ηελ παξνχζα εξγαζία, φζν θαη απφ ηελ 

βηβιηνγξαθία
125

, ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Srafa βξίζθεη πεδίν εθαξκφγήο ζηηο κε 

δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο. Απελαληίαο ν .Βαζηιάθεο
126

 εηζήγαγε έλα 

ηππηθφ εκπφξεπκα ην νπνίν απαληάηαη ζε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο. 

Οξίδνληαη νη παξαθάησ πξνυπνζέζεηο 

1. Ηζρχεη γηα ηα κέγηζηα πνζνζηά θέξδνπο: 

 11 22A A

I II m mR R      (144) 

2. Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Βαζηιάθε, εθηφο απφ βαζηθά εκπνξεχκαηα πεξηέρεη 

θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα ηα νπνία εηζέξρνληαη ζηελ ίδηα ηελ δηθή ηνπο 

παξαγσγή 

3. Σν πξφηππν εκπφξεπκα ηνπ Βαζηιάθε παξάγεηαη απφ έλα ηππηθφ ππνζχζηεκα 

πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ίδηα ηερληθή κε ην δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο, θαη 

                                                           
124

 Γηα πεξηζζφηεξα βι. Γ, ηακάηε (1995) ζει 397 

125
 Γ.ηακάηεο(1994)ζει289-295, Ε. ηεθαλνπνχινπ (2006),K. Γφγνινο(2000) 

126
 Βι. . Βαζηιάθεο (1983) ζει,289 
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κάιηζηα ηα κέζα παξαγσγήο ηνπ έρνπλ ηελ ίδηα ζχλζεζε κε ην θαζαξφ πξντφλ 

ηνπ ελ ιφγσ ζπζηήκαηνο, πνπ ζε ηειεπηαία αλάιπζε δελ είλαη άιιν απφ 

πξφηππν εκπφξεπκα ηνπ Βαζηιάθε. Καηά ζπλέπεηα δελ πεξηέρεη εκπνξεχκαηα 

ηα νπνία δελ εηζέξρνληαη ζηελ ίδηα ηελ δηθή ηνπο παξαγσγήο (αλεμαξηήηνπ δε 

αλ είλαη βαζηθά ή κε βαζηθά). 

4. Δίλαη θαλεξφ ινηπφλ φηη ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Βαζηιάθε κνηάδεη αξθεηά 

κε απηφ ηνπ Sraffa, κε ηελ δηαθνξά φκσο φηη πεξηέρεη θαη κε βαζηθά 

εκπνξεχκαηα. 

Καηά ζπλέπεηα ζαλ , 0Q Q  νξίδεηαη ην δηάλπζκα πνπ παξηζηά ην ηππηθφ 

εκπφξεπκα ηνπ Βαζηιάθε (ή κε άιια ιφγηα ην αθαζαξηζην πξντφλ ηνπ πξφηππνπ 

ππνζπζηήκαηνο ηνπ). Πξφθεηηαη γηα έλα πιήξσο πξνζδηνξηζκέλν δηάλπζκα 

εμαηξέζεη ελφο βαζκσηνχ
127

 , ην νπνίν πξνθχπηεη αλ δηαγξαθνχλ φιεο νη 

κεδεληθέο ζπληζηψζεο
128

. 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ αλαθεξφκαζηε ζε έλα δηαζπψκελν ζχζηεκα απιήο παξαγσγήο, 

φπνπ ε κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, είλαη ηεο κνξθήο: 

 
11 12

220

A A
A

A

 
  
 

 

ηελ πεξίπησζε απηή ηφζν ε κήηξα 11A  φζν θαη ε κήηξα 22A  είλαη κε δηαζπψκελεο. 

Σν ηειεπηαίν ηζνδπλακεί κε ην γεγνλφο, φηη γηα λα παξαρζεί έλα κε βαζηθφ 

εκπφξεπκα πξέπεη λα παξαρζνχλ φια ηα βαζηθά θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα ηνπ 

δεδνκέλνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο. 

Απφ ηηο πξνυπνζέζεηο πξνθχπηεη, φηη γηα λα είλαη ην  πξέπεη λα αληηζηνηρεί 

ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ. Δπίζεο αλαθέξζεθε  

φηη ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α είλαη ή   , έηζη θαηα ζπλέπεηα ην Q είλαη ηφηε 

κφλν ζεηηθφ φηαλ αληηζηνηρεί ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο. 

Σν Q είλαη ηέηνην ψζηε: 

                                                           
127

 Βι. Κ.Γνγνινο (2000)ζει198 

128
 Γειαδή νη ζπληζηψζεο πνπ αλαθέξνληαη ζε κε βαζηθά εκπνξεχκαηα πνπ δελ εηζέξρνληαη ζηελ 

παξαγσγή άιισλ κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηεο δηθήο ηνπο παξαγσγήο 
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,          (145) 

κε άιια ιφγηα εμηζψλεηαη ε άκεζε δσληαλή εξγαζία πνπ εηζέξρεηαη ζηελ παξαγσγή 

ηνπ αθαζάξηζηνπ πξνηφληνο κε απηήλ πνπ εηζέξρεηαη ζηελ παξαγσγή ηνπ 

αθαζάξηζηνπ πξντφληνο ηνπ πξφηππνπ ππνζπζηήκαηνο ηνπ Βαζηιάθε.  

χκθσλα κε ηελ ηππνπνίεζε ηνπ Βαζηιάθε νη ηηκέο ηππνπνηνχληαη σο εμήο: 

1 QXpAQRm  129
       (146) 

Βάζεη ηεο σο άλσ ηππνπνίεζεο πξνθχπηεη γηα ηελ w-r ζρέζε απφ ην ζχζηεκα 

πξνζδηνξηζκνχ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο
130

 

r
R

w
1

1
         (147) 

, φπνπ θαηά ηα γλσζηά πξνθχπηεη γηα ηελ θιίζε ηεο w-r 

R
dw

1


         (148)
 

Καζψο θαη γηα ην  κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην: 

1max w
         (149) 

Απφ ην ζχζηεκα ηηκψλ θαη δεδνκέλεο ηεο ηππνπνίεζεο κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ 

Βαζηιάθε πξνθχπηεη: 

                                                           
129

 Σν νπνίν βέβαηα πξνθχπηεη απφ ηελ ηππνπνίεζε κε 

  1][ QAIp
 

Απφ ην ζχζηεκα ηηκψλ 

 

wRpAp  )1(
 

πξνθχπηεη: 

pAQR

wpAQRQAIp

QwRpAQpQ







1

][

)1( 
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 πσο βιέπνπκε απφ ηα Γφγνινο (2000) ζει θαη Γ.ηακάηεο (1995) ζει 
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2

1

RQ

pAQ
KQ 

         (150) 

Δίλαη δειαδή μεθάζαξν φηη κε ηελ ηππνπνίεζε κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ 

Βαζηιάθε πξνθχπηεη έλα πξφηππν ζχζηεκα, ην νπνίν ζπλεπάγεηαη κηα γξακκηθή w-r 

θαη έλαλ πξφηππν ιφγν ίζν κε ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ κε βαζηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο. 

 

5.4 Σν ηππηθό εκπόξεπκα ηωλ Μαξηόιε-Βνπγηνπθιάθε 

 

Βαζηδφκελνη αθελφο ζην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo θαη αθεηέξνπ ζε απηφ ηνπ ηνπ 

Βαζηιάθε, νη Μαξηφιεο θαη Βνπγηνπθιάθεο εηζάγνπλ έλα ηππηθφ εκπφξεπκα, ζαλ 

απηφ ηνπ Miayo, γηα ηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο. 

Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ησλ  Βνπγηνπθιάθε Μαξηφιε πεξηέρεη εθηφο απφ φια ηα 

βαζηθά εκπνξεχκαηα ηνπ δεδνκέλνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο θαη φια ηα κε βαζηθά 

εκπνξεχκαηα πνπ εηζέξρνληαη ζηελ παξαγσγή κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ. 

Σν αλαιπηηθφ πιαίζην πνπ θηλνχληαη νη Βνπγηνπθιάθεο-Μαξηφιεο είλαη φκνην κε 

απηφ ηνπ Βαζηιάθε.  

Δπνκέλσο ε κήηξα Α, είλαη ηεο κνξθήο: 











22

1211

0 A

AA
A  

Δλψ γηα ηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Α, ηζρχεη: 

],max[ 2211

maxmaxmax

AAA    

Γίλεηαη ινηπφλ ε ππφζεζε φηη: 

 11 22

max max

A A

I IIR R     (151) 

Δίδακε παξαπάλσ, φηη γηα ην ηππηθφ ππνζχζηεκα ησλ Βνπγηνπθιάθε Μαξηφιε 

παξάγεη θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, φπσο θαη απηφ ηνπ Βαζηιάθε. Ο .Βαζηιάθεο 

έδεημε, φηη γηα λα ππάξρεη έλα ηέηνην ζχζηεκα πξέπεη λα ηζρχεη: 

 11 22

max max

A A

I IIR R     (152) 
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Με άιια ιφγηα γηα λα είλαη γξακκηθή ε w-r ζρέζε ζε έλα ζχζηεκα παξαγσγήο a la 

Βαζηιάθεο πξέπεη λα έρεη έλα πξφηππν ιφγν ίζν κε ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ 

κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο, κε άιια ιφγηα: 

 IIR R  (153) 

χκθσλα ινηπφλ κε ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ ησλ Βνπγηνπθιάθε Μαξηφιε, 

εηζάγεηαη έλα ηππηθφ εκπφξεπκα ηεο κνξθήο: 

 z Q u   (154) 

φπνπ Q φπσο ζα δνχκε ζηελ ζπλέρεηα είλαη ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Βαζηιάθε, ελψ 

ην u είλαη φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο ηνπ Miayo, έλα δηάλπζκα 

θάζεην ζε απηφ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο θαη γηα ηελ παξαγσγή ηνπ νπνίνπ απαηηείηαη 

κεδεληθή πνζφηεηα εξγαζίαο. Με άιια ιφγηα ηζρχεη: 

 0pu   (155) 

 0u   (156) 

Δίδακε θαη ζην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miayo, φηη γηα λα είλαη ε w-r ζρέζε γξακκηθή, 

πξέπεη λα ηζρχεη: 










 bwzAI
R

r
rAI

R

r
p ])[1()]1([

maxmax

 

 

 
max

max max

[ (1 )] (1 ) [ ]
r r

p I A R z p I A z w z
R R

       (157) 

Καηά ζπλέπεηα γηα λα είλαη ε w-r ζρέζε γξακκηθή πξέπεη λα ηζρχεη, φπσο θαη ηζρχεη 

ε: 

 max[ (1 )] 0p I A R z    (158) 

Αλ ηεζεί εμσγελψο ε ηηκή ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο, ίζε 

κε ηελ πνζφηεηα δσληαλήο εξγαζίαο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ παξαγσγήο θαη 

απηή κε ηελ ζεηξά ηεο ηεζεί ίζε κε ηελ κφλαδα, αλ δειαδή ηζρχεη: 

  

 [ ] 1p I A b q    (159) 

Σφηε γηα ηελ w-r ζρέζε ηζρχεη: 
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 1
II

r
w

R
   (160) 

Σέινο γηα ηελ ηηκηαθή έληαζε θεθαιαίνπ ηζρχεη: 

 
1

z

II

K
R

  (161) 

Δίλαη δειαδή μεθάζαξν φηη κε ηελ ηππνπνίεζε κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα ησλ Μαξηφιε 

θαη Βνπγηνπθιάθε πξνθχπηεη έλα πξφηππν ζχζηεκα, ην νπνίν ζπλεπάγεηαη αθελφο 

κηα γξακκηθή w-r θαη αθεηέξνπ έλαλ πξφηππν ιφγν ίζν κε ην κέγηζην πνζνζηφ 

θέξδνπο ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο. 

πγθεθαιαηψλνληαο κπνξνχκε λα πνχκε, φηη ηα βαζηθά ηππηθά εκπνξεχκαηα είλαη 

δχν, απηά ησλ Sraffa θαη Miayo, αθνχ απηά ησλ Βαζηιάθε θαη Μαξηφιε απνηεινχλ 

κία γελίθεπζε ησλ παξαπάλσ ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο 

παξαγσγήο. 
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6 Η δηακάρε ηωλ δύν Cambridge 

 

Οη λενξηθαξδηαλνί, ζηα πιαίζηα γξακκηθψλ ηερληθψλ παξαγσγήο
131

, εμεηάδνπλ ηελ 

ζρέζε κεηαμχ ησλ κηζζψλ, ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο θαη ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ ηηκψλ. Με 

άιια ιφγηα εμεηάδνπλ ην ζχζηεκα ησλ ζρεηηθψλ ηηκψλ ζε ζπλάξηεζε φρη κφλν κε 

ηερλνινγηθνχο παξάγνληεο, αιιά θαη κε ηελ δηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο. Έηζη θάλνπλ 

κηα εθ λένπ δηαθνξνπνίεζε ζηα  εκπνξεχκαηα, φπσο ν Ricardo, δειαδή ζε απηά ε 

αμία ησλ νπνίσλ θαζνξίδεηαη απφ ηελ ζπαληφηεηα θαη ζε απηά πνπ ε αμία ηνπο 

θαζνξίδεηαη απφ ηελ δσληαλή εξγαζία πνπ εκπεξηέρνπλ άκεζα θαη έκκεζα. 

Οη λενξηθαξδηαλνί πίζηεπαλ φηη έρνπλ θαηαξξίςεη ηελ έλλνηα ηεο αζξνηζηηθήο 

ζπλάξηεζεο  θαη ην νηθνδφκεκα ησλ παξαδνζηαθψλ θακππιψλ δήηεζεο γηα 

θεθαιαηνπρηθά αγαζά θαη εξγαζία
132

. Πίζηεπαλ φηη κε ηνλ ηξνπν απηφ ε ζεσξία ηεο 

νξηαθήο παξαγσγηθφηεηαο ηεο αμίαο θαη ηεο θαηαλνκήο επίζεο θαηαξξηπηφηαλ. 

Σα θαηλφκελα ηνπ re-switching θαη ηνπ capital reversing
133

 παξαηεξήζεθαλ γηα 

πξψηε θνξά απφ ηελ Joan Robinson (1953-4), ηνλ Champernowne (1953-4) θαη ηνλ 

Sraffa ην 1960.  Σα δχν παξαπάλσ θαηλφκελα, ζπλεπάγνληαη, φηη ε ίδηα θπζηθή 

πνζφηεηα θεθαιαηνπρηθψλ αγαζψλ είλαη δπλαηφλ λα έρεη παξαπάλσ απφ κηα ηηκή. 

Με ηνλ ηξφπν απηφ ε νπηηθή ηεο νηθνλνκηθήο ζεσξίαο κεηαηνπίδεηαη ζε κηα , a la 

Ricardo ζέζε. Οη λενξηθαξδηαλνί επηηίζεληαη θπξίσο κε ηνλ Sraffa ζηελ ζεσξία ηεο 

νξηαθήο παξαγσγηθφηεηαο θαη ζηελ λενθιαζηθή ζεσξία ελ γέλεη. 

Αληίζεηα ε Joan Robinson, κεηαθίλεζε ην ελδηαθέξνλ ηεο ζε δεηήκαηα πνπ σο ηφηε 

ζεσξνχληαλ δεπηεξεχνληα. Έηζη αλαδήηεζε ηηο δπλάκεηο (παξάγνληεο) πνπ 

επεξεάδνπλ ηελ νηθνλνκηθή κεγέζπλζε ηφζν ηεο εξγαζίαο φζν θαη ηνπ θεθαιαίνπ θαη 

θαη’ επέθηαζε ηεο νηθνλνκίαο ελ γέλεη. Δπηπιένλ εξεχλεζε πσο ε ηερλνινγηθή 

εμέιημε επεξεάδεη ηελ αλαθχθιεζε ηνπ θεθαιαίνπ, ηελ θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο 

θαη θαη’ επέθηαζε ηελ επηινγή ηεο ηερληθήο παξαγσγήο, πνπ ζε ηειεπηαία αλάιπζε 

θαζνξίδεη θαη ηελ επελδπηηθή ζπκπεξηθνξά. 

                                                           
131

 πνπ (αλά)παξάγνληαη εκπνξεχκαηα κέζσ εκπνξεπκάησλ 

132
 Βι. G.Harcourt (1972) ζει.119 

133
 Με ηνλ φξν capital reversing, ελλνχκε ηελ θαηάζηαζε φπνπ ε αμία ηνπ θεθαιαίνπ έρεη κηα 

κνλφηνλε ζπκπεξηθνξά σο πξνο ην πνζνζηφ θέξδνπο, έηζη ψζηε ηερληθέο κηθξφηεξεο έληαζεο 

θεθαιαίνπ, λα ζρεηίδνληαη κε ρακειφηεξν πνζνζηφ θέξδνπο. Γειαδή κε άιια ιφγηα είλαη δπλαηφλ κηα 

ηερληθή κε κηθξφηεξν βαζκφ κεραλνπνίεζεο, λα ζρεηίδεηαη κε έλα πςειφηεξν πνζνζηφ θέξδνπο. Σελ 

αληίζηξνθε απηή ζρέζε ε Joan Robinson, ηελ νλφκαζε “perverse” relation. 



130 
 

Σν πξψην εγρείξεκα ηεο Joan Robinson ήηαλ λα βξεη κηα κνλάδα κέηξεζεο, ζχκθσλα 

κε ηελ νπνία ην θνηλσληθφ ή ζπλνιηθφ θεθάιαην
134

 , κπνξεί λα αζξνηζηεί ζε έλαλ 

αξηζκφ. Καηά ζπλέπεηα θαηαζθεπάδεηαη έλα κνληέιν,  a la Sraffa, φπνπ παξάγεηαη κηα 

εθξνή, κε ηελ ρξήζε (αλα)παξαγφκελνπ θεθαιαίνπ θαη εξγαζίαο θαη ζηελ νπνία ηα 

κεξίδηα ησλ θεξδψλ ζην ζπλνιηθφ εηζφδεκα θαη ην πνζνζηφ θέξδνπο, θαζνξίδεηαη 

απνθιεηζηηθά απφ ηερλνινγηθά θξηηήξηα. 

Γηα  ηελ Joan Robinson απηφ ήηαλ φκσο αδχλαην λα ζπκβεί, αθφκα θαη ζηελ 

απινπζηεπκέλε πεξίπησζε ηεο κε κεγεζπλφκελεο νηθνλνκίαο. Πην ζπγθεθξηκέλα 

ήηαλ αδχλαηνλ λα βξεζεί κηα κνλάδα κέηξεζεο ηνπ θεθαιαίνπ, ζχκθσλα κε ηελ 

νπνία ε αμία ηνπ θεθαιαίνπ λα είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο. 

Δπηπιένλ ε αμία κηαο θπζηθήο πνζφηεηαο θεθαιαίνπ δχλαηαη λα δηαθέξεη, ζε δχν 

δηαθνξεηηθέο θαηαζηάζεηο ηζνξξνπίαο. 

Ο D. Champernowne δέρηεθε ηελ νπηηθή ηεο Joan Robinson γηα ην αδχλαην ηεο 

κέηξεζεο ηνπ θεθαιαίνπ. Ακθηζβήηεζε φκσο ηελ δπλαηφηεηα χπαξμεο κηαο 

θαηάζηαζεο, φπνπ ε ίδηα θπζηθή πνζφηεηα θεθαιαίνπ κπνξεί λα έρεη δηαθνξεηηθή 

αμία ζε δπν δηαθνξεηηθέο θαηαζηάζεηο ηζνξξνπίαο. Παξφια απηά ,ν Champernowne 

πξνζπάζεζε λα βξεί κηα κνλάδα θεθαιαίνπ πνπ ζα ηθαλνπνηνχζε θαη ηα δπν 

εγρεηξήκαηα ηεο J. Robinson. 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά νη λενθιαζηθνί είραλ ζαλ ζηφρν ηελ ππεξάζπηζε ηεο 

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο,αθήλνληαο, κε εμαηξεηηθά απιά παξαδείγκαηα, 

άζηθηε ηελ ζεσξία ηεο νξηαθήο παξαγσγηθφηεηαο, ε νπνία θαη ζχκθσλα κε απηνχο 

δελ έρεη λα θάλεη κε ηελ χπαξμε ή κε κηαο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο. Σν 

ζηνίρεκα γηα ηνπο λενθιαζηθνχο ήηαλ λα κπνξέζνπλ ηα λενθιαζηθά κνληέια 

παξαγσγήο, πνπ παξάγνπλ έλα εκπφξεπκα, λα ζηαζνχλ θαη θάησ απφ ηηο 

λενξηθαξδηαλέο ππνζέζεηο, νη νπνίεο γηα ηνλ Harcourt(1972) ήηαλ πεξηζζφηεξν 

ξεαιηζηηθέο. Σφζν γηα ηνλ Sollow φζν θαη γηα ηνλ Samuelson, ηα εηεξνγελή 

θεθαιαηνπρηθά αγαζά, κπνξνχλ λα αλαιπζνχλ κε κνληέξλεο ηερληθέο γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Με ηνλ ηξφπν απηφ πξνζπαζνχλ λα μεδηαιχλνπλ ηηο δπλάκεηο πνπ 

θαζνξίδνπλ ηελ δηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο, ηνπο ηξφπνπο αλαθχθιεζεο ηνπ 
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 Βι G.Harcourt (1972) θαζψο θαη Avi J. Cohen and G. C. Harcourt, (2003) 
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θεθαιαίνπ, ηελ νηθνλνκηθή κεγέζπλζε θαη ελ ηέιεη ηελ επηινγή ηερληθήο. Έηζη, 

επηγξακκαηηθά θαηέιεμαλ ζηα εμήο
135

: 

1. ππάξρεη κηα αληίζηξνθε ζρέζε κεηαμχ πνζνζηνχ θέξδνπο θαη έληαζεο 

θεθαιαίνπ 

2. ππάξρεη κηα αληίζηξνθε ζρέζε κεηαμχ πνζνζηνχ θέξδνπο θαη θαηά θεθαιήλ 

θαηαλάισζεο 

3. ζε ζπλζήθεο ηέιεηνπ αληαγσληζκνχ, ε θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο κπνξεί λα 

εμεγεζεί, ηφζν απφ ηα νξηαθά πξντφληα, φζν θαη απφ ηελ πξνζθνξά ησλ 

ηερλνινγηθψλ ζπληειεζηψλ
136

. 

Ο Samuelson ζην [1966
α
] ζπλνςίδεη ηελ ζπδήηεζε γχξσ απφ ην reswitching θαη 

εκκέζσο δέρεηαη ηελ θξηηηθή ησλ Νέν-θεπλζηαλψλ (Νενξηθαξδηαλψλ). ην Samuelson 

[1962] εξγάζηεθε γηα ηελ «ππεξάζπηζε» ηεο κεζνδνινγίαο θαη ηεο αλάιπζεο ηνπ 

Sollow γχξσ απφ ηηο αζξνηζηηθέο ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο.  θνπφο ηεο εξγαζίαο ηνπ 

ήηαλ λα δείμεη, φηη ζηα πιαίζηα κηαο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο, είλαη 

δπλαηφλ κε έλα απιφ θαη εληαίν (νκνγελέο) κέγεζνο, ην νπνίν νλνκάδεη θεθάιαην, λα 

παξάμεη κηα ζπλνιηθή εθξνή ζε ζπλδηαζκφ κε ηελ εξγαζία. 

Σν 1965, ν Levhari, ππνζηήξημε, φηη είλαη δπλαηφ, λα εκθαληζηεί ην θαηλφκελν ηνπ 

reswitching, ζε έλαλ κφλν ηνκέα παξαγσγήο κέζσλ παξαγσγήο, θαη φρη ζην ζχλνιν 

ηεο νηθνλνκίαο. Σν ηειεπηαίν απνδείρηεθε λα είλαη εζθαικέλν –πην θνκςά, φηη ηζρχεη 

κφλν ζε ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηψζεηο- απφ κηα ζεηξά άξζξσλ, κεηαμχ άιισλ ηνπ 

Morishima (1966), ηνπ Passineti (1966) ηεο J.Robinson θαη Naqvi (1967), κε πνην 

ζεκαληηθφ απηφ ηνπ Garegnani(1966).  Σν αλαιπηηθφ πιαίζην ζην νπνίν θηλήζεθαλ 

φινη ήηαλ, κνληέια απιήο παξαγσγήο a la Ricardo-Sraffa, ηα νπνία κέζσ εξγαζίαο 

θαη άιισλ εκπνξεπκάησλ –ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ησλ ίδησλ-  παξάγνπλ έλα 

απιφ εκπφξεπκα γηα θάζε δηαδηθαζία παξαγσγήο. Ζ αλάιπζε ηνπο γηλφηαλ ζηα 

πιαίζηα w-r  ζρέζεσλ γηα δηαθνξεηηθά χςε ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. 
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 O Harcourt (1969) απνθεχγεη ηελ ρξήζε ηεο αληίζηξνθεο ζρέζεο, θαη αλη’ απηνχ ρξεζηκνπνηεί ηελ 

έθθξαζε «ππάξρεη κηα ζχλδεζε κεηαμχ ρακειφηεξνπ πνζνζηνχ θέξδνπο θαη…» 
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 ην ζπκπέξαζκα απηφ νη λενθιαζηθνί νηθνλνκνιφγνη θαηαιήγνπλ, εξγαδφκελνη ζηα πιαίζηα 

κνληέισλ γεληθήο ηζνξξνπίαο. Καηά ζπλέπεηα, λενθιαζηθά εηπσκέλα, νη ηηκέο ησλ παξαγσγηθψλ 

ζπληειεζηψλ θαη θαηά ζπλέπεηα ε θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο θαζνξίδεηαη ζηα πιαίζηα ησλ κνληέισλ 

απηψλ. 
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Καη νη δχν πιεπξέο εμέηαζαλ κνληέια κε εηεξνγελέο θεθάιαην, ζηα νπνία θάζε 

ηερληθή δελ επηηξέπεη ηελ ππνθαηάζηαζε κεηαμχ ησλ ζπληειεζηψλ (ζπλαξηήζεηο 

παξαγσγήο a la Leontief). 

Μηα ζχλνςε ηεο παξαπάλσ ζπδήηεζεο έξρεηαη λα επαλαθέξεη, αιιά θαη λα 

απνδνκίζεη εθ ησλ πζηέξσλ, ν L.Passineti κε κηα αλαθνξά ηνπ ην 2003. 

Αλαγλσξίδεη φηη απφ ην 1966 ε Joan Robinson, ήξζε ζε δηέλεμε κε ηνλ R.Sollow. 

Πεδίν ηεο δηέλεμεο ήηαλ ην ηειεπηαίν θεθάιαην ηνπ βηβιίνπ ηνπ P.Sraffa (1960), ζην 

νπνίν έδεημε φηη ε ίδηα ηερληθή παξαγσγήο, κπνξεί λα είλαη ε πιένλ θεξδνθφξα, ζε 

πνιιά ζεκεία ζηελ w-r θακπχιε
137

. Σν ηειεπηαίν αληηβαίλεη ζηε λενθιαζηθή 

παξαδνρή, κηαο κνλφηνλα θζίλνπζαο ζρέζεο κεηαμχ «θεθαιαίνπ» θαη ηεο ηηκήο 

ηνπ
138

. 

Αξρηθά ν Samuelson πξνζπάζεζε λα θαηαζθεπάζεη ηελ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε 

παξαγσγήο.  ηελ ζπλέρεηα καδί κε ηνλ Levhari, ην εμέιημε ζε έλα “Non-switching 

Theorem”
139

, ην νπνίν αθελφο ζα γελίθεπε ηελ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο θαη 

αθεηέξνπ ζα απνδείθλπε ην εζθαικέλν ησλ ζπκπεξαζκάησλ ηνπ Sraffa. 

Ο Pasinetti ην 1965 ζηα πιαίζηα ηνπ 1
st
 World Congress of the Econometric Society 

πνπ έγηλε ζηελ Ρψκε, απέδεημε ην εζθαικέλν ηνπ “Non-switching Theorem” ησλ 

Levhari θαη Samuelson. Σν εζθαικέλν ηνπ ζεσξήκαηνο αλαγλψζαλ  θαη νη Levhari 

θαη Samuelson κε θνηλφ ηνπο άξζξν ην 1966
140

. 

ηελ ζπλέρεηα νη Νενθιαζηθνί Οηθνλνκνιφγνη, ζηα πιαίζηα ζπζηεκάησλ γεληθήο 

ηζνξξνπίαο, πξνζπαζνχζαλ θαηά ηνλ Pasinetti, λα ζπγθαιχςνπλ ηα θαηλφκελα ηνπ 

reswitching
141

 θαη ηνπ capital reversing, ηα νπνία επζχλνληαη γηα πνιιέο δπζθνιίεο 

θαζψο θαη γηα ηελ αζηάζεηα ησλ ιχζεσλ ζηα κνληέια απηά. 

Ζ εζσηεξηθή αληίθαζε ησλ κνληέισλ απηψλ, είλαη ν ηξφπνο πνπ κεηξηέηαη ην 

θεθάιαην θαη ην γεγνλφο, φηη ην ζπλνιηθφ θεθάιαην θαη ε ηηκή (ακνηβή) ηνπ είλαη κηα 
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 Υσξίο λα είλαη αλαγθαίν ηα ζεκεία απηά λα είλαη ζπλερφκελα 

138
 Αξρηθά αθφκα θαη ε Joan Robinson ζχκθσλα κε ηνλ Passineti (2003) αγλννχζε ηελ ζεκαζία ησλ 

απνηειεζκάησλ ηεο αλάιπζεο ηνπ Sraffa, ζε αληίζεζε κε ηνλ Samuelson, ν νπνίνο ην 1962 ην 

εληφπηζε. 
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 Passineti (2003) ζει.227  

140
 Samuelson (1966b) 

141
 Βι.Bruno M./Burmeister E/Sheshinski (1966), Hatta(1976), Dorfman R/Samuelson P./ Sollow R 

(1958) 
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κνλφηνλε ζρέζε. Ζ αληίθαζε απηή θαηά ηνλ Pasinetti
142

, έρεη λα θάλεη ηφζν κε ηηο 

βαζηθέο παξαδνρέο ηεο λενθιαζηθήο ζεσξίαο ηνπ θεθαιαίνπ, φζν θαη κε ηα ζχγρξνλα 

κνληέια ελδνγελνχο κεγέζπλζεο. 

Ζ παξαπάλσ αληίθαζε ηεο λενθιαζηθήο ζεσξίαο, ήηαλ ηθαλή γηα ηνλ Sraffa, λα 

«γθξεκίζεη» νιφθιεξν ην λενθιαζηθφ νηθνδφκεκα. 

Απφ ηελ άιιελ ν F.Fisher
143

, ζπλερίδνληαο ηελ λενξηθαξδηαλή θξηηηθή, πηζηεχεη φηη ε 

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο κπνξεί λα ππάξμεη, αιιά κφλν ζε ζπγθεθξηκέλεο 

θαη απίζαλεο πεξηπηψζεηο. Σν βαζηθφ εξψηεκα πνπ ζέηεη είλαη, εάλ ππάξρεη θάπνην 

ζχζηεκα άζξνηζεο  ηνπ θεθαιαίνπ θαη θαηά ζπλέπεηα  ησλ ζπλαξηήζεσλ παξαγσγήο, 

αλάκεζα ζηηο δηάθνξεο εηαηξίεο. Σν ηειεπηαίν ζέηεη ππφ ακθηζβήηεζε ηνπο 

λενθιαζηθνχο «νξηζκνχο» γηα ην θεθάιαην, ηελ εξγαζία ηελ επέλδπζε. 

Καηά ζπλέπεηα ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο θαη ην ζπλνιηθφ (αζξνηζηηθφ) 

θεθάιαην δελ κπνξνχλ λα ππάξμνπλ ζηελ γεληθή πεξίπησζε
144

. 

πλερίδνληαο
145

 ππνζηεξίδεη, φηη γηα λα κπνξέζεη λα ππάξμεη κηα αζξνηζηηθή 

ζπλάξηεζε παξαγσγήο, απνπζία δηαδηθαζίαο βειηηζηνπνίεζεο, πξέπεη νη 

κηθξννηθνλνκηθέο ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο ησλ επηκέξνπο παξαγσγψλ-

θαπηηαιηζηψλ
146

 λα είλαη δηαρσξίζηκεο σο πξνο ηελ εξγαζία θαη ην «θεθάιαην». 

Δπηπιένλ γηα λα ππάξμεη κηα αζξνηζηηθή εθξνή είλαη απαξαίηεην φιεο νη εηαηξίεο λα 

παξάγνπλ φιεο ηηο δπλάκελεο εθξνέο ζηηο ίδηεο αλαινγίεο. 

Απφ ηελ άιιελ νη J. Felipe θαη J.S.L McCombie
147

, ππνζηεξίδνπλ, φηη ην γεγνλφο φηη 

ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο έρεη ακθηζβεηνχκελεο βάζεηο, δελ κπνξεί λα 

«λνκηκνπνηεζεί» ζην γεγνλφο, φηη κπνξεί λα δίλεη κηα ζπλεπή ζηαηηζηηθή 
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 Passineti (2003) ζει.228 

143
 F.Fisher (2003) ζει.228 

144
 πσο έρεη δείμεη θαη ν B. Schefold (2009) είλαη δπλαηφλ λα ππάξμνπλ θαη «Approximate Surrogate 

Production Functions», ζπλαξηήζεηο πνπ δχλαληαη λα εκθαλίζνπλ κηα ζρεδφλ γξακκηθή w-r θακππιε, 

ζηελ πεξίπησζε χπαξμεο θαλνληθψλ (random) ζπζηεκάησλ παξαγσγήο , νη ηδηνηηκέο ησλ νπνίσλ–

εθηφο ηεο κέγηζηεο-, ηείλνπλ  ζην κεδέλ (Bidard θαη Schatteman (2001)), φζν ην κέγεζνο (δηαζηάζεηο 

ηνπο) απμάλνληαη. 

145
 F.Fisher (2003) ζει.229 

146
 Οη νπνίεο φπσο είλαη απηνλφεην κεηαβαίλνληαο ζε έλα καθξννηθνλνκηθφ επίπεδν, πεξηγξάθνληαη 

απφ κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο. 

147
 J. Felipe θαη J.S.L McCombie (2003) ζει.229 
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ζπκπεξηθνξά, φηαλ ειέγρεηαη εκπεηξηθά. Σν παξάδνμν απηφ εληνπίδεηαη ζηνπο 

εηζνδεκαηηθνχο πεξηνξηζκνχο, ζηνπο νπνίνπο δελ εκπεξηέρνληαη ππνζέζεηο γηα ηελ 

ζπλάξηεζε παξαγσγήο (αζξνηζηηθήο) πνπ ππάξρεη ζην παξαζθήλην, ε νπνία ζε 

ηειεπηαία αλάιπζε δελ ηζρχεη. 

ηα λενθιαζηθά κνληέια γίλνληαη νη γλσζηέο ππνζέζεηο: 

1. Σελ παξαγσγή ηελ ραξαθηηξίδνπλ ηαζεξέο Απνδφζεηο Κιίκαθαο 

2. Ζ πξνζηηζέκελε αμία (θαζαξφ πξντφλ) θάζε ηνκέα είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

κηζζψλ θαη ησλ ζπλνιηθψλ θεξδψλ (ππεξπξντφληνο). Σν ηειεπηαίν έρεη σο 

απνηέιεζκα νη ειαζηηθφηεηεο ησλ παξαγσγηθψλ ζπληειεζηψλ λα είλαη 

ζηαζεξέο θαη ίζεο κε ηα κεξίδηα ησλ παξαγσγηθψλ ζπληειεζηψλ ζηελ 

παξαγσγή 

3. Οη πξαγκαηηθνί κηζζνί απμάλνληαη θαηά έλα ζηαζεξφ πνζνζηφ 

4. Καη ε θάζε εηαηξία ζέηεη ηηκέο, εθθξαζκέλεο ζε θφζηε κνλαδηαίαο εξγαζίαο, 

έηζη ψζηε ηα κεξίδηα ησλ παξαγσγηθψλ ζπληειεζηψλ ζηελ παξαγσγή λα είλαη 

ζηαζεξά 

ηα πιαίζηα ινηπφλ κηαο ζπλάξηεζεο  Cobb Douglas, νη ειαζηηθφηεηεο ησλ εθξνψλ, 

είλαη ίζεο κε ηα κεξίδηα ησλ παξαγσγηθψλ ζπληειεζηψλ ζηελ ζπλνιηθή παξαγσγή
148

. 

Έηζη γηα ηνπο J.Felipe θαη J.S.L McCombie
149

 ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο, 

δελ είλαη ζε ηειεπηαία αλάιπζε κηα ζπλάξηεζε παξαγσγήο, αιιά ν εηζνδεκαηηθφο 

πεξηνξηζκφο επαλεθθξαζκέλνο ζε φξνπο ησλ παξαπάλσ ππνζέζεσλ. 

Δπνκέλσο βάζεη ησλ παξαπάλσ ν ππνινγηζκφο ηεο αμίαο ηεο εθξνήο κηαο 

αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο ζα επηβεβαηψλεηαη ζηαηηζηηθά, βάζεη ησλ 

παξαπάλσ πξνυπνζέζεσλ. κσο αλ θάπνηα απφ ηηο παξαπάλσ πξνυπνζέζεηο δελ 

ηζρχεη απζηεξά, ηφηε είλαη δπλαηφλ εμαηηίαο απηνχ, λα εκθαλίδνληαη αχμνπζεο 

απνδφζεηο θιίκαθαο γηα λα ππνινγηζηεί ε αμία ηεο εθξνήο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Αληίζεηα, γηα ηνλ R.Greenfield
150

 ηα παξαπάλσ παξάδνμα, θάζε άιιν παξά παξάδνμα 

είλαη. 
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 J. Felipe θαη J.S.L McCombie (2003) ζει.230 

150
 R.Greenfield (2003) ζει 231 



135 
 

Ο R.Greenfield έρεη σο αθεηεξία ην παξάδεηγκα ηνπ Samuelson κε ηελ παξαγσγή 

ζακπάληαο, φπνπ ππάξρνπλ δχν ελαιιαθηηθέο ηερληθέο παξαγσγήο θαη εκθαλίδεηαη ην 

θαηλφκελν ηνπ reswitching. 

ηελ πεξίπησζε φπνπ κηα ηερληθή είλαη πεξηζζφηεξν εληαηηθή σο πξνο ηελ ρξήζε 

θεθαιαίνπ απφ ηελ άιιε. Σν θνκβηθφ ζεκείν γηα ηνλ Greenfield είλαη, φηη φπνηα θαη 

αλ είλαη ε πεξηζζφηεξν εληαηηθή σο πξνο ηελ ρξήζε θεθαιαίνπ ηερληθή, ζα παξακέλεη 

ε πιένλ εληαηηθή γηα θάζε πνζνζηφ θέξδνπο. Σν ηειεπηαίν κάιηζηα ην δηθαηνινγεί κε 

ηνλ ηζρπξηζκφ φηη «tons of steel are tons of steel». 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ ππνζηεξίδεη ηελ νξζφηεηα
151

, ησλ ζπκπεξαζκάησλ ηνπ Yeager 

(1976).  Τπνζηεξίδεη κάιηζηα φηη ην παξάδνμν, πνπ εληνπίδνπλ νη Νενξηθαξδηαλνί 

θαη Νενθεπλζηαλνί νηθνλνκνιφγνη, ζηελ νπζία πνηέ δελ ππήξμε. Γηα απηφλ ην 

πνζνζηφ θέξδνπο, θαζνξίδεη ηελ πνζφηεηα ηνπ ζπάληνπ ζπληειεζηή πνπ αξρηθά νη 

Tourgot θαη κεηέπεηηα ν G.Cassel νλφκαζαλ «waiting for capital through time» θαη 

«capital disposal». 

Ο Greenfield  ζέηεη ην εξψηεκα, γηαηί φηαλ έλα ρακειφηεξν πνζνζηφ θέξδνπο 

ζπλεπάγεηαη ηελ αιιαγή ζε κηα άιιε ηερληθή παξαγσγήο, πνπ είλαη πεξηζζφηεξν 

θεξδνθφξα, νη λενξηθαξδηαλνί βαζηδφκελνη κάιηζηα ζε κε νηθνλνκηθά θξηηήξηα , 

ζεσξνχλ ηελ αιιαγή απηή παξάδνμν. 

Σέινο εληνπίδεη κηα εζσηεξηθή αληίθαζε, ζχκθσλα κε απηφλ, ησλ λενξηθαξδηαλψλ 

νηθνλνκνιφγσλ, φηη ζε ηειεπηαία αλάιπζε ην θεθάιαην αλαιχεηαη απφ κφλν ηνπ ζε 

εξγαζία. Βάζεη ηνπ ηειεπηαίνπ πηζηεχεη φηη κνλάδα κέηξεζεο ηνπ θεθαιαίνπ είλαη ε 

εξγαζία. 

ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά νη ζέζεηο ησλ ζεκαληηθφηεξσλ πξνζψπσλ 

ζηελ ελ ιφγσ δηέλεμε 

. 

6.1 P.Garegnani 

 

Σν άξζξν ηνπ Garegnani, απνηειεί κηα θξηηηθή ζην πξνεγνχκελν άξζξν ηνπ D. 

Levhari  “A non Substitution Theorem and Switching of techniques (1965)”. ην ελ 
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ιφγσ άξζξν, ν βαζηθφο ηζρπξηζκφο ηνπ Levhari είλαη φηη ζε κηα νηθνλνκία πνπ 

δηαζέηεη θαη ελαιιαθηηθέο κεζφδνπο παξαγσγήο, είλαη αδχλαηνλ λα εκθαλίδνληαη ην 

θαηλφκελν ηνπ reswitching
152

. 

O P. Garegnani ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ίδηεο ηηο ππνζέζεηο ηνπ Levhari, πξνζπαζεί λα 

απνδείμεη, φηη είλαη απνιχησο δπλαηή ε χπαξμε ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ reswitching, 

ρξεζηκνπνηψληαο θαη έλα αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 

. 

6.1.1  Τπνζέζεηο 

 

Αλαθέξνπκε ηηο ππνζέζεηο ηνπ Levhari (θαη θαη΄ επέθηαζε ηνπ P. Garegnani): 

 Παξάγνληαη εκπνξεχκαηα κέζσ εκπνξεπκάησλ θαη δσληαλήο εξγαζίαο. Σν 

θεθάιαην είλαη θπθινθνξνχλ. Ζ παξαγσγή είλαη απιή θαη θπζηθά 

παξαγσγηθή. Δπηπιένλ νη κηζζνί πξνθαηαβάιινληαη. 

 Παξάγνληαη n εκπνξεχκαηα, ηα νπνία κπνξνχλ λα παξαρζνχλ απφ kj 

ελαιιαθηηθέο γηα ην θαζέλα δηαδηθαζίεο παξαγσγήο. πλεπψο παίξλνπκε 

k1xk2x…xkj ελαιιαθηηθά, ηεηξάγσλα (δηαζηάζεσλ nxn) ζπζηήκαηα απιήο 

παξαγσγήο. 

 Οξίδνληαη νη κήηξεο ησλ εηζξνψλ ζε κέζα παξαγσγήο δηαζηάζεσλ nxm, γηα 

ηα ζπζηήκαηα Α, Β, Α=[aij]≥0 θαη Β=[bij]≥0 

 Δπηπιένλ νξίδεηαη ην 1xm δηάλπζκα ℓ ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή άκεζε 

εξγαζία, αλά κνλάδα παξαγφκελνπ εκπνξεχκαηνο θαη ην 1xm δηάλπζκα ησλ 

ηηκψλ παξαγσγήο p ησλ εκπνξεπκάησλ. 

 Οη κήηξεο Α θαη Β είλαη κε δηαζπψκελεο 

 Οξίδνληαη ηα βαζκσηά w θαη r πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ην νλνκαζηηθφ 

σξνκίζζην, θαη ην πνζνζηφ θέξδνπο 

 Οη νλνκαζηηθνί κηζζνί θαη νη ηηκέο παξαγσγήο κεηξνχληαη ζε φξνπο ελφο 

νπνηνπδήπνηε εκπνξεχκαηνο, ηέηνηνπ ψζηε: γηα 0≤r≤R:  
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 Οη ζέζεηο ηνπ D.Levhari, ζα εμεηαζηνχλ εθηελέζηεξα ζηελ ζπλέρεηα ζηα πιαίζηα ηεο εμέηαζεο ηνπ 

αιγνξχζκνπ ηεο αγνξάο ζηα πιαίζηα ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο. 
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 0
dp

dr
  θαη 0

dw

dr
 . Γειαδή ην ζχζηεκα παξαγσγήο πνπ εμεηάδνπκε είλαη 

νκαιά ζπκπεξηθεξφκελν. 

 

(ρήκα1)      (ρήκα 2) 

Ο Levhari, θαη θαη επέθηαζε ν Garegnani παίξλεη ζαλ κέηξν ησλ ηηκψλ ην 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην (w=1). 

 To θξηηήξην επηινγήο ηερληθήο ηνπ Levhari είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

θφζηνπο. Με άιια ιφγηα επηιέγεηαη εθείλε ε ηερληθή, ε νπνία ζε φξνπο ηεο 

ηερληθήο πνπ αληηθαζηζηά, γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο, ζπλεπάγεηαη 

κηθξφηεξν θφζηνο. Με καζεκαηηθνχο φξνπο: 

(1+r)[ℓA+pBA]≤(1+r)[ℓB+pBB]→(1) 

ℓA+pBA≤ ℓB+pBB→ 

pBA- pBB≤ ℓB- ℓA 

 Γηα ηνλ Levhari ππάξρεη έλα δηάλπζκα nx1 δηαζηάζεσλ x ηέηνην ψζηε: 

 xj≥0 (2) θαη 
1

0
n

j

j

x


  (3) 

 (Α-Β)x >0 (4.1)  (A-B)x<0 (4.2) (A-B)x=0 (4.3) 

Καη’ αξρήλ ν Garegnani ζέηεη ππν ακθηζβήηεζε φηη έλα ηέηνην δηάλπζκα x
*
 

ππάξρεη πάληα. 

Οη Levhari-Garegnani απφ ηελ ζρέζε 1 θαηαιήγνπλ κέζσ ηεο (2) θαη ηεο (3) 

ζηελ : 

ς( r )= p(A-B)x
* 
(5). Απφ ηελ ππνζέζεηο γλσξίδνπκε φηη: 
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0
dp

dr
 . 

Γηα ην (Α-Β) x
*
 ηζρχεη γηα ηελ (5): 

 Αλ 0
d

dr


 , ηφηε (Α-Β) x

*
>0 

 Αλ 0
d

dr


 , ηφηε (Α-Β) x

*
<0 

 Αλ 0
d

dr


 , ηφηε (Α-Β) x

*
=0 

ην ηειεπηαίν βήκα ηνπ ζπιινγηζκνχ ηνπ ν Levhari, εμεηάδεη ην δήηεκα ηεο 

ελαιιαγήο ησλ ηερληθψλ. χκθσλα κε ηνλ ηειεπηαίν ινηπφλ, αλ γηα δεδνκέλν 

χςνο ηνπ r, έζησ r , 
( )

max0 Ar R  , ε ηερληθή Α είλαη πην θεξδνθφξα απφ ηελ Β θαη 

αλ ην πνζνζηφ θέξδνπο  απμεζεί ζε r ΄ ,
( )

max0 ' Ar r R    νη παξαγσγνί 

ρξεζηκνπνηνχλ ηελ ηερληθή Β. ηελ πεξίπησζε απηή, θαηά ηνλ Levhari: 

ς( r ΄)>ς( r ), δειαδή ε ηερληθή Β είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα απφ ηελ Α, κε 

άιια ιφγηα ζα ηζρχεη ην 

ς( r )>(A-B)x
*
 (φπνπ δειαδή   ) ελψ ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε, φπνπ 

δειαδή  , ζα έρνπκε ς( r ’)<(A-B)x
* 

Ζ ελαιιαγή ηνπ ζπζηήκαηνο  απφ ηελ ηερληθή Α ζηελ ηερληθή Β, κπνξεί κφλν 

ηφηε  λα ηζρπεί φηαλ ς( r ’)> ς( r ). 

πσο πξνυπνζέζακε παξαπάλσ νη ζπλαξηήζεηο ς( r ) είλαη κνλφηνλα 

αχμνπζεο. Δπνκέλσο αλ ην ζχζηεκα κεηαβεί απφ ηελ ηερληθή Α ζηελ ηερληθή Β, 

ζα παξακείλεη ζε απηήλ. Με ηνλ ηξφπν απηφλ ν Levhari «πεηάεη» έμσ απφ ηελ 

ζπδήηεζε ην θαηλφκελν ηνπ reswitching. 

6.1.2 Σα εζθαικέλα πνξίζκαηα ηνπ Levhari θαηά ηνλ Garegnani 

Γηα ηνλ Garegnani ηα ιάζνο πνξίζκαηα ηνπ Levhari είλαη δχν: 

1. ην φηη ην  ς( r ΄)>ς( r ) φηαλ ε    

2. Σν κεγαιχηεξν ζθάικα ηνπ Levhari, θαηά ηνλ Garegnani, είλαη φηη, ππάξρεη 

έλα x
*
: xj≥0 θαη 0

n

j

j

x   
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ην πξψην κέξνο ηεο θξηηηθήο ηνπ ν Garegnani αζρνιέηηαη κε ην πξψην εζθαικέλν 

πφξηζκα. 

Γηα ηνλ Levhari  γηα λα γίλεη ε κεηάβαζε απφ ηελ ηερληθή Α ζηελ ηερληθή Β, πξέπεη 

λα ηζρχεη ην ς( r ΄)>ς( r ). Αληίζεηα γηα ηνλ Garegnani θάηη ηέηνην δελ είλαη 

απαξαίηεην λα ηζρχεη. πσο είπακε ην xj≥0. 

Απφ ηελ ζρέζε (5) φκσο γίλεηαη θαλεξφ φηη γηα λα είλαη ς( r ΄)<ς( r ) ηφηε πξέπεη ζε 

κία ε πεξηζζφηεξεο απφ ηεο ζρέζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο(ζρέζεο) (5) λα ηζρχεη ην <. 

κσο ηίπνηε δελ κπνξεί λα καο εγγπεζεί, φηη ην xj  δελ ζα είλαη κεδεληθφ έηζη ψζηε 

λα νδεγνχκαζηε ζην ς( r ΄)=ς( r ), Σν ηειεπηαίν κάιηζηα θαηά ηνλ Garegnani  

επηηξέπεη ζηνπο παξαγσγνχο (θαη ιφγσ ηεο κνλνηνληθφηεηαο ησλ ς( r ) λα 

κεηαπεδνχλ απφ ηελ ηερληθή Α ζηελ ηερληθή Β θαη ηνχκπαιηλ, 

Έηζη γηα λα ηζρχνπλ ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπ Levhari, πξέπεη ην εκηζεηηθφ δηάλπζκα xj 

λα είλαη ηέηνην ψζηε λα ππάξρεη έλα κε κεδεληθφ επίπεδν δξαζηεξηφηεηαο , ζην νπνίν 

ε Α θαη ε Β λα κελ είλαη ηζάμηεο. Δπνκέλσο νη ζρέζεηο (2) θαη (3) ζα αιιάμνπλ σο 

εμήο: 

xj≥0 

xj>0, j(1,2,3,…,n): 

p( r )(A-B)< ℓB- ℓA 

p( r ’)(A-B)> ℓB- ℓA 

ηελ ζπλέρεηα ν Levhari θάλεη ηελ ππφζεζε, φηη νη κήηξεο Α θαη Β κπνξνχλ λα 

εθιεθζνχλ ζαλ ηηο κήηξεο ησλ εηζξνψλ θαη ησλ εθξνψλ αληίζηνηρα ελφο κνληέινπ a’ 

la von Neumann 

 x
*
: Bx

*
=gAx

*
>0  (7) 

Γηαθξίλνληαη νη εμήο πεξηπηψζεηο (φπνπ g ν πιηθφο ξπζκφο κεγέζπλζεο): 

 Αλ g>1: Bx
*
-Ax

*
>0   (8) 

 Αλ g<1: Bx
*
-gAx

*
<0 (9) 

 Αλ g=1: Bx
*
=gAx

*
    (10) 

Καηά ηνλ Garegnani νη ζρέζεηο (7,8,9,10) θαίλνληαη απζαίξεηεο. Ηδίσο ζηελ 

πεξίπησζε ηεο (9) είλαη απνιχησο δπλαηφλ: 
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1 1

, 1,2,..., : 0
n n

j ij j ij j

j j

x j n a x b x


 

      (11) 

Γειαδή κε άιια ιφγηα είλαη δπλαηφλ λα ηζρχνπλ θαη νη ηξείο πεξηπηψζεηο (>=<). 

Δπνκέλσο, ε παξάγσγε ζεσξία ηνπ κνληέινπ ηνπ von Neumann, δελ δείρλεη λα 

επαιεζεχεη ηελ χπαξμε ελφο xj>0:
1

0
n

j

j

x


  . 

πλνςίδνληαο κπνξνχκε λα επαλαιάβνπκε ελ ζπληνκία ηα απνηειέζκαηα ηεο 

θξηηηθήο ηνπ Garegnani ζηνλ Levhari: 

A. Γελ ππάξρεη θαη’ αλάγθε έλα εκηζεηηθφ δηάλπζκα jx
 ηέηνην ψζηε: 

xj>0:
1

0
n

j

j

x


  

B. Τπάξρεη έλα jx
 πνπ ηθαλνπνηεί ηελ 

1

0
n

j

j

x


  αιιά πεξηέρεη θαη αξλεηηθά 

ζηνηρεία. 

ηελ πξψηε πεξίπησζε ε κνλνηνληθφηεηα ηεο ς( r ) δελ ηζρχεη θαη’ αλάγθε πξάγκα 

πνπ ζεκαίλεη φηη είλαη απνιχησο δπλαηή ε χπαξμε ηνπ θαηλφκελνπ ηνπ reswitching. 

6.1.3 Γεληθόηεξε θξηηηθή ηνπ Garegnani ζηελ λενθιαζηθή ζεωξία 

 

πσο είλαη γλσζηφ θχξην πφξηζκα ηεο λενθιαζηθήο ζεσξίαο είλαη ε αληίζηξνθε 

ζρέζε κεηαμχ έληαζεο θεθαιαίνπ θαη πνζνζηνχ θέξδνπο
153

. Απηή ε ηδηφηεηα έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα ηελ χπαξμε κίαο κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ σο πξνο ηελ 

θεξδνθνξία ηνπο. Σν ηειεπηαίν φκσο απνθιείεη ηελ πεξίπησζε ηνπ reswitching, 

θαζψο ζε λενθιαζηθνχο φξνπο ε ηερληθή ζηελ νπνία ζα επέζηξεθε ην ζχζηεκα ζα 

ήηαλ θαη κηθξφηεξεο έληαζεο θεθαιαίνπ αιιά θαη ιηγφηεξν θεξδνθφξα. Γειαδή ζα 

θαηαιήγακε ζε άηνπν. 

Ο εληνπίδεη απηφ ην παξάδνμν ηεο λενθιαζηθήο ζεσξίαο ζηελ πξνζπάζεηα ησλ 

λενθιαζηθψλ νηθνλνκνιφγσλ λα αληηκεησπίζνπλ ην θεθάιαην ζαλ κηα πξσηαξρηθή 

εηζξνή (δειαδή ζαλ κηα εηζξνή πνπ δελ αιιάδεη κε ηελ θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο). 
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 Με άιια ιφγηα φζν ε έληαζε θεθαιαίνπ ηνπ ζπζηήκαηνο απμάλεηαη, ην πνζνζηφ θέξδνπο κεηνχηαη. 



141 
 

πλ ηνηο άιινηο ν Garegnani εληνπίδεη ην πξφβιεκα ηεο κέηξεζεο ηνπ ζπληειεζηή 

παξαγσγήο θεθάιαην, αθνχ ε ηειεπηαία εμαξηάηαη απφ ηελ κνλάδα κέηξεζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχκε. Δπηπιένλ θαη ή ίδηα ε ηηκή ελφο κέζνπ παξαγσγήο (ηαπηφζεκε 

έλλνηα κε ηελ αμία γηα ηνπο λενθιαζηθνχο) εμαξηάηαη βεβαίσο θαη απφ ηελ δηαλνκή 

ηνπ εηζνδήκαηνο θαη φρη απφ ηελ δηαθνξά πξνζθνξά θαη δήηεζεο, φπσο θαίλεηαη θαη 

απφ ηελ ζρέζε 0
dp

dr
  θαη 0

dw

dr
  

Γειαδή απηφ πνπ πξνζπαζεί λα θάλεη ν Garegnani είλαη λα ρηππήζεη ηελ λενθιαζηθή 

ζεσξεία ζε έλα ζεψξεκα-ππξήλα γηα απηήλ, πνπ δελ είλαη άιιν απφ ην Non-

Substitution Theorem 

6.1.4 Garegnani-Levhari θαη ηππηθά ππνζπζηήκαηα 

 

πλνςίδνληαο κπνξνχκε λα πνχκε φηη απηφ πνπ θάλεη ν Levhari είλαη λα πξνηείλεη 

έλα θαλφλα θαηάηαμεο ηερληθψλ παξαγσγήο, βαζηδφκελνο ζην cost minimization  

criterion. Αθνινπζψληαο κηα ινγηθή παξφκνηα κε απηή ηνπ von Neumann πξνζπαζεί 

λα θαηαιήμεη ζε κία ηερληθή, πνπ δελ απνθέξεη ππεξθέξδε, απιά κεηαβάιινληαο ην 

δηάλπζκα δξαζηεξηνηήησλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Έηζη πξνηείλεη ηελ χπαξμε ελφο 

εκηζεηηθνχ επηπέδνπ δξαζηεξηνηήησλ ην νπνίν κεγηζηνπνηεί ηελ ζπλάξηεζε ησλ 

ππεξθεξδψλ ς( r ) ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Καηά ηνλ Levhari νη πξναλαθεξζείζεο ζπλαξηήζεηο ς( r ) γηα θάζε ηερληθή είλαη 

κνλφηνλα αχμνπζεο  θαη ηέηνηεο ψζηε λα απνθιείεηαη ε πεξίπησζε επαλαθνξάο ηνπ.  

Ο Garegnani ακθηζβεηεί ηφζν ην γεγνλφο φηη ππάξρεη πάληα έλα εκηζεηηθφ δηάλπζκα 

δξαζηεξηνηήησλ ηνπ ζπζηήκαηνο, φπσο ην πξναλαθεξζέλ. Δπηπιένλ απνδεηθλχεη ηελ 

πεξίπησζε χπαξμεο ηνπ θαηλφκελνπ ηνπ reswitching. 

κσο θαη ν Garegnani δελ δείρλεη λα έρεη ππφςε ηνπ, φηη ε χπαξμε ηνπ θαηλφκελνπ 

ηνπ reswitching ζηελ γεληθφηεξε πεξίπησζε εμαξηάηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ 

ηηκψλ θαη σο εθ ηνχηνπ κπνξνχκε λα κηιάκε γηα θαηάηαμε ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ 

θαη φρη ηερληθψλ, πξάγκα ην νπνίν θαη ζα απνδεηρζεί θαη ζηελ ζπλέρεηα. 
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6.2 L. Passineti 

 

ηα πιαίζηα ηεο δηακάρεο ησλ δπν Cambridge, o Passineti, φπσο είδακε παξαπάλσ, 

έδσζε θαη απηφο ηελ απάληεζε ηνπ ζηελ παξαγφκελε λενθιαζηθή ζεσξία απφ ηνπο 

Samuelson θαη Levhari. 

Αξρηθά, παξαζέηνπκε ην αλαιπηηθφ πιαίζην ηνπ Passineti. 

Έζησ ινηπφλ δχν ελαιιαθηηθέο ηερληθέο έζησ ε [ , ]aA  θαη ε [ , ]bB , νη νπνίεο 

παξάγνπλ κηα κνλάδα ηνπ εκπνξεχκαηνο G ρξεζηκνπνηψληαο κηα πνζφηεηα ηνπ G 

(θπζηθά <1), κηα πνζφηεηα κέζσλ παξαγσγήο πνπ παξήρζεζαλ ζε πξνεγνχκελεο 

ρξνληθέο πεξηφδνπο θαη θπζηθά κηα πνζφηεηα δσληαλήο εξγαζίαο
154

. 

Έηζη γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο νη παξαπάλσ ηερληθέο είλαη ηεο κνξθήο: 

11

2

0
, [0, ]

10 aa

a
A

 
  


 θαη 

11

1 3

0 0

0 1 0 , [ ,0, ]

0 0 1
b bb

b

B

 
 

  
 
 

 

Βιέπνπκε, φηη νη δπν ελαιιαθηηθέο ηερληθέο δελ έρνπλ ηηο ίδηεο δηαζηάζεηο, πξάγκα 

πνπ ζηελ πεξίπησζή καο ζεκαίλεη φηη ε ηερληθή Β ρξεζηκνπνηεί Μέζα Παξαγσγήο 

παιαίνηεξσλ ρξνληθψλ πεξηφδσλ απφ φηη ε ηερληθή Α. 

Έρνπκε ηα αθφινπζα ζπζηήκαηα ηηκψλ: 

Γηα ηελ ηερληθή [ , ]aA : 

(1 )a a a ap p A r w    

Καη γηα ηελ ηερληθή [ , ]bB  

(1 )b b b bp p B r w    

Ζ ιχζε πνπ δίλεηαη γηα ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ είλαη γηα ηνλ Passineti: 

Γηα ηελ ηερληθή Α 

( ) (1 )t

a t i a ap w r  
155

 

                                                           
154

 Απηφ πνπ θάλεη ν Levhari θαη θαη’ επέθηαζε ν Passineti, δελ είλαη άιιν απφ ην λα παξνπζηάζεη ηα 

κέζα παξαγσγήο πνπ παξήρζεζαλ ζε πξνεγνχκελεο πεξηφδνπο ζαλ δηαδηθαζίεο παξαγσγήο. 

155
Με t ζπκβνιίδνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ πεξηφδσλ παξαγσγήο απφ ηηο νπνίεο ρξεζηκνπνηεί εηζξνέο ην 

ζχζηεκα θαη I ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο (ηελ πεξίνδν) πνπ εμεηάδνπκε 



143 
 

Γηα ηελ ηερληθή [ , ]bB  

( ) (1 )t

b t i b bp w r    

Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ν Passineti ρξεζηκνπνηεί ζαλ numeraire, ηελ ηηκή ηνπ 

εκπνξεχκαηνο G. Με απηφλ ηνλ ηξφπν θαζηζηά ηηο δχν ηερληθέο, ζπγθξίζηκεο κεηαμχ 

ηνπο. 

ηελ ζπλέρεηα ν Passineti αξρίδεη ηελ θξηηηθή ηνπ ζηνλ Levhari. Κάλεη ηελ ππφζεζε 

αξρηθά ελφο ζπζηήκαηνο κε αλαπαξαγφκελν θεθάιαην, κε ηελ έλλνηα φηη ην παξαρζέλ 

θεθάιαην θάζε πεξηφδνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ παξαγσγή ηνπ θεθαιαίνπ ηεο 

επφκελεο. Σφζν γηα ηνλ Levhari, φζν θαη γηα ηνλ Passineti ρξεζηκνπνηνχλ ηεηξάγσλεο 

ηερληθέο απιήο παξαγσγήο (δειαδή ηεηξάγσλεο κήηξεο εηζξνψλ θαη εθξνψλ). 

Σν εξψηεκα πνπ ζέηεη ν Passineti είλαη αλ ηα απνηειέζκαηα ηηο αλάιπζεο ηνπ 

Levhari, ηζρχνπλ γηα θάπνηα εηδηθή πεξίπησζε, κε ζπγθεθξηκέλνπο πεξηνξηζκνχο σο 

πξνο ηελ δηάξθεηα ησλ θεθαιαηνπρηθψλ αγαζψλ (κέζσλ παξαγσγήο). 

ηελ αλάιπζε ηνπ πξνζζέηεη, έλα αθφκα ηειηθφ εκπφξεπκα, έζησ ην Ζ, ην νπνίν θαη 

απηφ γηα ηελ παξαγσγή ηνπ ρξεζηκνπνηεί θαη κέζα παξαγσγήο πνπ παξήρζεζαλ ζε 

πξνεγνχκελεο πεξηφδνπο. Έηζη θαηαζθεπάδεη ηηο ηερληθέο 
*[ , ]aA  θαη 

*[ , ]bB , νη 

νπνίεο είλαη πξνζαπμεκέλεο θαηά κηα γξακκή θαη κηα ζηήιε (ζε ζρέζε κε ηηο 

[ , ]aA [ , ]bB ) ε νπνία παξηζηά ηελ παξαγσγή ηνπ εκπνξεχκαηνο Ζ. Έρνληαο μαλά 

ην εκπφξεπκα G ζαλ numeraire θαη ζηηο δχν ζρέζεηο ηζρχνπλ νη ίδηεο ζρέζεηο γηα ηηο 

ηηκέο παξαγσγήο. 

χκθσλα ινηπφλ κε ηνλ Passineti, ηα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο ηνπ είλαη γεληθά, 

ππν ηελ έλλνηα φηη ηζρχνπλ αλεμάξηεηα ηνπ πφζν πεξίπινθεο είλαη νη κήηξεο ησλ 

εηζξνψλ (ηερληθψλ ζπληειεζηψλ)
156

. Με άιια ιφγηα θαηαιήγεη, φηη φπνηα θαη αλ είλαη 

ε δηαθνξνπνίεζε κεηαμχ αλαπαξαγφκελσλ θαη δηαξθψλ θεθαιαηνπρηθψλ αγαζψλ, ηα 

απνηειέζκαηα ηεο αλαιπζήο ηνπ είλαη γεληθά. 

Απφ ηελ άιιε αλαγλσξίδνληαο ηηο αδπλακίεο ηεο εσο ηφηε λενξηθαξδηαλήο αλάιπζεο 

θάλεη ηελ ππφζεζε ηεο χπαξμεο ζηαζεξνχ θεθαιαίνπ. Τπνζηεξίδεη φηη ζηελ 

πεξίπησζε απηή είλαη αδχλαηνλ λα επηκεξηζηεί ζην ηέινο θάζε πεξηφδνπ ε 

ζπλεηζθνξά ηνπ ζηαζεξνχ θεθαιαίνπ ζην θάζε παξαγφκελν εκπφξεπκα μερσξηζηά. 

Με άιια ιφγηα φπσο παξαδέρεηαη θαη ν ίδηνο έξρεηαη αληηκέησπνο κε ην πξφβιεκα 

ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο (joint production). 

                                                           
156

 Με άιια ιφγηα αλεμάξηεησο ηνπ πφζα εκπνξεχκαηα παξάγνπλ νη ελ ιφγσ ηερληθέο 
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ηελ ζπλέρεηα ν Passineti μεδηπιψλεη ηελ θξηηηθή ηνπ. Καη΄ απηφλ ν Levhari 

ζπγθξίλεη ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο κήηξεο Α θαη Β θαη ηα 

δηαλχζκαηα a  θαη b . Γηα απηφλ ν Levhari ζπγθξίλεη έκκεζα ηηο ηερληθέο. Μεηά 

κάιηζηα απφ θάπνηνπο «αιγεβξηθνχο ρεηξηζκνχο, θέξλεη ζην ίδην κέξνο ηεο ζρέζεο ηηο 

κήηξεο Α θαη Β θαη ηηο πνιιαπιαζηάδεη κε έλα εκηζεηηθφ δηάλπζκα x, 0x  , ηέηνην 

ψζηε: 

[ ] 0A B x   ή [ ] 0A B x  ή [ ] 0A B x  . 

κσο θαηά ηνλ Passineti απηφο ν ζπιινγηζκφο ελέρεη έλα πξφβιεκα αλ x>0 ηφηε 

δπλάηαη λα κελ ηζρχεη θακία απφ ηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο. Καη’ απηφλ έλα εκηζεηηθφ 

δηάλπζκα ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο βγάδεη εθηφο ηηο αλάιπζεο 

θάπνηεο δηαδηθαζίαο. Σν ηειεπηαίν δείρλεη λα ζεσξείηαη αλεχ ζεκαζίαο απφ ηνλ 

Levhari, θαζψο γηα απηφλ είλαη αξθεηφ λα βξεί πνηα ηερληθή ζπλεπάγεηαη γεληθά ηηο 

ρακειφηεξεο ηηκέο παξαγσγήο. Σν ηειεπηαίν είλαη θαη απηφ πνπ θαζηζηά κηα ηερληθή, 

γηα απηφλ, κεγηζηνπνηνχζα ην πνζνζηφ θέξδνπο. 

Απηφ πνπ θάλεη κε άιια ιφγηα είλαη λα παίξλεη δηαθνξέο ζπάδνληαο ηα δηαλχζκαηα 

ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ζηα δχν ζπζηαηηθά ηνπο: 

1. Αθελφο ζηελ δηαθνξά κεηαμχ ησλ δηαλπζκάησλ ησλ εηζξνψλ ζε εξγαζία 

2. ηελ δηαθνξά ησλ κεηξψλ εηζξνψλ πνιιαπιαζηαζκέλεο κε έλα δηάλπζκα 

γξακκή έζησ m 

Με καζεκαηηθνχο φξνπο: 

[ ] a bm A B 

   

ε θάζε έλα απφ ηα κέξε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο ππάξρεη κηα κε κεδεληθή ζπληζηψζα 

ε νπνία θαη επζχλεηαη γηα ηηο κεηαβνιέο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο θαη ηηο (ελ)αιιαγέο 

ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο. 

ιε απηή ε δηαδηθαζία ζε νηθνλνκηθνχο φξνπο καο σζεί ζην λα ζπγθξίλνπκε δπν 

ζεηξέο ηηκψλ, ζηηο νπνίεο έρεη εμαιεηθηεί απφ πξηλ ην ζηνηρείν πνπ παξηζηά ην 

εκπφξεπκα ηνπ νπνίνπ ε ελαιιαθηηθή δηαδηθαζία παξαγσγήο εηζάγεηαη. 

Δθαξκφδνληαο γηα ηνλ Passineti, ηνλ «αιγφξηζκν» ηνπ Levhari είλαη αλαγθαίν λα 

ρξεζηκνπνηεζεί έλα δηάλπζκα x ηνπ νπνίνπ ην πξψην ζηνηρείν λα είλαη κεδέλ θαη φια 

ηα άιια είλαη δπλαηφλ λα είλαη ζεηηθά. Με άιια ιφγηα απηφ πνπ θάλεη είλαη, λα 

εμαθαλίδεη ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο  θαηά ηελ νπνία νη δχν ηερληθέο δηαθέξνπλ θαη 

νδεγνχλ ζην ζπκπεξαζκα φηη (Α-Β)x=0 θαη ζην ιαλζαζκέλν ζπκπεξαζκα φηη A B  
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πλερίδνληαο ν Passineti, εμεηάδεη ηελ ζρέζε πνζνζηνχ θέξδνπο θαη έληαζεο 

θεθαιαίνπ. Γηα ηνλ Passineti, φηαλ ην πνζνζηφ θέξδνπο κεηαβάιιεηαη αιιά ε θπζηθή 

πνζφηεηα παξακέλεη ε ίδηα, νη ηηκέο ησλ θπζηθψλ πνζνηήησλ ησλ κέζσλ παξαγσγήο 

αιιάδνπλ, θαηά ηξφπν ν νπνίνο κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθφο απφ ην έλα εκπφξεπκα 

ζην άιιν. 

Γηα ηνπο λενθιαζζηθνχο απφ ηελ άιιε πιεπξά ε θπζηθή πνζφηεηα ησλ κέζσλ 

παξαγσγήο κεηαβάιιεηαη ινγσ κεηαβνιήο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. Πην ζπγθεθξηκέλα 

κε απμαλφκελν πνζνζηφ θεξδνπο, ε πνζφηεηα ησλ κέζσλ παξαγσγήο (θαη θαη’ 

επέθηαζηλ ε έληαζε θεθαιαίνπ) ζα κεηαβιεζεί αληίζηξνθα απφ φηη ην πνζνζηφ 

θέξδνπο. 

ηελ αλάιπζε ηνπ ν Passineti θαη γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο παίξλεη δχν ηερληθέο 

ηέηνηεο πνπ νη παξαγφκελεο w-r λα ηέκλνληαη κεηαμχ ηνπο ζε παξαπάλσ απφ 1 

ζεκεία. ε γεληθέο γξακκέο γηα ηνλ Passineti ην θαηά θεθαιήλ θαζαξφ πξνηφλ ζα 

δηαθέξεη αλάκεζα ζηηο δχν ηερληθέο αλεμαξηήησο ηεο ηππνπνίεζεο πνπ έρεη γίλεη (κε 

άιια ιφγηα αλεμάξηεηα απφ ην πνην εκπφξεπκα έρεη επηιεγεί ζαλ numeraire). 

ηα switch points ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην θαη ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη ίζα 

αλάκεζα ζηηο δχν ηερληθέο. Αθνχ ην πνζνζηφ θεξδνπο θαη ην νλνκαζηηθφ σξνκηζζην 

είλαη ην ίδην αλάκεζα ζηηο δχν ηερληθέο ζπλεπάγεηαη φηη ε θπζηθή πνζφηεηα ησλ 

κέζσλ παξαγσγήο (θαη θαη’ επέθηαζε ε έληαζε θεθαιαίνπ) δελ ζα είλαη ίζε αλάκεζα 

ζηηο δχν ηερληθέο. 

Έηζη είλαη δπλαηφλ ην ζχζηεκα κε απμαλφκελν πνζνζηφ θέξδνπο λα πεξαξλάεη απφ 

κηα πεξηζζφηεξν εληαηηθή σο πξνο ηελ ρξήζε θεθαιαίνπ ζε κηα ιηγφηεξν εληαηηθή 

θαη μαλά ζε κηα πεξηζζφηεξν εληαηηθή θαη ηνπκπαιηλ. Πξάγκα πνπ είλαη εθ δηακέηξνπ 

αληίζεην κε ηα απνηειέζκαηα ηεο λενθιαζηθήο αλάιπζεο, φπνπ κεηαμχ εληάζεσο 

θεθαιαίνπ θαη πνζνζηνχ θέξδνπο ππάξρεη κηα αληίζηξνθε ζρέζε. 

Σν γεληθφ ζπκπέξαζκα ζην νπνίν θαηαιήγεη ν Passineti είλαη φηη δεδνκέλσλ ησλ 

κεηαβνιψλ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, δελ κπνξνχκε λα πνχκε ηίπνηα γηα ην πψο θηλείηαη 

ε έληαζε θεθαιαίνπ ζην δηάζηεκα απηφ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. 

6.3 Krishna Bharadwaj 

Έλα πνιχ ζεκαληηθφ άξζξν ζηα πιαίζηα ηεο δηακάρεο ησλ δπν  Cambridge, ήηαλ θαη 

απηφ ηεο Krishna Bharadwaj, “On the maximum Number of Switches Between Two 

Production Systems”. 
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Ζ αλάιπζή ηεο, θηλείηαη ζηα πιαίζηα δπν ζπζηεκάησλ παξαγσγήο. Αθελφο ελφο 

κνληέινπ πνπ παξάγεη κφλν βαζηθά εκπνξεχκαηα θαη αθεηέξνπ,  ελφο κνληέινπ πνπ 

παξάγεη θαη βαζηθά θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα. 

Αξρηθά εμεηάδεηαη ε πεξίπησζε φπνπ ην ππφ εμέηαζηλ ζχζηεκα παξάγεη κφλν βαζηθά 

εκπνξεχκαηα. 

 

6.3.1 Παξάγνληαη κόλν βαζηθά εκπνξεύκαηα 

 

Έζησ ινηπφλ φηη ππάξρνπλ δπν ηερληθέο απιήο παξαγσγήο, έζησ [ , ]A  θαη [ , ]B h . 

πνπ Α είλαη ε κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, δηαζηάζεσλ mxm θαη ην  έλα 

mx1 δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία. Οκνίσο ε Β είλαη κηα nxn κήηξα 

ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ θαη h έλα 1xn δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε εξγαζηαθή 

δχλακε. 

Οη ηερληθέο απηέο γηα ηελ Bharadwaj έρνπλ s θνηλά παξαγφκελα εκπνξεχκαηα. Καηά 

ζπλέπεηα ε ηερληθή [ , ]A  παξάγεη (m-s) εκπνξεχκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

απνθιεηζηηθά ζε απηήλ. Οκνίσο ε [ , ]B h  παξάγεη (n-s) εκπνξεχκαηα πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη απνθιεηζηηθά ζε απηήλ. 

Σα switch points  είλαη ζεκεία, φπνπ νη δπν ηερληθέο ην ίδην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην 

θαη ηηο ίδηεο ηηκέο γηα θάζε έλα απφ ηα θνηλά s εκπνξεχκαηα. 

Ζ Bharadwaj ςάρλεη ηηκέο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, φπνπ ηζνχληαη νη ηηκέο παξαγσγήο 

ησλ δπν ηερληθψλ θαζψο θαη ηα νλνκαζηηθά σξνκίζζηα. 

Με άιια ιφγηα ςάρλεη ηα switch points γηα ηηο δχν ηερληθέο. Ζ Bharadwaj θάλεη θαη 

ηελ δηαπίζησζε, φηη ζηελ πεξίπησζε πνπ δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά πεξηζζφηεξεο 

απφ κηα δηαδηθαζίεο παξαγσγήο θαη νη ηηκέο ηππνπνηεζνχλ κε έλα θνηλφ ζηηο δπν 

ηερληθέο ηππηθφ εκπφξεπκα, ηφηε (νη ηηκέο) ελδέρεηαη λα δηαθέξνπλ αλάκεζα ζηηο δπν 

ηερληθέο ζηα switch points. 

Ζ Bharadwaj εμάγεη ηελ ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο ζηα switch points, ιχλνληαο ην 

πνιπψλπκν: 

( ) [ ] [ ] 0, 1,2,...i i iF r p A B e r w h e e m n s           (1) 
157

 

                                                           
157

 ε Bharadwaj αλαγλσξίδνληαο ην γεγνλφο φηη νη κήηξεο Α θαη Β θαζψο θαη ηα δηαλχζκαηα  θαη h 

είλαη δηαθνξεηηθψλ δηαζηάζεσλ. Γηα λα κπνξέζεη λα ιχζεη ην πνιπψλπκν (1) πξνζαπμάλεη ηελ κήηξα 
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Ta switch points επνκέλσο είλαη νη επαλαιακβαλφκελεο ιχζεηο (ηηκέο)  ηνπ 

πνιπσλχκνπ (1), νη νπνίεο πεξηνξίδνληαη εληφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ πεδίνπ 

ηηκψλ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο: 

1 1 , min[ , ]A Br R R R R     

Καηά ζπλέπεηα: 

: ( ) 0r p r   

Σν γεληθφ ζπκπέξαζκα πνπ εμάγεηαη είλαη γηα n βαζηθά εκπνξεχκαηα θνηλά ζε δπν 

ππφ ζχγθξηζε ηερληθέο, ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ελαιιαγήο είλαη n. Ζ 

ππφζεζε ηεο χπαξμεο γεηηνληθψλ ηερληθψλ είλαη κάιινλ απίζαλε γηα ηελ Bharadwaj, 

αθνχ ηελ ζεσξεί κε ξεαιηζηηθή ηελ χπαξμε ηερληθψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ ίδην 

αξηζκφ θαη είδνο ησλ βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ θαη δηαθέξνπλ ζε κηα κφλν κέζνδνο 

παξαγσγήο είλαη κάιινλ απίζαλν λα ζπκβεί. 

 

6.3.2 Παξάγνληαη  θαη κε βαζηθά εκπνξεύκαηα 

 

Γηα ηελ Bharadwaj  ε πεξίπησζε δχν ηερληθψλ, νη νπνίεο δηαθέξνπλ ζε κηα ε 

πεξηζζφηεξεο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο ησλ θνηλψλ βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, ηα switch 

points βξίζθνληαη κε ηνλ ίδην ηξφπν φπσο παξαπάλσ. 

Ηδηαίηεξε ζεκαζία δίδεηαη απφ ηελ Bharadwaj ζε δπν πεξηπηψζεηο: 

1. Δάλ ππάξρεη ελαιιαθηηθή δηαδηθαζία παξαγσγήο γηα έλα κε βαζηθφ 

εκπφξεπκα, ηφηε ζα ππάξμνπλ αιιαγέο ζηελ κέζνδν παξαγσγήο ησλ κε 

βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ 

2. Σα κε βαζηθά εκπνξεχκαηα κπαίλνπλ ζην ηππηθφ εκπφξεπκα, θαη σο εθ 

ηνχηνπ εηζέξρνληαη έκκεζα ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ησλ 

βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ. 

 

6.3.2.1 Πεπίπηωζη 1. 

 

                                                                                                                                                                      

Α(Β) θαη ην (h) θαηά ηηο δηαδηθαζίεο πνπ παξάγνπλ ηα εκπνξεχκαηα πνπ παξάγεη απνθιεηζηηθά ε 

ηερληθή  [ , ]B h ([ , ]A ) σο κε βαζηθά. Καηά ζπλέπεηα [ , ] ( )rank A B m n s      
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Έζησ φηη γηα έλα κε βαζηθφ εκπφξεπκα, ππάξρεη κηα ελαιιαθηηθή κέζνδνο 

παξαγσγήο. Έζησ φηη έλα θνηλφ γηα ηηο δχν ηερληθέο κε βαζηθφ εκπφξεπκα ιεηηνπξγεί 

σο numeraire. 

ηελ πεξίπησζε απηή, νη δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ κφλν θαηά ηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ηνπ κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, γηα ην νπνίν γίλεηαη ιφγνο. Χο εθ ηνχηνπ 

ν αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ελαιιαγήο ζα δίδεηαη απφ ηελ δηάζηαζε ηεο επαπμεκέλεο 

κήηξαο [ ]A B  . 

 

6.3.2.2 Πεπίπηωζη 2 

 

Έζησ φηη δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο γηα έλα βαζηθφ 

εκπφξεπκα. Δπηπιένλ γίλεηαη ε ππφζεζε ηα κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, εκπεξηέρνληαη 

ζην ηππηθφ εκπφξεπκα. Ο Bharadwaj εμεηάδεη πσο ηα παξαπάλσ ζα επηξξεάζνπλ ηνλ 

αξηζκφ ησλ ζεκείσλ ελαιιαγήο. 

Ζ Bharadwaj θάλεη ηηο αθφινπζεο παξαηεξίζεηο: 

1. Δάλ ην κε βαζηθφ εκπφξεπκα πνπ εμεηάδνπκε δελ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ δηθή 

ηνπ παξαγσγή, ηφηε ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ελαιιαγήο είλαη ίζνο κε 

ηνλ αξηζκφ ησλ δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο ηεο ελ ιφγσ ηερληθήο 

2. Δάλ ην κε βαζηθφ εκπφξεπκα, ρξεζηκνπνείηαη ζηελ ίδηα ηελ δηθή ηνπ 

παξαγσγή, ηφηε κε ην κε βαζηθφ εκπφξεπκα ζαλ numeraire, νη ηηκέο ησλ 

βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ δελ κπνξεί λα είλαη ζεηηθέο. 

ηελ ζπλέρεηα εμεηάδεη ηελ πεξίπησζε φπνπ ηφζν βαζηθά, φζν θαη κε βαζηθά 

εκπνξεχκαηα εκπεξηέρνληαη ζην ηππηθφ εκπφξεπκα. Καη δηαπηζηψλεη φηη: 

1. ζα εθ ησλ κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ ηα νπνία εηζέξρνληαη έκκεζα ε άκεζα 

ζηελ ίδηα ηελ δηθή ηνπο παξαγσγή θαη ηαπηφρξνλα ζην ηππηθφ εκπφξεπκα, 

πξνζηίζεληαη ζηνλ αξηζκφ ησλ ιχζεσλ γηα ην πνιπψλπκν (1) 

2. Οη ιχζεηο πνπ πξνζηίζεληαη ζηηο ιχζεηο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, δελ 

ιακβάλνληαη ππφςε θαζψο ηζνχληαη κε ησλ αξηζκφ αλαπαξαγσγήο γηα ηα κε 

βαζηθά εκπνξεχκαηα. Με άιια ιφγηα  δηαπηζηψλεηαη, ζε ζπκθσλία θαη κε ην 

Srafa, φηη νη ηηκέο παξαγσγήο γηα θάζε εκπφξεπκα ζα είλαη ίζεο κε κεδέλ. 

πγθεθαιαηψλνληαο κπνξνχλ λα εμαρζνχλ, ηα αθφινπζα ζπκπεξάζκαηα: 

1. ηα switch points, δηαθέξνπλ νη δπν ππφ εμέηαζηλ ηερληθέο θαηά κηα 

δηαδηθαζία παξαγσγήο ελφο βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο. ηελ πεξίπησζε απηή ν 
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κέγηζηνο αξηζκφο ησλ switch points είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκφ ησλ 

εκπνξεπκάησλ πνπ εηζέρνληαη άκεζα θαη έκκεζα ζηελ δηαδηθαζία φισλ ησλ 

εκπνξεπκάησλ ησλ δπν ππφ εμέηαζηλ ηερληθέο. 

2. ηελ πεξίπησζε φπνπ δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά κηα κέζνδν παξαγσγήο 

ελφο κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ switch points είλαη 

ίζνο κε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ ησλ δπν ηερληθψλ, 

ζπλ ηνλ αξηζκφ ησλ κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ πνπ εηζέξρνληαη άκεζα θαη 

έκκεζα ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο θαηά ην 

νπνίν δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο. 

3. Ζ επηινγή ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο, δελ επηξξεάδεη ησλ αξηζκφ ησλ switch 

points 

4. Ζ θαηάηαμε ησλ εκπνξεπκάησλ ζε βαζηθά θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα γηα 

έλα ζπζηεκα παξαγσγήο, ρξεζηκνπνηεί πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο απφ φηη ε 

θαηάηαμή ελφο ζπζηήκαηνο ζε δηαζπψκελν ή κε δηαζπψκελν. 

 

 

 

6.4 πκπεξάζκαηα 

 

Δίδακε ινηπφλ φηη ε δηακάρε ησλ δχν Cambridge, εηζέξρεηαη ζηνλ ππξήλα ησλ δχν 

ζεσξηψλ. 

Απφ ηελ κία πιεπξά, νη λενξηθαξδηαλνί, δελ δέρνληαη ηελ λενθιαζηθή αζξνηζηηθή 

ζπλάξηεζε παξαγσγήο, ε νπνία επαγγειίδεηαη ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ 

ηνπ εηζνδήκαηνο κφλν απφ ηερλνινγηθνχο παξάγνληεο. Γηα ηνπο λενθιαζηθνχο ηφζν 

νη ζρεηηθέο ηηκέο ησλ εκπνξεπκάησλ φζν θαη ησλ παξαγσγηθψλ ζπληειεζηψλ, 

θαζνξίδνληαη απφ ηελ νξηαθή παξαγσγηθφηεηα ησλ ζπληειεζηψλ απηψλ. Απφ ηελ 

άιιε νη λενξηθαξδηαλνί, έρνληαο ζαθή ηδενινγηθφ πξνζαλαηνιηζκφ, θαηαιήγνπλ ζε 

έλα ζχζηεκα ηηκψλ πνπ εμαξηάηαη θαη απφ ηηο κεηαβιεηέο ηνπ εηζνδήκαηνο, θαη ζηελ 

w-r ζρέζε. Ζ w-r ζρέζε, δίλεη κηα  ηδενινγηθή ζηξνθή ζηελ σο ηφηε ζθέςε, αθνχ 

ζεσξεί ην εηζφδεκα κηαο  ηάμεο ζπλάξηεζε ηνπ εηζνδήκαηνο ηεο άιιεο ηάμεο
158

. 

                                                           
158

 Απηφ θπξίσο εθθξάζηεθε απφ ηνλ Ν. Kaldor 
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Οη λενξηθαξδηαλνί ζεσξνχλ ηηο λενθιαζηθέο ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο ηνπιάρηζηνλ κε 

ξεαιηζηηθέο. Θεσξνχλ αδηαλφεηε ηελ έλλνηα ηνπ νκνηνγελνχο θεθαιαίνπ θαη ηεο 

νκνηνγελνχο εξγαζίαο. 

Οη λενξηθαξδηαλνί πίζηεπαλ φηη έρνπλ θαηαξξίςεη ηελ έλλνηα ηεο αζξνηζηηθήο 

ζπλάξηεζεο  θαη ην νηθνδφκεκα ησλ παξαδνζηαθψλ θακππιψλ δήηεζεο γηα 

θεθαιαηνπρηθά αγαζά θαη εξγαζία. Ζ ζεσξία γηα ηνπο λενξηθαξδηαλνχο κεηαηνπίδεηαη 

ζηελ ζσζηή ηεο ζέζε, a la Ricardo. 

Με άιια ιφγηα νη λενξηθαξδηαλνί εμεηάδνπλ ηελ ζρέζε κεηαμχ ησλ κηζζψλ, ηνπ 

πνζνζηνχ θέξδνπο θαη ην ζχζηεκα ησλ ηηκψλ. Με άιια ιφγηα εμεηάδνπλ ην ζχζηεκα 

ησλ ζρεηηθψλ ηηκψλ ζε ζπλάξηεζε φρη κφλν κε ηερλνινγηθνχο παξάγνληεο, αιιά θαη 

κε ηελ δηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο. Με άιια ιφγηα θάλνπλ κηα εθ λένπ δηαθνξνπνίεζε 

ζηα  εκπνξεχκαηα, φπσο ν Ricardo, δειαδή ζε απηά ε αμία ησλ νπνίσλ θαζνξίδεηαη 

απφ ηελ ζπαληφηεηα θαη ζε απηά πνπ ε αμία ηνπο θαζνξίδεηαη απφ ηελ δσληαλή 

εξγαζία πνπ εκπεξηέρνπλ άκεζα θαη έκκεζα. 

Δπηπιένλ, θπξίσο κε ηνλ Sraffa, απέδεημαλ ηελ χπαξμε ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ 

reswitching, θαηαθέξλνληαο ην ηειηθφ ρηχπεκα ζηελ κνλφηνλε ζρέζε θεθαιαίνπ θαη 

πνζνζηνχ θέξδνπο. 

Απφ ηελ άιιελ νη λενθιαζηθνί, ζηα πιαίζηα ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο, 

ην θεθάιαην κεηξηέηαη ζε φξνπο κηα κνλάδαο κέηξεζεο θαη αζξνίδεηαη ζχκθσλα κε 

απηήλ. Ζ κνλάδα απηή είλαη ζπλήζσο κηα θπζηθή πνζφηεηα. Δπηπιένλ ζχκθσλα κε 

ηνπο λενθιαζηθνχο νηθνλνκνιφγνπο ε αδπλακία ησλ λενξηθαξδηαλψλ νηθνλνκνιφγσλ 

έγθεηηαη ζην, φηη δελ κπνξνχλ λα επηβεβαησζνχλ ζηαηηζηηθά ε αμία ησλ εθξνψλ ελφο 

ζπζηήκαηνο a la Ricardo-Sraffa. 

Δπηπιένλ ζχκθσλα κε ηνλ Stinglitz
159

 έλα ζχζηεκα a la Ricardo-Sraffa δελ κπνξεί λα 

ππάξμεη ζηελ ζχγρξνλε νηθνλνκηθή πξαγκαηηθφηεηα, αιιά κφλν ζε θεληξηθά 

ζρεδηαδφκελεο νηθνλνκίεο. 

Ζ λενθιαζηθή ζεσξία γχξσ απφ ηελ νξηαθή παξαγσγηθφηεηα ήηαλ πνιχ ζεκαληηθή 

γηα ηελ δηακφξθσζε ηεο ζεσξίαο ηεο ελδνγελνχο κεγέζπλζεο θαη γηα ηηο 

κεηαπνιεκηθέο ζεσξίεο ζηελ νηθνλνκεηξία.  Με εμαηξεηηθά απιά παξαδείγκαηα, 

αθήλνπλ άζηθηε ηελ ζεσξία ηεο νξηαθήο παξαγσγηθφηεηαο, ε νπνία θαη ζχκθσλα κε 

                                                           
159

 Stiglitz Joseph E (1974) 
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απηνχο δελ έρεη λα θάλεη κε ηελ χπαξμε ή κε κηαο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο 

παξαγσγήο. 

Καη νη δχν πιεπξέο εμέηαζαλ κνληέια κε εηεξνγελέο θεθάιαην, ζηα νπνία θάζε 

ηερληθή δελ επηηξέπεη ηελ ππνθαηάζηαζε κεηαμχ ησλ ζπληειεζηψλ (ζπλαξηήζεηο 

παξαγσγήο a la Leontief). Οη λενξηθαξδηαλνί επηηίζεληαη θπξίσο κε ηνλ Sraffa ζηελ 

ζεσξία ηεο νξηαθήο παξαγσγηθφηεηαο θαη ζηελ λενθιαζηθή ζεσξία ελ γέλεη. 

Οη λενθιαζηθνί απφ ηελ άιιε κεξηά, είραλ ζαλ ζηφρν λα ππεξαζπίζνπλ ηελ 

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο. Σν ζηνίρεκα γηα ηνπο λενθιαζηθνχο ήηαλ λα 

κπνξέζνπλ ηα λενθιαζηθά κνληέια παξαγσγήο, πνπ παξάγνπλ έλα εκπφξεπκα, λα 

ζηαζνχλ θαη θάησ απφ ηηο λενξηθαξδηαλέο ππνζέζεηο
160

, νη νπνίεο γηα ηνλ 

Harcourt(1972) ήηαλ πεξηζζφηεξν ξεαιηζηηθέο. 
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 Bι . θαη Schefold B. (2006), (2008), (2009) 
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ΓΔΤΣΔΡΟ ΜΔΡΟ: 

 

Η ΔΠΙΛΟΓΗ ΚΑΙ Η ΚΑΣΑΣΑΞΗ 

ΣΔΥΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΚΑΙ Η 

ΔΞΑΡΣΗΗ ΣΟΤ ΑΠΟ ΣΗΝ 

ΣΤΠΟΠΟΙΗΗ ΣΩΝ ΣΙΜΩΝ 
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1 Καηάηαμε ηερληθώλ 

1.1 Δηζαγωγή  

πσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ ζε κηα πξαγκαηηθή νηθνλνκία, ην πιένλ ζχλεζεο 

είλαη αξηζκφο ησλ δηαζέζηκσλ δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο είλαη κεγαιχηεξνο απφ απηφλ 

ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ. Σν ζχλνιν φισλ ησλ δηαζέζηκσλ ηερληθψλ 

παξαγσγήο ην νλνκάδνπκε ηερλνινγία. 

Ζ χπαξμε φισλ ησλ δηαζέζηκσλ ηερληθψλ, εκπεξηέρεη ηελ αλάγθε επηινγήο κίαο κφλν 

δηαδηθαζίαο, ε νπνία ζα είλαη ε βέιηηζηε γηα ηελ νηθνλνκία. Ο φξνο βέιηηζηε είλαη 

απφ κφλνο ηνπ αθεξεκέλνο. Χζηφζν θαη ν ίδηνο ν φξνο ηεο επηινγήο ηερληθήο είλαη 

θάπσο αζαθήο. Απηφ ζπκβαίλεη ιφγν ηνπ φηη δελ δηεπθξηλίδεηαη κε πνηά θξηηήξηα 

επηιέγεηαη ελ ηέιεη ε πιένλ ζπκθέξνπζα ηερληθή. 

Απφ ην Passineti (1991) ηα θξηηήξηα ζχκθσλα κε ηα νπνία επηιέγεηαη κία ηερληθή 

δχλαηαη λα είλαη: 

1. ην θξηηήξην ηεο επίηεπμεο ηεο κέγηζηεο θεξδνθνξίαο 

2. ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο 

3. ην θξηηήξην ηεο επίηεπμεο ηεο κέγηζηεο θαηά θεθαιήλ θαηαλάισζεο
161

 

Καηά ζπλέπεηα κηιψληαο γηα θαηάηαμε ηερληθψλ είλαη αλαγθαίν λα αλαθεξφκαζηε 

πιένλ ζε δπν θξηηήξηα: 

1. ηελ επίηεπμε ηεο κέγηζηεο θεξδνθνξίαο 

2. Καη ζηελ επίηεπμε ηνπ ειάρηζηνπ δπλαηνχ θφζηνπο. 

Βαζηδφκελνη ζηα παξαπάλσ ζα παξνπζηάζνπκε ηα παξαθάησ θξηηήξηα: 

1. Σν w-r θξηηήξην 

2. Σν cost minimization criterion 

3. Σνλ αιγφξηζκν ηεο αγνξάο 

4. To «θξηηήξην» ηνπ John von Neumann 

Αθνχ αλαιχζνπκε δηεμνδηθά ηα αθφινπζα θξηηήξηα ζα γίλνπλ θάπνηεο παξαηεξήζεηο 

σο πξνο ηνπο πεξηνξηζκνχο ζηελ ρξήζε ηνπο. 

                                                           
161

  Σν ηειεπηαίν απφ ην Κ.Γφγνινο (2000)ζει 240 θαη απφ ην Passineti (1991) δελ απνηειεί  

θάπνην θξηηήξην επηινγήο ηερληθήο ζε κηα κε θεληξηθά ζρεδηαδφκελε νηθνλνκία. Αθφκα θαη ζην 

Η.Steedman (1993) είλαη θαλεξφ φηη δελ ππάξρεη θαλέλαο ιφγνο γηα λα ηζρχεη ην θξηηήξην ηεο επίηεπμεο 

ηεο κέγηζηεο θαηαλάισζεο  
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Πξνηνχ φκσο αλαθεξζνχκε δηεμνδηθφηεξα ζηα θξηηήξηα απηά, ζα ήηαλ ρξήζηκν λα 

εμεηαζηεί ιίγν εθηελέζηεξα ν φξνο επηινγή ηερληθήο. Σα εξσηήκαηα πνπ ηίζεληαη 

πξνθαηαβνιηθά είλαη: 

1. Μπνξνύκε πξάγκαηη λα αλαθεξόκαζηε ζε θαηάηαμε ηερληθώλ, ή ζα ήηαλ 

νξζόηεξν λα αλαθεξόκαζηε ζε επηινγή ηππηθώλ ππνζπζηεκάηωλ; 

2. Μεηαβάιινληαο ην θξηηήξην επηινγήο ηωλ ηερληθώλ αιιάδεη θαη ε 

θαηάηαμε ηωλ ηερληθώλ; 

Ζ παξνχζα δηαηξηβή ππνζηεξίδεη φηη ζηελ νπζία κηιάκε γηα θαηάηαμε ηππηθψλ 

ππνζπζηεκάησλ. Ζ απφδεημε ηνπ ηειεπηαίνπ ζα γίλεη κε αλαθνξέο ζηελ 

βηβιηνγξαθία, κε ζεσξεηηθά θαη αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα. Δπηπιένλ ζα δεηρζεί ζηελ 

γεληθή πεξίπησζε ζε πνηεο πεξηπηψζεηο ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ είλαη αλεμάξηεηε 

απφ ην ηππηθφ εκπφξεπκα, θαζψο θαη ζε πνηέο πεξηπηψζεηο ηα θξηηήξηα επηινγήο 

«ηερληθήο» ζπκπίπηνπλ. 
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2 Σν w-r θξηηήξην 

 

πσο εηπψζεθε παξαπάλσ φηαλ ππάξρνπλ παξαπάλσ απφ κηα δηαζέζηκεο ηερληθέο 

παξαγσγήο, ηίζεηαη ην δήηεκα ηεο επηινγήο ηερληθήο.  ην ζεκείν απηφ ζα 

αλαθεξζνχκε εθηελψο ζην w-r θξηηήξην. 

Αλαθεξφκελνη ζην w-r θξηηήξην επαλαιακβάλνπκε φηη πξφθεηηαη γηα ηελ επηινγή 

εθείλεο ηεο ηερληθήο, πνπ γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο (νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ), 

απνθέξεη ην κεγαιχηεξν δπλαηφ νλνκαζηηθφ σξνκίζζην (πνζνζηνχ θέξδνπο)
162

.  

ηελ ζπλέρεηα ππνζέηνπκε ηελ χπαξμε δχν δηαζέζηκψλ ηερληθψλ παξαγσγήο. Έζησ 

ηεο (α) θαη ηεο (β), νη νπνίεο πεξηγξάθνληαη πιήξσο απφ ηα δεπγάξηα 

() () () ()[ , ],[ , ]a a b bA A . Αξρηθά ζα εμεηάζνπκε δηαγξακκαηηθά ην θαηλφκελν απηφ.  

ηηο αθφινπζεο πεξηπηψζεηο: 

2.1 Η ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA

 είλαη θπξηή θαη ε 
( ) ( )[ , ]b bA

 είλαη γξακκηθή 

ηελ πεξίπησζε απηή
163

, φπσο γλσξίδνπκε θαη απφ ηνλ Passineti
164

, αθνχ πξψηα 

ηππνπνηήζνπκε ηηο ηηκέο κε έλα θνηλφ ηππηθφ εκπφξεπκα, έζησ , 0q q  , δηαγξάθνπκε 

ηηο παξαγφκελεο w-r θακπχιεο ζην ίδην επίπεδν. Δθεμήο ε θφθθηλε γξακκή παξηζηά 

ηελ ηερληθή (α) θαη ε καχξε ηελ ηερληθή (β) 

Μπνξεί λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

 

ηελ πεξίπησζε (α) έρνπκε ηελ γξακκή ηεο ηερληθήο (α) λα ηέκλεη απηή ηεο ηερληθήο 

(β) ζε δχν ζεκεία. Ζ πεξίπησζε απηή είλαη θιαζηθή χπαξμεο ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ 

reswitching. Απφ ηελ άιιε πιεπξά ζην ζρήκα (β)  ε ηερληθή (α) ηέκλεη ηελ ηερληθή 

                                                           
162

 Βι. Γ.ηακάηεο (1989 ) ζει 111 

163
 πσο είλαη απηνλφεην ηίπνηα δελ ζα άιιαδε αλ ε γξακκηθή ηερληθή ήηαλ ε (α) θαη ε θπξηή ε (β) 

164
 Βι.Passineti 1991 ζει. 172-173 
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(β) ζε έλα κφλν ζεκείν, φπσο θαη ζηελ  πεξίπησζε (γ). Σέινο ζηελ πεξίπησζε (δ) ε 

ηερληθή (α) θαη ε ηερληθή (β) δελ ηέκλνληαη πνπζελά.  

Δπεηδή ε πεξίπησζε πνπ απαζρφιεζε ηελ βηβιηνγξαθία είλαη ε (α) κε απηήλ ζα 

αζρνιεζνχκε θαη ζηελ ζπλέρεηα. Αο δνχκε ιίγν αλαιπηηθφηεξα ηελ πεξίπησζε (α). 

  

ην παξαπάλσ ζρήκα έρνπκε έλα θιαζηθφ θαηλφκελν ηνπ reswitching. ην δηάζηεκα 

απφ 0 κέρξη ην ar  ε ηερληθή πνπ επηιέγεηαη είλαη ε (β) αθνχ γηα δεδνκέλν r απνθέξεη 

ην κεγαιχηεξν w. Αληίζηνηρα ζην δηάζηεκα ar  έσο ην br ε ηερληθή (α) επηιέγεηαη ε 

ηερληθή (α) θαζψο γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο επηθέξεη ην κεγαιχηεξν δπλαηφ w. 

Σέινο ζην δηάζηεκα κεηαμχ br  κέρξη ην bR  ην ζχζηεκα επηζηξέθεη γηα ηνπο ίδηνπο 

ιφγνπο ζηελ ρξεζηκνπνίεζε ηεο «ηερληθήο» β. Με άιια ιφγηα πεξηγξάθεη έλα 

θαηλφκελν πνπ φπσο είδακε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην είλαη αδηαλφεην λα ζπκβεί 

ζχκθσλα κε ηνπο λενθιαζηθνχο. Απφ ηα παξαπάλσ βιέπνπκε, φηη ηα ζεκεία  πνπ 

επηιέγνληαη βξίζθνληαη πάλσ ζηελ πεξηβάιινπζα
165

 ησλ w-r θακππιψλ ησλ ηερληθψλ 

πνπ ζπγθξίλνληαη. 

 

2.2 Η ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA

 είλαη θνίιε  θαη ε 
( ) ( )[ , ]b bA

 είλαη γξακκηθή 

πσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε  πεξίπησζε, θαη ζχκθσλα κε ηνλ Passineti
166

, αθνχ 

πξψηα ηππνπνηήζνπκε ηηο ηηκέο κε έλα θνηλφ ηππηθφ εκπφξεπκα, έζησ , 0q q  , 

δηαγξάθνπκε ηηο παξαγφκελεο w-r θακπχιεο ζην ίδην επίπεδν. 

                                                           
165

  ηελ βηβιηνγξαθία ηελ βξίζθνπκε θαη ζαλ outer envelope, θαη ην θξηηήξην επηινγήο ζαλ 

outer envelope Theorem. 

166
  Βι.Passineti 1991 ζει 173 
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ην δηάζηεκα απφ 0 κέρξη ην ar  ε ηερληθή πνπ επηιέγεηαη είλαη ε (α) αθνχ γηα 

δεδνκέλν r απνθέξεη ην κεγαιχηεξν w. Αληίζηνηρα ζην δηάζηεκα ar  έσο ην br  

επηιέγεηαη ε ηερληθή (β) θαζψο γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο επηθέξεη ην 

κεγαιχηεξν δπλαηφ w. Σέινο ζην δηάζηεκα κεηαμχ br  κέρξη ην aR  ην ζχζηεκα 

επηζηξέθεη γηα ηνπο ίδηνπο ιφγνπο ζηελ ρξεζηκνπνίεζε ηεο «ηερληθήο» α. 

 

2.3 Σόζν ε ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA

 όζν θαη ε 
( ) ( )[ , ]b bA

 είλαη γξακκηθέο 

 

Αλ νη ηηκέο ηππνπνηεζνχλ κε θάπνην ηππηθφ εκπφξεπκα
167

 κπνξνχλ λα δψζνπλ θαη νη 

δχν κηα γξακκηθή ζρέζε, ηφηε νη δηαγξακκαηηθά ην πξφβιεκα επηινγήο ηεο ηερληθήο 

ζα δείρλεη θάπσο έηζη: 

 

                                                           
167

 Σππηθά εκπνξεχκαηα πνπ κπνξνχλ λα δψζνπλ κηα γξακκηθή w-r ζρέζε είλαη ην ηππηθφ εκπφξεπκα 

ηνπ Sraffa, ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Miyao, ή ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ .Βαζζηιάθε. Γηα 

πεξηζζφηεξα γχξσ απφ ηελ γξακκηθφηεηα κηαο w-r ζρέζεο βι. Γ.ηακάηεο (1994) ζει.227-235, 

Κ.Γφγνινο,(2000) θαη παξνχζα δηαηξηβή Κεθαιαην 5 (πξψην κέξνο) 
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ηελ πεξίπησζε απηή κπνξνχκε λα πνχκε φηη ζην δηάζηεκα 0 έσο ar  επηιέγεηαη 

ζχκθσλα κε ην w-r θξηηήξην ε ηερληθή β θαη ζην δηάζηεκα απφ ar  έσο aR ε ηερληθή α.  

Δίλαη θαλεξφ, φηη ζηελ πεξίπησζε φπνπ ζπγθξίλνληαη δχν γξακκηθέο w-r θακπχιεο 

κπνξεί λα ππάξμεη κφλν έλα ζεκείν ηνκήο ησλ ηερληθψλ θαη ζπλεπψο έλα switch 

point. Καηά ζπλέπεηα ζηελ πεξίπησζε δχν γξακκηθψλ w-r ζρέζεσλ ην θαηλφκελν ηνπ 

reswitching είλαη αδχλαηνλ λα ζπκβεί. 

Σα παξαπάλσ ζα ηα εμεηάζνπκε θαη ζε φξνπο κίαο καζεκαηηθήο δηεξεχλεζεο φπσο 

ζα δνχκε θαη παξαθάησ. 

 

 

2.4 Μαζεκαηηθή δηεξεύλεζε 

 

Έζησ νη γξακκηθέο ηερληθέο 
( ) ( )[ , ]a aA θαη 

( ) ( )[ , ]b bA . χκθσλα κε ην w-r θξηηήξην νη 

δχν ηερληθέο ζπγθξίλνληαη, σο πξνο ην πνηα ηερληθή, γηα έλα ζπγθεθξηκέλν χςνο ηνπ 

νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ (πνζνζηνχ θέξδνπο), ζπλεπάγεηαη ην κεγαιχηεξν πνζνζηφ 

θέξδνπο (νλνκαζηηθφ σξνκίζζην). κσο γηα λα νξηζηεί ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη 

απαξαίηεην πξψηα λα ηππνπνηεζνχλ νη ηηκέο κε έλα θνηλφ, γηα ηηο ππφ εμέηαζηλ 

ηερληθέο, ηππηθφ εκπφξεπκα. Αο δνχκε ηα παξαπάλσ αλαιπηηθφηεξα: 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηεο ηερληθήο 
( ) ( )[ , ]a aA

 πξνθχπηεη:  

 
() ()() ()()(1)a a a aap pA rw 

  (1)  

Καη γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο ηεο ηερληθήο 
( ) ( )[ , ]b bA  

 
() () () ()()(1)b b b bbp pA rw 

(2)  

Αλ νη ηηκέο ηππνπνηεζνχλ κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα , 0q q  : 

 
() () , 0a bpqpqzz  

(3)  

Απφ ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) ηζρχεη βαζηδφκελνη ζηελ (3): 

 
() ()() ()()(1)a aa aapqpAqrwq 

(4)  
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Καζψο θαη: 

 
() ()() ()()(1)b bb bbpqpAqrwq    

χκθσλα κε ην w-r θξηηήξην, φπσο είδακε παξαπάλσ ε ζχγθξηζε ησλ ηερληθψλ λα 

γίλεη δηαδεπθηηθά: 

 

2.4.1 1.Με δεδνκέλν ην νλνκαζηηθό  ωξνκίζζην 

 

Αλ ε ηηκή ηνπ νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ είλαη εμσγελψο δεδνκέλε έζησ: 

 
( ) ( )a bw w w   (6)  

Τπνζέηνπκε παξαθάησ φηη γηα θάζε ηερληθή ππάξρνπλ δχν δηαδηθαζίεο παξαγσγήο 

θαη δχν παξαγφκελα εκπνξεχκαηα. Δπηπξνζζέησο φηη 
(.) (.), 0A  . 

Έηζη ηζρχεη γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ θάζε ηερληθήο: 

 
(.) (.)(.) (.)(.) (.)

1 111 221 1( )(1)ppapa rw  
(7)  

 
(.) (.)(.) (.)(.) (.)

2 112 222 2( )(1)ppapa rw  
(8)  

Αθνχ φκσο ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη εμσγελψο δεδνκέλν, ηφηε κπνξεί 

θάιιηζηα λα ηζρχζεη αληίζηνηρα: 

 

(.)
(.) (.)(.) (.)(.) (.)(.)

1 111221 1( )(1), ,1,2i
i

p
ppaparp i

w
  

 
(.) (.)(.) (.)(.) (.)

2 112 222 2( )(1)p papa r  
(9)  

πσο αλαθέξακε παξαπάλσ ζπγθξίλνπκε πνηα απφ ηηο δχν ηερληθέο, γηα δεδνκέλν 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην, ζπλεπάγεηαη ην κεγαιχηεξν πνζνζηφ θέξδνπο. Έηζη απφ ηηο 

ζρέζεηο (16) έσο (17) ζπλεπάγεηαη ην πνζνζηφ θέξδνπο γηα θάζε ηερληθή. 

Γηα ην 
(.)

1p  ίζρχεη: 
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(.) (.) (.)
(.) 2 22 1
1

11

(1)

1 (1)

pa r l
p

a r



 

(10)
  

Γηα ην r απφ ηελ ζρέζε (9) θαη (10) 

 (11) 

Ζ ζρέζε πνπ θαηαιήγνπκε αλ θαη θαίλεηαη πεξίπινθε ελ ηνχηνηο θαηαιήγνπκε, φηη ε 

κφλε κεηαβιεηή, ε νπνία θαζνξίδεη ηελ ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο είλαη ε ηηκή ηνπ 

δεχηεξνπ πξντφληνο. Ζ ηηκή ηνπ δεχηεξνπ πξντφληνο θαζνξίδεηαη απφ ηελ ζρέζε (10) 

θαη ηελ εμίζσζε ηππνπνίεζεο. Ζ νπνία γηα ιφγνπο θαηαλφεζεο ζα ππνζέζνπκε φηη: 

 
(.)

2 1p 
(12)  

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ ζρέζε (12) ζηελ (11), θαηαιήγνπκε ζε κηα απφ ηηο ηξεηο 

πεξηπηψζεηο
168

: 

 
( ) ( )a br r , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

 
( ) ( )a br r , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

 
( ) ( )a br r , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

 

2.4.2 1.Με δεδνκέλν ην πνζνζηό θέξδνπο 

 

Αλ ε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο  είλαη εμσγελψο δεδνκέλε έζησ: 

                                                           
168

 Χζηφζν, φπσο έρνπκε δεη είλαη απνιχησο δπλαηφλ ε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο λα κεηαβιεζεί κε 

ηελ ηππνπνίεζε θαη νη ζρέζεηο (21)-(23) λα κελ ηζρχνπλ. ε πνηεο πεξηπηψζεηο θαη γηα πνηνπο ιφγνπο 

ηζρχεη ην ηειεπηαίν ζα ην δνχκε ζηελ ζπλέρεηα. 
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 ( ) ( )a br r r   (13)  

Τπνζέηνπκε παξαθάησ φηη γηα θάζε ηερληθή ππάξρνπλ δχν δηαδηθαζίεο παξαγσγήο 

θαη δχν παξαγφκελα εκπνξεχκαηα. Δπηπξνζζέησο φηη 
(.) (.), 0A  . 

Έηζη ηζρχεη γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ θάζε ηερληθήο: 

 
(.) (.)(.) (.)(.) (.)(.)

1 111 221 1( )(1)ppapa rw  
(14 α)  

 
(.) (.)(.) (.)(.) (.)(.)

2 112 222 2( )(1)ppapa rw  
(14 β)  

Αθνχ φκσο ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη εμσγελψο δεδνκέλν, ηφηε κπνξεί θάιιηζηα λα 

ηζρχζεη αληίζηνηρα: 

 

(.)
(.) (.)(.) (.)(.) (.)(.)(.)

1 111221 1( ) , ,1,2
(1)

i
i

p
ppapawp i

r
 

 (15 α)
  

 
(.) (.)(.) (.)(.) (.)(.)

2 112 222 2( )p papa w  
 (15 β)  

πσο αλαθέξακε παξαπάλσ ζπγθξίλνπκε πνηα απφ ηηο δχν ηερληθέο, γηα δεδνκέλν 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην, ζπλεπάγεηαη ην κεγαιχηεξν πνζνζηφ θέξδνπο. Έηζη απφ ηηο 

ζρέζεηο (16) έσο (17) ζπλεπάγεηαη ην πνζνζηφ θέξδνπο γηα θάζε ηερληθή. 

Γηα ην 
(.)

1p  ίζρχεη: 

 

(.) (.) (.)(.)
(.) 2 22 1
1

111

pa wl
p

a





  

Γηα ην απφ ηελ ζρέζε (15 α) 

 

(.) (.) (.)(.) (.) (.)(.)
(.) 2 11 2112 22 2211

(.) (.) (.)(.)

2 11 112

(1 )

(1)

paaaaaa
w

a a





  

Ζ ζρέζε πνπ θαηαιήγνπκε αλ θαη θαίλεηαη πεξίπινθε ελ ηνχηνηο θαηαιήγνπκε, φηη ε 

κφλε κεηαβιεηή, ε νπνία θαζνξίδεη ηελ ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο είλαη ε ηηκή ηνπ 

δεχηεξνπ πξντφληνο. Ζ ηηκή ηνπ δεχηεξνπ πξντφληνο θαζνξίδεηαη απφ ηελ ζρέζε (18) 

θαη ηελ εμίζσζε ηππνπνίεζεο. Ζ νπνία γηα ιφγνπο θαηαλφεζεο ζα ππνζέζνπκε φηη: 
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(.)

2 1p 
 ( 16 α)  

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ ζρέζε (20) ζηελ (19), θαηαιήγνπκε ζε κηα απφ ηηο ηξεηο 

πεξηπηψζεηο
169

: 

 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

 

 

2.5 Σν w-r θξηηήξην θαη ε εμάξηεζε ηνπ από ην ηππηθό εκπόξεπκα 

 

πσο εηπψζεθε παξαπάλσ ε ηζρχο ηνπ w-r θξηηεξίνπ εμαξηάηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε 

ησλ ηηκψλ. Με άιια ιφγηα αλ κεηαβιεζεί ε ηππνπνίεζε είλαη δπλαηφλ λα αιιάμεη ε 

ζρέζε θαηάηαμεο κεηαμχ ησλ  ηερληθψλ παξαγσγήο, 

ηελ ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε φρη ζε δηαγξακκαηηθνχο φξνπο πηα αιιά ζε 

καζεκαηηθνχο πνηα ε εμάξηεζε ηεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ απφ ην ηππηθφ 

εκπφξεπκα, θαη πνην ζπγθεθξηκέλα απφ ηελ κεηαβνιή ηνπ. 

ηελ πεξίπησζε ησλ γεηηνληθψλ ή κε, δηαζπψκελσλ ή κε, ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο 

ζα εμεηάζνπκε πνηα είλαη ε αλαγθαία θαη πνηά ε ηθαλή ζπλζήθε ψζηε ε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ ζχκθσλα κε ηελ θεξδνθνξία ηνπο λα είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ κεηαβνιή 

ηεο ηππνπνίεζεο ησλ ηηκψλ . 

  

2.5.1 Με δηαζπώκελεο ηερληθέο απιήο παξαγωγήο 

 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηεο θάζε ηερληθήο πξνθχπηεη: 

Αξρηθά γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA  

 
() ()() ()()(1)a a a aap pA rw 

 (1) 
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 Χζηφζν, φπσο έρνπκε δεη είλαη απνιχησο δπλαηφλ ε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο λα κεηαβιεζεί κε 

ηελ ηππνπνίεζε θαη νη ζρέζεηο (32)-(33) λα κελ ηζρχνπλ. ε πνηεο πεξηπηψζεηο θαη γηα πνηνπο ιφγνπο 

ηζρχεη ην ηειεπηαίν ζα ην δνχκε ζηελ ζπλέρεηα. 
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Καη γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA : 

 
() () () ()()(1)b b b bbp pA rw 

(2) 

ηελ ζπλέρεηα νη δχν ηερληθέο ηππνπνηνχληαη θαζ’ ίδηνλ ηξφπν: 

 
() () , 0a bpupucc  

(3) 

,φπνπ u έλα ηπραίν ζεηηθφ ε εκηζεηηθφ δηάλπζκα ζηήιεο πνπ παξηζηά έλα ηπραίν 

ηππηθφ εκπφξεπκα. 

Δπνκέλσο νη (1) θαη (2) γίλνληαη ιφγσ ηεο (3): 

 
() ()() ()()(1)a aa aapupAurwu 

(4) 

 
() ()() ()()(1)b bb bbpupAurwu 

(5) 

χκθσλα ινηπφλ κε ην w-r θξηηήξην γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, 

έζησ 
*r , 

() ()0 min[ , ]a b

m mr R R δχλαηαη λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

 
( ) ( )a bw w  (6), ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

 
( ) ( )a bw w (7), ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

 
( ) ( )a bw w (8), ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Απφ ηηο (4) θαη (5) γηα ηηο w-r ζρέζεηο ησλ δχν ηερληθψλ ηζρχεη
170

: 

 
()

() () 1[ (1)]

a

a a

c
w

IA ru

   (9)

 

 
()

() () 1[ (1)]

b

b b

c
w

IA ru

   (10)

 

Καηά ζπλέπεηα νη (6),(7),(8), γίλνληαη  ιφγσ ησλ (9) θαη (10) αληίζηνηρα: 

 
() () *1 () () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIAruIAru 

 (11) 

 
() () *1 () () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIAruIAru 

(12) 
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 Δθφζνλ βέβαηα ε 

(.) 1[ (1 )] 0I A r   
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() () *1 () () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIAruIAru 

(13) 

ηελ πεξίπησζε ηεο (11) ε ηερληθή β είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα απφ ηελ α θαη σο 

εθ ηνχηνπ επηιέγεηαη. ηελ πεξίπησζε ηεο (12) νη δχν ηερληθέο είλαη ηζάμηεο
171

  ελψ 

ζηεο πεξίπησζε ηεο (13) ε ηερληθή α πξνηηκάηαη απφ ηερληθή β θαζψο είλαη πην 

θεξδνθφξα. 

Βιέπνπκε ινηπφλ φηη ην w-r θξηηήξην ζπλεπάγεηαη  κηα ζπγθεθξηκέλε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ παξαγσγήο. Γηα λα γίλεη φκσο ε θαηάηαμε πξέπεη λα εμαρζνχλ νη w-r 

ζρέζεηο ησλ ππφ ζχγθξηζε ηερληθψλ. Γηα λα εμαρζνχλ φκσο νη w-r ζρέζεηο πξέπεη 

πξψηα λα ηππνπνηεζνχλ νη ηηκέο. Μάιηζηα ε θιίζε ηεο w-r ζρέζεο δείρλεη λα 

εμαξηάηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. 

πλεπψο ε ηειηθή επηινγή ηεο πιένλ θεξδνθφξαο ηερληθήο δελ είλαη αλεμάξηεηε ηεο  

ηππνπνίεζεο, αθνχ ε ζρεηηθή ζέζε ησλ w-r θακππιψλ δείρλεη λα επεξεάδεηαη απφ 

απηήλ. 

Θα δείμνπκε ηη πξέπεη λα ηζρχεη ψζηε ε θαηάηαμε δχν ηερληθψλ λα πξέπεη λα είλαη 

αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε
172

. 

Έζησ φηη νη δχν ηερληθέο ηππνπνηνχληαη θαζ’ ίδηνλ ηξφπν: 

 
( ) ( ) 1a bp q p q 

 (13) 

Δπαλαιακβάλνληαο ηηο ζπλζήθεο ηνπ w-r θξηηεξίνπ έρνπκε: 

Γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, έζησ 
*r , 

() ()0 min[ , ]a b

m mr R R δχλαηαη λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

 
( ) ( )a bw w  (14), ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

 
( ) ( )a bw w (15), ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

 
( ) ( )a bw w (16), ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Γηα ηηο w-r αληίζηνηρα: 
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 Καη θαηά ζπλέπεηα είλαη αδηάθνξν πνηεο απφ ηηο δχν ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

172
 Βι. Γ. ηακάηεο (1994β) ζει 10 
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()

() () 1

1

[ (1)]

a

a a
w

IA rq

  (17) 

 
()

() () 1[ (1)]

b

b b

c
w

IA rq

  (18) 

Οκνίσο κε παξαπάλσ ζα ηζρχεη: 

 
() () *1 () () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIArqIArq  (19) 

 
() () *1 () () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIArqIArq  (20) 

 
() () *1 () () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIArqIArq  (21) 

Χζηφζν γηα λα είλαη ε θαηάηαμε απηή αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε, κε άιια 

ιφγηα λα ηζρχεη γηα θάζε ηπραία επηιεγκέλν ηππηθφ εκπφξεπκα, πξέπεη λα ηζρχεη: 

 
() () *1() () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIAr IAr (21) 

 
() () *1() () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIAr IAr (22) 

 
() () *1() () *1[ (1)] [ (1)]a a b bIAr IAr (23) 

Απφ ηηο (21), (22), (23) πξνθχπηεη φηη αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ 

αλεμαξηεζία ηεο επηινγήο ηερληθήο απφ ηελ ηππνπνίεζε είλαη ηα δηαλχζκαηα 

() () * 1[ (1 )]a aI A r    θαη 
() () * 1[ (1 )]b bI A r   , πξέπεη λα είλαη απζηεξψο ή 

ηνπιάρηζηνλ θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα.  

Παξαθάησ ζα δείμνπκε πσο επεξεάδεηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε ε επηινγή ηεο πιένλ 

θεξδνθφξαο ηερληθήο γηα: 

 

2.5.1.1 Μη διαζπώμενερ γειηονικέρ ηεσνικέρ απλήρ παπαγωγήρ 
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Αλαθεξφκελνη ζε γεηηνληθέο ηερληθέο, ελλννχκε ηερληθέο  νη νπνίεο δηαθέξνπλ αλά 

δχν θαηά κία δηαδηθαζία παξαγσγήο. Αο δνχκε πψο ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ απηψλ 

επεξεάδεηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε: 

Απφ ηηο παξαπάλσ ζπλζήθεο (21) θαη (23) βιέπνπκε, φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ 

γεηηνληθψλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο ηα δηαλχζκαηα 
() () * 1[ (1 )]a aI A r    θαη 

() () * 1[ (1 )]b bI A r    είλαη θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα, θαζψο έρνπλ ηα n-1 ζηνηρεία θνηλά 

θαη δηαθέξνπλ θαηά ην n
νζηφ

 ζηνηρείν. Αληίζεηα ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπλζήθεο (24) ηα 

δχν δηαλχζκαηα είλαη ίζα. 

Σα παξαπάλσ απέδεημαλ θάηη γλσζηφ απφ ηελ βηβιηνγξαθία
173

, φηη δειαδή ζηελ 

πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο, ε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ αιιάδεη κε ηελ ηππνπνίεζε, ρσξίο φκσο λα αιιάδεη ε πιένλ θεξδνθφξα 

ηερληθή. 

 

2.5.1.2  Μη διαζπώμενερ μη γειηονικέρ ηεσνικέρ απλήρ παπαγωγήρ 

 

Καη ζηελ πεξίπησζε απηή, φπνπ δειαδή νη δχν εμέηαζηλ ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά 

παξαπάλσ απφ κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο, γηα λα είλαη ε θαηάηαμε αλεμάξηεηε απφ 

ηελ ηππνπνίεζε πξέπεη λα ηζρχνπλ θαη πάιη νη (21), (22), (23). 

κσο ζε αληίζεζε κε ηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε, δελ ππάξρεη θάπνηνο ιφγνο γηα 

ηνλ νπνίνλ ηα δηαλχζκαηα 
() () * 1[ (1 )]a aI A r    θαη 

() () * 1[ (1 )]b bI A r    λα είλαη 

ηνπιάρηζηνλ θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα. Με άιια ιφγηα είλαη απνιχησο δπλαηφλ λα κελ 

κπνξεί λα ιερζεί ηίπνηα γηα ηελ ζρέζε δηάηαμεο κεηαμχ ησλ 
() () * 1[ (1 )]a aI A r    θαη 

() () * 1[ (1 )]b bI A r   , θαη θαη’ επέθηαζε γηα ηελ θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ. 

 

2.5.2  Γηαζπώκελεο ηερληθέο απιήο παξαγωγήο 
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  Βι Γ. ηακάηεο(1994β), Θ Μαξηφιεο(1994
α
), Bruno.M. Burmeister E.,Sheshinski (1966) 



167 
 

 

2.5.2.1 Γιαζπώμενερ μη γειηονικέρ ηεσνικέρ απλήρ παπαγωγήρ 

 

Έζησ φηη ε 
(.), ,A i ab  είλαη ηεο κνξθήο 

11 12(.)

220

A A
A

A

 
 
 

 θαη [ , ]I II . 

Καηά ζπλέπεηα γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηζρχεη: 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηεο θάζε ηερληθήο πξνθχπηεη: 

Αξρηθά γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA  

 
() ()() ()()(1)a a a aap pA rw 

(1) 

Καη γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA : 

 
() () () ()()(1)b b b bbp pA rw 

(2) 

Καζ’ φκνην ηξφπν γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, έζησ 
*r , 

() ()0 min[ , ]a b

m mr R R δχλαηαη λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

 
( ) ( )a bw w (3), ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

 
( ) ( )a bw w (4), ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

 
( ) ( )a bw w (5), ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Γηα ηελ w-r ζρέζε ηζρχεη: 

 

(.)

11 11 1222(.)

22

[,][,]
,(.),

() ()(1) ()
[,] [,]

0 ()

T

III III

T

III III

ppyy
w ab

BrBrrABr
yy

Br

 
 

 
   (6)

 

πνπ: 

1

11 11

1

22 22

()[ (1)]

()[ (1)]

Br IA r

Br IA r
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Βάζεη ησλ παξαπάλσ ζα ειέγμνπκε γηα δχν δηαθνξεηηθέο ηππνπνηήζεηο αλ ε 

θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε. 

 

2.5.2.2 Σςποποίηζη με ηην  
[ , ][ ,0] 1T

I II Ipp y 
 

 

Απφ ηηο (3),(4),(5) θαη ιφγσ ηεο (6) πξνθχπηεη γηα έλα δεδνκέλν 

r,
* () ()0 min[ , ]a br RR 174

: 

 
() () () ()

11 11

a a b b

I I I IBy By
                  (7) 

 
() () () ()

11 11

a a b b

I I I IBy By
                  (8) 

 
() () () ()

11 11

a a b b

I I I IBy By
                  (9) 

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ηζρχεη φηη θαη ζηηο κε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο 

παξαγσγήο, αθνχ νη κήηξεο 
(.)

11A θαη θαη’ επέθηαζε νη 
(.)

11B είλαη κε δηαζπψκελεο. 

Καη’ επέθηαζε ε θαηάηαμε ησλ ελ ιφγσ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη θαζ’ φκνην ηξφπν θαη 

γηα ηνπο ίδηνπο ιφγνπο κε ηηο κε δηαζπψκελεο κήηξεο.  

Δπηπιένλ ζηελ πεξίπησζε ηεο δηαζπψκελεο παξαγσγήο κεηαβάιινληαη θαη ηα 

κέγηζηα πνζνζηά θέξδνπο, κε ηελ ηππνπνίεζε. Σν ηειεπηαίν επεξεάδεη θαη απηφ ηελ 

επηινγή ηεο πιένλ θεξδνθφξαο ηερληθήο. 

Αθνινπζψληαο ηηο ππνζέζεηο ηνπ Γ. ηακάηε
175

 έρνπκε γηα ηελ επηινγή ηεο ηερληθήο: 

 
( ) ( )a b (10) 

 
() ()

11 11() ()

11 11

a bA Aa b

m mAA   (11) 

                                                           

174
 πνπ R, 

(.)

(.)

(.) 1 jj

jj

A

m
i A

m

R





 , φπνπ i=I,II, j=1,2 , (.)=a,b 

175
  Γ.ηακάηεο 1994β ζει 32 
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() ()

22 22() ()

22 22

a bA Aa b

m mAA   (12) 

Καζψο θαη : 

 
( ) ( )

11 22
a aA A

m m  (13) 

 
( ) ( )

11 22
b bA A

m m  (14) 

Καηά ζπλέπεηα ηζρχεη ε αθφινπζε ζρέζε δηάηαμεο γηα ηηο κέγηζηεο ηδηνηηκέο θαη ηα 

πνζνζηά θέξδνπο: 

 
() () () ()
22 11 11 221
b a b aA A A A

m m m m        (15) θαη 

 
() () () ()b a b a

II I I IIR R RR  (16) 

Έηζη γηα ην δηάζηεκα ηνπ r 
( )0 a

Ir R   ε ηερληθή b επηιέγεηαη σο ε πιένλ 

θεξδνθφξα ζε ζρέζε κε ηελ ηερληθή α, θαη ζην δηάζηεκα 
( ) ( )a b

I IR r R   επηιέγεηαη ε 

α σο ε πιένλ θεξδνθφξα. 

Αο δνχκε ηψξα ηη ζα ζπκβεί αλ κεηαβιεζεί ε ηππνπνίεζε: 

 

2.5.2.3 Σςποποίηζη με ηην 
[ , ][0, ] 1T

I II IIpp y 
   

 

Ζ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ κεηαβνιή ησλ κέγηζησλ 

πνζνζηψλ θέξδνπο σο εμήο: 

 
( ) ( )a b

I IR R (17) 

 
( ) ( )b a

II IIR R (18) 

Καηά ζπλέπεηα 
( ) ( )a bR R (19) 

Χζηφζν ε κεηαβνιή απηή ησλ κεγίζησλ πνζνζηψλ θέξδνπο έρεη ζαλ απνηέιεζκα θαη 

ηελ κεηαβνιή ηεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ. Καηά ζπλέπεηα έρνπκε. 
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() ()

11 1222 11 1222() ()

22 22

()(1)() ()(1)()
[,] [,]

() ()

a b

II IIa b

III III

II II

BrrABry BrrABry

Bry Bry

    
   

   
(20) 

ηελ θαηλνχξηα θαηάζηαζε πνπ δηακνξθψζεθε, ε ηερληθή b, γηα 
( )0 b

IIr R   κπνξεί 

λα πεξηζζφηεξν ιηγφηεξν ε εμίζνπ θεξδνθφξα απφ ηελ α. Δλψ αληίζεηα γηα 

( ) ( )b a

II IIR r R  ε ηερληθή α είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα απφ ηελ ηερληθή b. 

 

2.5.3 Γηαζπώκελεο γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο παξαγωγήο 

 

ηα δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο φηαλ νη ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο, ζε 

αληίζεζε κε ηηο κε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο, ε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε. 

Έζησ νη ηερληθέο: 

 

1112 1112() () ()()

() ()

22 22

, , [,]
0 0

a b ab

IIIa b

AAAA
A A

A A

  
    
  

(21) 

Δπνκέλσο νη ηερληθέο 
( ) ( )[ , ]a aA  θαη 

( ) ( )[ , ]b bA  δηαθέξνπλ κφλν θαηά ην ζηνηρείν 

22A . Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο ζα ππνζέζνπκε φηη νη ππνκήηξεο είλαη απιά 

βαζκσηά. Γειαδή: 

( ) ( )

11 11 11 11

( ) ( )

12 12 12 12

(.) (.)

22 22 ,(.) ,

a b

a b

A A A a

A A A a

A a ab

  

  

 

 

Έηζη  ζηελ ηα ζηνηρεία ζηελ θχξηα δηαγψλην  απνηεινχλ θαη ηηο ηδηνηηκέο ηεο κήηξαο 

(.)A . 

κνηα κε ην Γ.ηακάηεο (1994β) ππνζέηνπκε φηη: 

 
() () () ()
22 11 11 221
b a b aA A A A

m m m m        (22) θαη 
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() () () ()0 b a b a

II I I IIR R RR   (23) 

Σππνπνηψληαο ηηο ηηκέο κε ηελ (7) πξνθχπηεη γηα ηα δηαλχζκαηα 
( ) ( )

11

a a

IB y  

θαη
( ) ( )

11

b b

IB y  

Δπνκέλσο ηζρχεη: 

 
() () ()

11 ()

11

1

(1)

a a a

I Ia
By y

a r


 θαη(24) 

 
() () ()

11 ()

11

1

(1)

b b a

I Ib
By y

a r


 (25) 

κσο απφ ηηο πξνυπνζέζεηο μέξνπκε φηη: 

 
() () [ , ]a b

I II  θαη 

 
( ) ( )

11 11

a ba a  

Δπνκέλσο γηα  0 Ir R   νη δχν ηερληθέο είλαη ηζάμηεο (εμίζνπ θεξδνθφξεο). 

Αλ ηψξα γίλεη ηππνπνίεζε κε ηελ (18) πξνθχπηεη: 

 

()

12() ()

11 22()

()

22

1 1
(1)

1 (1) 1 (1)

1

1 (1)

a

a a

a

II

a

a r
a r a r

y

a r

 
    

 
 
     

(26)θαη 

 

()

12() ()

11 22()

()

22

1 1
(1)

1 (1) 1 (1)

1

1 (1)

b

b b

b

II

b

a r
a r a r

y

a r

 
    

 
 
   

(27) 

κσο αθνχ  

 
( ) ( )

22 22

a ba a  
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Καη  πην ζπγθεθξηκέλα 
( ) ( )

22 22

a ba a ε ηερληθή α είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα απφ 

ηελ Β. Πξφθεηηαη δειαδή γηα κηα θαηάζηαζε εθ δηακέηξνπ αληίζεηε απφ ηελ 

παξαπάλσ. 

Καηά ζπλέπεηα ζηελ δηαζπψκελε απιή παξαγσγή αθφκα θαη φηαλ νη ηερληθέο είλαη 

γεηηνληθέο ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα. 

 

2.6 Γ. Αξηζκεηηθό παξάδεηγκα 

 

 Έζησ νη ηερληθέο 
( ) ( )[ , ]a aA θαη 

( ) ( )[ , ]b bA  φπνπ
176

: 

 () ()
0,500.25

, 0,250,25
00,75

a aA
 
  
 

 θαζψο θαη: 

 () ()
0,500.25

, 0,250,25
00

b aA
 
  
 

 

Δπνκέλσο νη δχν ηερληθέο πνπ ζπγθξίλνληαη είλαη δηαζπψκελεο γεηηνληθέο ηερληθέο 

απιήο παξαγσγήο. Αο εμεηάζνπκε αλ ηζρχνπλ ηα φζα πξαγκαηεπηήθακε παξαπάλσ, 

θαη ελ πξνθεηκέλσ αλ ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε ησλ 

ηηκψλ. 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ παξαγσγήο ηζρχεη: 

Γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA  

 
() ()

1 10,50(1)0,25a ap p r w    

 
() () ()

2 1 2(0,250,75)(1)0,25a a ap p pr w     

Καη γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA  

 
() ()

1 10,50(1)0,25b bp p r w    
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 Σν αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα είλαη δαλεηζκέλν απφ ην Γ.ηακάηεο (1989) ζει.121 
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() ()

2 10,25(1)0,25b bp p r w    

Απφ απηά ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ ζα δνθηκάζνπκε νξηζκέλεο δηαθνξεηηθέο 

ηππνπνηήζεηο θαη ζα εμεηάζνπκε πνηα ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ γηα ηελ δεδνκέλε 

ηππνπνίεζε. 

 

 Σππνπνίεζε κε 1 1 1a bp p   

 

Απφ ηηο ζρέζεηο (31)-(34) πξνθχπηεη γηα ηελ ζρέζε πνζνζηνχ θέξδνπο-νλνκαζηηθνχ 

σξνκηζζίνπ: 

 
() () 1a bw w w r   

Καηά ζπλέπεηα αλ παξαζηήζνπκε δηαγξακκαηηθά, ζην ίδην επίπεδν ηηο w-r θακπχιεο 

γηα θάζε ηερληθή, ηφηε ζα έρνπκε: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δίλαη ινηπφλ θαλεξφ φηη νη δχν ηερληθέο ζχκθσλα κε ην w-r θξηηήξην είλαη εμίζνπ 

θεξδνθφξεο γηα θάζε χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. Δίλαη απηνλφεην φηη νη δχν 

ηερληθέο έρνπλ θαη ην ίδην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο θαη νλνκαζηηθφ σξνκίζζην. 
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 max max1w R   

 Σππνπνίεζε κε 1 2 1 20,50,50,50,51a a b bp p p p    

Οκνίσο πξνθχπηεη γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA  ε ζρέζε πνζνζηνχ θέξδνπο 

νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ: 

 
( ) 1 3aw r    

Καη θαηά ζπλέπεηα 

 
( )

max 1aw    

 
( )

max

1

3

aR    

Δλψ γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA  

 
( ) 16(1 )

7

b r
w

r





  

Καη θαηά ζπλέπεηα 

 
( )

max

16

7

bw    

 
( )

max 1bR    

 

 

Αλ απνηππψζνπκε θαη ηηο δχν w-r θακπχιεο ζην ίδην επίπεδν, πξνθχπηεη φηη γηα θάζε 

χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο ε ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA είλαη ε πιένλ θεξδνθφξα ηερληθή. 
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Δίλαη ινηπφλ θαλεξφ, φηη ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε, 

αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο. 

Αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ εμεηάζνπκε ηα r-θαζαξά πξντφληα ησλ δχν ηερληθψλ 

έζησ γηα ην r=0,25 πξνθχπηνπλ ηα παξαθάησ r- θαζαξά πξντφληα
177

: 

 
( )

0,625

0,625

ay
 
 
 

  

Καη γηα ηελ δεχηεξε ηερληθή 

 

 
( )

0,625

1

ay
 
 
 

  

 

Αλ βάινπκε ηα δχν απηά δηαλχζκαηα ζηνλ ίδην άμνλα ζα έρνπκε: 
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  Βι. Κ.Γνγνινο 2000 ζει 227 
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Δίλαη θαλεξφ φηη κε ηελ ηππνπνίεζε κεηαβάιιεηαη ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ, αθνχ 

κε ηελ ηππνπνίεζε κε 1d  νη δχν ηερληθέο είλαη ηζάμηεο ελψ κε ηελ ηππνπνίεζε κε 

2d θαη 3d ε ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA είλαη ε πιένλ θεξδνθφξα, θαζψο γηα δεδνκέλν πνζνζηφ 

θέξδνπο ζπλεπάγεηαη ην κεγαιχηεξν r-θαζαξφ πξντφλ. 

Χζηφζν απν ην παξαπάλσ ζρήκα δίρλεη λα επηβεβαηψλεη θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο 

ζχγθξηζεο ησλ δχν ηερληθψλ ηνπ αξηζκηηηθνχ παξαδείγκαηνο γηα ηηο δχν δηαθνξεηηθέο 

ηππνπνηήζεηο. 

Γηα ηελ ηππνπνίεζε κε ην ]1,0[1 12  dp ην απνηέιεζκα ηεο ζχγθξηζεο 

επηβεβαηψλεηαη θαζψο ζην ζεκείν 625,02 y  νη δχν ηερληθέο δείρλνπλ λα είλαη 

ηζνδχλακεο γηα ην δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο (r=0,25).  

Αληίζεηα γηα θάζε άιιε ηππνπνίεζε, φπσο θπζηθά θαη γηα ηελ 

1 2 1 20,50,50,50,51a a b bp p p p    , ε επηιεγείζα ηερληθή είλαη ε 
( ) ( )[ , ]b bA . 

Καηα ζπλέπεηα ε θαηάηαμε ησλ δχν ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε ζηελ 

πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ, αθφκα θαη αλ νη ηερληθέο απηέο είλαη 

γεηηνληθέο. 

Χζηφζν ζεκαζία έρεη λα εμεηάζνπκε ηη γίλεηαη ζηελ πεξίπησζε κε δηαζπψκελσλ 

γεηηνληθψλ ή κε ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο. 
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2.7 ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

 

πσο είδακε παξαπάλσ ηφζν ε εμαγσγή ηεο w-r ζρέζεο, φζν θαη ε ηζρχο ηνπ w-r  

θξηηεξίνπ εμαξηάηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε ηηκψλ. 

Ζ w-r ζρέζε δελ απνηειεί ηελ ζρέζε νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ θαη πνζνζηνχ θέξδνπο 

ηεο ζπγθεθξηκέλεο ηερληθήο, αιιά ηελ ζρέζε νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ θαη πνζνζηνχ 

θέξδνπο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο. Σν ηειεπηαίν κεηαθξάδεηαη ζην 

φηη αλ κεηαβιεζεί ε ηππνπνίεζε ηηκψλ ηεο αξρηθήο ηερληθήο ηφηε ζα εκθαληζηεί έλα 

λέν ππνζχζηεκα κε κηα λέα w-r ε νπνία δελ ππάξρεη θαλέλαο ιφγνο λα ζπκπίπηεη κε 

απηήλ ηεο πξνεγνχκελεο ηππνπνίεζεο. Με άιια ιφγηα ε w-r ζρέζε δελ ραξαθηεξίδεη 

ζε θακία πεξίπησζε κηα ηερληθή, αιιά έλα παξάγσγν απφ απηή ηππηθφ ππνζχζηεκα. 

Σν ηειεπηαίν έξρεηαη ζε αληίζεζε κε φηη ππνζηεξίδνπλ νηθνλνκνιφγνη φπσο ν 

L.Passineti, γηα ηνπο νπνίνπο ε ηππνπνίεζε έρεη έλαλ νπδέηεξν ξφιν, θαζψο δελ 

αιιάδεη ηηο ζρέζεηο θαηάηαμεο κεηαμχ ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο, αθνχ φπσο ν ίδηνο 

ιέεη είλαη ζαλ λα πνιιαπιαζηάδνληαη ηα δχν κέξε ηνπ ζπζηήκαηνο ηηκψλ κε έλα 

βαζκσηφ
178

. 

πκπεξαζκαηηθά  κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε κνλνζήκαληε θαηάηαμε ηερληθψλ είλαη 

κάιινλ έλα ηπραίν θαηλφκελν. Γελ ππάξρεη θαλέλαο νηθνλνκηθφο ιφγνο έλεθα ηνπ 

νπνίνπ νη ηερληθέο λα πξέπεη λα είλαη γεηηνληθέο (δειαδή λα αιιάδνπλ νη επηιεγείζεο 

ηερληθέο αλά κηα θάζε θνξά) . Δπηπιένλ αθφκα θαη ην ηειεπηαίν δελ εμαζθαιίδεη φηη 

ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο ε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ ζα είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε. 

Οη w-r πνπ πξνθχπηνπλ δελ αληηπξνζσπεχνπλ ηελ ζρέζε πνζνζηνχ θέξδνπο 

νλνκαζηηθψλ κηζζψλ ηεο εθάζηνηε ηερληθή, αιιά κάιινλ ηελ ζρέζε πνζνζηνχ 

θέξδνπο νλνκαζηηθψλ κηζζψλ ελφο ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο πνπ πξνθχπηεη απφ ηηο 

αξρηθέο ηερληθέο. 

Ζ ηππνπνίεζε φπσο είδακε επεξεάδεη ηελ  θαηάηαμε ησλ «ηερληθψλ» ζηελ πεξίπησζε 

ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο, κεηαβάιινληαο θαη ην κέγηζην 

πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ θάζε ππνζπζηήκαηνο, φπσο θαη ην κέγηζην νλνκαζηηθφ 

σξνκίζζην. 
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 Βι. L. Passineti, (1991) ζει. 170 
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Έλα αθφκα ζέκα πνπ ηίζεηαη απφ ηνλ  Γ. ηακάηε (1994β) ζει.40. είλαη ην πνηνο ελ 

ηέιεη επηιέγεη ηηο  ηερληθέο  πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ πξαγκαηηθή νηθνλνκία. Δίλαη 

απηνλφεην φηη επηκέξνπο αηνκηθνί θαπηηαιηζηέο επηιέγνπλ ηελ κεγηζηνπνηνχζα γηα 

απηνχο ην πνζνζηφ θέξδνπο δηαδηθαζία, θαη ε ηειηθή επηιεγείζα ηερληθή (ηππηθφ 

ππνζχζηεκα) απνηειείηαη απφ ηηο απνθάζεηο ησλ επηκέξνπο αηνκηθψλ θαπηηαιηζηψλ. 

Γελ ππάξρεη έλαο εληαίνο θαπηηαιηζηήο ν νπνίνο ζα θαζνξίδεη πνηεο δηαδηθαζίεο 

παξαγσγήο ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ. Σν ηειεπηαίν πεξηνξίδεη αθφκα πεξηζζφηεξν ηελ 

πηζαλφηεηα νη ηερληθέο πνπ ζπγθξίλνληαη λα είλαη γεηηνληθέο θαη ην ζχζηεκα λα 

νδεγείηαη ζηελ κεγηζηνπνηνχζα ην εληαίν πνζνζηφ θέξδνπο ηερληθή (ηππηθφ 

ππνζχζηεκα). Σν ηειεπηαίν κάιηζηα θαίλεηαη λα βαζίδεηαη ζηελ θξίζε επηκέξνπο 

αηνκηθψλ (αλεμάξηεησλ πνιιέο θνξέο κεηαμχ ηνπο) θαπηηαιηζηψλ. 
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3 COST MINIMIZATION CRITERION 

 

πσο έρνπκε πξνεγνπκέλσο αλαθέξεη ην cost minimization criterion ή θξηηήξην ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο είλαη έλα απφ ηα γλσζηά θξηηήξηα θαηάηαμεο θαη 

επηινγήο ηερληθψλ παξαγσγήο. ην παξφλ θεθάιαην ζα παξνπζηαζηνχλ δηάθνξεο 

εθδνρέο ηνπ cost minimization criterion, φπσο απηφ παξνπζηάδεηαη ζηελ 

βηβιηνγξαθία. Θα παξνπζηαζηνχλ νη εθδνρέο ησλ L.von Bortkievitcz, ηνπ N.Okishio, 

ηνπ L. Passineti, ησλ Ζ.D.Kurz θαη Neri Salvadori, θαζψο θαη ηνπ G.Erreygers. πσο 

ζα δνχκε ην Cost minimization criterion, ζηεξίδεηαη ζηελ ηζρχε δχν ζπλζεθψλ ηηο 

νπνίεο ζα δνχκε παξαθάησ. 

3.1 Η εθδνρή ηνπ L. von Bortkievitcz 

Ο L. von Borktkievicz ζέινληαο λα απνδείμεη ην αληίζεην απφ ην λφκν ηεο πησηηθήο 

ηάζεο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο
179

 ηνπ Μαξμ, εηζήγαγε ην θξηηήξην ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο.  

                                                           
179

 χκθσλα κε ηνλ λφκν ηεο πησηηθήο ηάζεο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, θάζε αχμεζε ηεο 

παξαγσγηθφηεηαο ηεο εξγαζίαο, έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ κείσζε ηεο ηηκήο ησλ παξαγφκελσλ 

εκπνξεπκάησλ, πξάγκα πνπ γηα ηνλ Μαξμ, έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ πηψζε ηνπ γεληθνχ πνζνζηνχ 

θέξδνπο. χκθσλα κε ηνλ Μαξμ (1978) ηφκνο 3, ζει 334-335: 

«Καλέλαο  θεθαιαηνθξάηεο  δελ ρξεζηκνπνηεί   κηα  λέα  κέζνδν παξαγσγήο, φζν παξαγσγηθή 

θαη αλ είλαη, φζν θαη αλ απμάλεη ην πνζνζηφ ηεο ππεξαμίαο, εθφζνλ κεηψλεη ην πνζνζηφ 

θέξδνπο. Αιιά θάζε ηέηνηα λέα κέζνδνο παξαγσγήο θηελαίλεη ηα εκπνξεχκαηα. Γηα απηφ 

ζηελ αξρή ν θεθαιαηνθξάηεο ηα πνπιά πάλσ απφ  ηελ  ηηκή  παξαγσγήο, ίζσο θαη πάλσ απφ 

ηελ αμία  ηνπο. Σζεπψλεη  ηελ δηαθνξά  πνπ  ππάξρεη αλάκεζα ζηα έμνδα παξαγσγήο ηνπο θαη 

ζηελ αγνξαία ηελ ηηκή ησλ ππνινίπσλ εκπνξεπκάησλ, πνπ έρνπλ παξαρζεί κε πςειφηεξν 

θφζηνο παξαγσγήο. Μπνξεί λα ην θάλεη απηφ γηαηί ν κέζνο φξνο ηνπ θνηλσληθνχ 

απαηηνχκελνπ ρξφλνπ εξγαζίαο γηα ηελ παξαγσγή απηψλ είλαη κεγαιχηεξνο απφ ηνλ  ρξφλν  

εξγαζίαο  πνπ απαηηείηαη κε ηελ λέα κέζνδν παξαγσγήο. Ζ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ ζηέθεη 

πάλσ απφ ηνλ κέζν φξν ηεο θνηλσλίαο. Ο ζπλαγσληζκφο φκσο ηε γεληθεχεη  θαη ηελ 

ππνηάζζεη ζην γεληθφ λφκν. Σφηε αξρίδεη ε γεληθή πηψζε ηνπ γεληθνχ πνζνζηνχ θέξδνπο - 

ίζσο  πξψηα  ζε  απηήλ  ηελ  ζθαίξα  παξαγσγήο, πνπ εμηζψλεηαη κε  ηηο άιιεο.. Έηζη ε πηψζε 

απηή είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ζέιεζε ηνπ  θεθαιαηνθξάηε. Πάλσ  ζην ζεκείν απηφ πξέπεη 

αθφκα λα παξαηεξεζεί , φηη  απηφο  ν  ίδηνο  ν  λφκνο  θπξηαξρεί θαη ζηηο ζθαίξεο εθείλεο ηεο 

παξαγσγήο, πνπ ην πξντφλ ηνπο νχηε  άκεζα  νχηε  έκκεζα  κπαίλεη ζηελ θαηαλάισζε ηνπ 

εξγάηε  ή ζηνπο φξνπο παξαγσγήο ησλ κέζσλ ζπληήξεζεο ηνπ.» 
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Ο L. von Borktkievicz ρξεζηκνπνηεί έλα κνληέιν, ζην νπνίν ε εξγαζία είλαη 

αλαπαξαγφκελνο ζπληειεζηήο παξαγσγήο, πξάγκα πνπ ην θαζηζηά έλα απζηξηαθφ 

κνληέιν παξαγσγήο
180

, ζην νπνίν νη ηηκέο εθθξάδνληαη ζε φξνπο ελζσκαησκέλεο 

εξγαζίαο. ηελ παξνχζα εξγαζία απιά ζα παξνπζηάζνπκε ην θξηηήξην ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο, φπσο απνηππψλεηαη ζηηο ζρέζεηο πνπ παξαζέηεη ν 

ίδηνο ν L. von Bortkievicz. 

ε έλα ζχζηεκα ζαλ απηφ ηνπ Bortkievicz γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ, ηζρχεη: 

iii Ardp )1(   

,φπνπ  ε κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, id .........., θαη  ε ηηκή ελφο 

ζπγθεθξηκέλνπ πξαγκαηηθνχ σξνκηζζίνπ εθθξαζκέλε ζηηο ππάξρνπζεο ηηκέο ηεο 

δεδνκέλεο ηερληθήο παξαγσγήο. 

Αλ εηζαρζεί κηα λέα δηαδηθαζία παξαγσγήο, ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη απφ ηα 
'

id θαη 

'

iA επηιέγεηαη αλ θαη κφλν αλ ηζρχεη ε : 


''

)1( iii Ardp   

ηελ πεξίπησζε απηή ε λέα δηαδηθαζία παξαγσγήο, ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη απφ ηα 

'

id θαη 
'

iA , ζπλεπάγεηαη έλα κηθξφηεξν κνλαδηαίν θφζηνο παξαγσγήο, εθθξαζκέλν 

ζηηο ηηκέο παξαγσγήο (πξαγκαηηθφ σξνκίζζην) ηεο αξρηθήο ηερληθήο.  

3.2 Η εθδνρή ηνπ N.Okishio 

 

Μάιηζηα δελ είλαη ηπραίν ην φηη ζην The   New  Palgrave: A dictionary of Economics, 

ζαλ ιήκκα ζην choice of technique o N.Okishio
181

 εηζάγεη ην cost minimization 

criterion, σο θξηηήξην επηινγήο ηεο πιένλ θεξδνθφξαο ηερληθήο. 

Αξρηθά παξνπζηάδνπκε ελ ζπληνκία ην αλαιπηηθφ πιαίζην ζην νπνίν εξγαδφκαζηε. 

Έζησ 
(.)A , ε nxm κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ

182
, I  ε κνλαδηαία nxm κήηξα 
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 Γηα πεξεηαίξσ γηα ηα απζηξηαθά κνληέια παξαγσγήο, βι Θ.Μαξηνιεο (1996α) θαη (1996β) θαζψο 

θαη L.Passineti (1991) θαη H.D.Kurz θαη N.Salvadori (1995)  

181
 Okishio, N (1987). ζει.418-420 
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ησλ εθξνψλ (σο εθ ηνχηνπ κηιάκε γηα απιή παξαγσγή) θαη 
(.)

l ην 1xm δηάλπζκα ησλ 

εηζξνψλ ζε δσληαλή νκνηνγελή εξγαζία
183

. Αξρηθά εμεηάδνπκε ηελ πεξίπησζε ησλ 

κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο θαη ζηελ ζπλέρεηα ηελ πεξίπησζε ησλ 

δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο. 

Γηα ην cost minimization criterion κπνξνχλ ελ ζπληνκία λα εηπσζνχλ ηα αθφινπζα: 

1. πλίζηαηαη ζηελ ζχγθξηζε γεηηνληθψλ κεηαμχ ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο 

(ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ)
184

 

2. Τπφ ζχγθξηζε ηίζεηαη κφλν ε δηαδηθαζία παξαγσγήο θαηά ηελ νπνία 

δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο. 

3. Δπηιέγεηαη εθείλε ε ηερληθή ε νπνία ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο ή δπτθά 

εηπσκέλν εθείλε ε ηερληθή ζηηο ηηκέο ηηο νπνίαο, γηα δεδνκέλν πνζνζηφ 

θέξδνπο, ε ρξήζε θακίαο άιιεο ηερληθήο δελ απνθέξεη ππεξθέξδε 

4. Γηα λα ζπγθιίλεη ην ζχζηεκα ζε θάπνηα ηερληθή πξέπεη πξψηα λα 

ηππνπνηεζνχλ νη ηηκέο παξαγσγήο. 

5. Σηο απνθάζεηο γηα ηελ ρξήζε ή κε θάπνηαο δηαδηθαζίαο δελ ιακβάλεηαη απφ 

κηα θεληξηθή αξρή, φπσο ζην w-r θξηηήξην, αιιά απφ ηνπο επηκέξνπο 

αηνκηθνχο θαπηηαιηζηέο
185

 

 ην ζεκείν απηφ ζα παξνπζηάζνπκε ελ ζπληνκία ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο 

ηνπ θφζηνπο, φπσο απηφ παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Okishio (Okishio, N (1987). 

ζει.418-420). 
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 Με ηνλ ηξφπν απηφ εηζάγνπκε ηελ δπλαηφηεηα επηινγήο ηερληθήο, θαη θπζηθά ην m>n. Με άιια 

ιφγηα ππάξρνπλ παξαπάλσ απφ κηα δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, νη νπνίεο κπνξνχλ λα παξάμνπλ έλα 

εκπφξεπκα. 

183
 Γηα (.)=a,b 

184
 πσο βιέπνπκε ζην  Γ.ηακάηεο (1997) ζει.300 κε ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο 

ζπγθξίλνληαη αλά δχν γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο. Δίλαη γεγνλφο, φηη ε ρξήζε ηνπ cost 

minimization criterion είλαη αξθεηά πεξηνξηζκέλε, θαζψο δελ γίλεηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε κε 

γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο, ή ζε ηερληθέο ζχλζεηεο παξαγσγήο, αλεμάξηεηα δε αλ είλαη 

γεηηνληθέο ή κε. 

185
 Οη νπνίνη βέβαηα δξνχλ ζπιινγηθά, κε απνηέιεζκα λα κεηαβαίλνπκε ζηελ αλαιπζή καο απν ην 

επίπεδν ηνπ επηκέξνπο θαπηηαιηζηή, ζε απηφ ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο. 
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Γηα ηνλ N.Okishio απνθάζεηο γχξσ απφ ηελ παξαγσγή, ιακβάλνληαη απφ ηνπο 

επηκέξνπο θαπηηαιηζηέο
186

. Καηά ζπλέπεηα ν θάζε επηκέξνπο θαπηηαιηζηήο έρεη ζαλ 

ζηφρν λα κεγηζηνπνηήζεη ην αλακελφκελν πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ. 

ην κνληέιν ηνπ N.Okishio νη κηζζνί πξνθαηαβάιινληαη. Τπ’ απηήλ ηελ πξνυπφζεζε 

νη θαπηηαιηζηέο αλακέλνπλ έλα δηάλπζκα ηηκψλ p θαη έλα νλνκαζηηθφ σξνκίζζην w . 

ην ζεκείν απηφ πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε φηη ην γεγνλφο φηη νη θαπηηαιηζηέο 

πεξηκέλνπλ έλα εμσγελψο δεδνκέλν δηάλπζκα ηηκψλ είλαη ηαπηφζεκν κε ηνλ εμσγελή 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. 

Καηά ζπλέπεηα γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηζρχεη γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο, έζησ r , 

(.) (.) (.)(..) (..)( )(1 )p p A w r   (1) 

Μηα ηερληθή έζησ ε (β) επηιέγεηαη έλαληη ηεο (α) εάλ: 

( ) ( )b ar r (2) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) ζπλεπάγεηαη φηη φηαλ ηζρχεη ε (2) ηζρχεη ε : 

( ) ( ) ( ) ( )b b a apA w pA w   (3) 

Ζ ζρέζε (3) καο πιεξνθνξεί φηη ην κνλαδηαίν θφζηνο ηεο ηερληθήο (β) είλαη 

κηθξφηεξν απφ απηφ ηεο ηερληθήο (α) θαη σο εθ ηνχηνπ επηιέγεηαη σο ε 

κεγηζηνπνηνχζα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηερληθή. 

 

Πξέπεη λα αλαθέξνπκε, φηη ζηελ βηβιηνγξαθία
187

 θαηά ηελ εμέηαζε ηνπ cost 

minimization criterion εηζάγεηαη έκκεζα θαη ε έλλνηα ηεο δήηεζεο. Απηφ γίλεηαη κε 

ηελ εηζαγσγή ηνπ φξνπ “requirements for use”, πην πξαθηηθά νκηιψληαο κε ηελ 

ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ
188

 . Σν ηειεπηαίν είλαη θαη απηφ πνπ δηαθνξνπνηεί έλα ζχλνιν 

δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο απφ έλα -ηππηθφ (ππφ) –ζχζηεκα
189

. 
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 , ζε αληίζεζε κε ην w-r θξηηήξην, φπνπ νη απνθάζεηο ιακβάλνληαη απφ έλα ζπιινγηθφ θαπηηαιηζηή. 

187
 Βι. Ch.Bidard(1990) ζει.839-40, . N. Salvadori(1995)- H.D. Kurz(1995) ζει 312 

188
 Ζ κε άιιεο ιέμεηο κε ηελ επηινγή ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

189
 Ηδηαίηεξε ζεκαζία ζηελ έλλνηα ηεο δήηεζεο δίλεη θαη ν G.Erreygers (1995) . Γηα απηφλ ην πξφβιεκα 

ηεο επηινγήο ηερληθήο αλάγεηαη ζηελ εχξεζε εθείλσλ ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο θαη εθείλσλ ησλ 

ηηκψλ νη νπνίεο εμαζθαιίδνπλ: 

 ηη ε δήηεζε ηθαλνπνηείηαη 

 ιεο νη δηαδηθαζίεο παξαγσγήο έρνπλ ηελ ίδηα θεξδνθνξία ( ήηνη ππάξρεη έλα εληαίν πνζνζηφ 

θέξδνπο) 
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3.3 H εθδνρή ηνπ D.Levhari 

 

Μηα αθφκα εθδνρή, θαζαξά λενθιαζηθή απηή ηε θνξά, ηνπ θξηηεξίνπ ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ D.Levhari ην 1965
190

, κε 

ζθνπφ ηελ ππεξάζπηζε ηνπ Non Substitution Theorem ηνπ P.Samuelson. Αξρηθά 

παξνπζηάδνπληαη ηα δεδνκέλα ηνπ ππνδείγκαηνο ηνπ Levhari: 

1. Ζ ηερλνινγία είλαη γξακκηθή θαη ην δεπγάξη ],[ (.)(.) A  παξηζηά κηα κε 

δηαζπψκελε ηερληθή απιήο παξαγσγήο 

2. Παξάγνληαη n εκπνξεχκαηα κέζσ m δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο (m>n) 

3. Οη ππν ζχγθξηζηλ ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο 

4. Οη κηζζνί πξνθαηαβάιινληαη 

5. Σίζεηαη εμσγελψο ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην w, ίζν κε 1. 

Καηα ζπλέπεηα γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηζρχεη: 

r
rAIprrApp


 

1

1
)1()]1([)1()1( 1(.)(.)(.)(.)(.)(.)(.)   

Δίλαη θαλεξφ φηη: 

                                                                                                                                                                      
 Κακία γλσζηή δηαδηθαζία δελ απνθέξεη ππεξθέξδε 

Καηά ζπλέπεηα γηα λα επηιεγεί κηα ζπιινγή δηαδηθαζηψλ πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ δήηεζε (βι. 

G.Erreygers (1995) ζει 145). Πέξα απφ απηφλ ηνλ έκκεζν νξηζκφ ηεο ηερληθήο ν Erreygers, ζηελ 

ζπλέρεηα ηνπ ίδηνπ άξζξνπ, δίλεη έλαλ μεθάζαξν νξηζκφ ηεο ηερληθήο (βι. ζει 149): 

«Furthermore, it should be clear that a demand vector chosen at random can normally only be satisfied 

by a square set of independent methods. In mathematical terms this independence means that the 

matrix composed of the rows ( )  (1  )i i iC g B g A   , corresponding to the methods i of a square 

set must have full rank. Square sets of independent methods, of which at least one requires a positive 

labour input, will be called techniques». 

Ζ ηερληθή πνπ επηιέγεηαη φκσο απφ ηνλ Erreygers είλαη απηή ζηηο ηηκέο ηεο νπνίαο θακία άιιε ηερληθή 

δλε απνθέξεη ππεξθέξδε. Καηά ζπλέπεηα ν G.Erreygers πξνηείλεη σο θξηηήξην θαηάηαμεο θαη επηινγήο 

ηερληθήο ην cost minimization criterion.  

ε ηειεπηαία αλάιπζε απηφ πνπ θαη νη C.Bidard θαη ν G.Erreygers νλνκάδνπλ δήηεζε, δελ είλαη άιιν 

απφ ην θαζαξφ (αθαζάξηζην) πξντφλ ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο.   

190
 D.Levhari (1965) ζει 98-105 
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)3()()2(0
)(




rp
dr

rdp
im

r
  θαη θαηά ζπλέπεηα 

)5(0)()4(0
)(




rp
d

dp
im



 

Βάζεη φισλ ησλ παξαπάλσ ν D.Levhari αλαπηχζεη ην αθφινπζν ζεψξεκα
191

: 

«Theorem: Let ι be given. Among the 


m

i

ik
1

 matrices there exists one ][
*

*

0

a

a
 for this ι 

which minimizes all the elements of the vector 
1

0 ][  aIap  ; 

paIaaIap   1

0

1**

0

* ][][   »  

Με άιια ιφγηα ππάξρεη κηα δηαδηθαζία γηα ην δεδνκέλν ι( θαηα ζπλέπεηα γηα ην 

δεδνκέλν r) ε νπνία ειαρηζηνπνηεί ην δηάλπζκα ησλ ηηκσλ παξαγσγήο ηεο δεδνκέλεο 

δηαδηθαζίαο παξαγσγήο. Με άιια ιφγηα  ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά νη ζρέζεηο γηα δχν 

ηερληθέο έζησ a θαη b: 

)1.6(ba pp   

)2.6(ba pp   

)3.6(ba pp   

Απφ ηελ ζρέζε (1) πξνθχπηεη γηα ηηο (6.1)-(6.3) δηαδεπθηηθά: 

)1.7()]1([)]1([ 1)()(1)()(   rAIrAI bbaa   ζηελ πεξίπησζε απηή ε α 

επηιέγεηαη σο ε ειαρηζηνπνηνχηζα ην θφζηνο ηερληθή 

)2.7()]1([)]1([ 1)()(1)()(   rAIrAI bbaa    ζηελ πεξίπησζε απηή θαη ε α θαη 

ε b επηιέγεηαη σο ε ειαρηζηνπνηνχηζα ην θφζηνο ηερληθή 

)3.7()]1([)]1([ 1)()(1)()(   rAIrAI bbaa    ζηελ πεξίπησζε απηή ε b 

επηιέγεηαη σο ε ειαρηζηνπνηνχηζα ην θφζηνο ηερληθή 
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 D.Levhari (1965) ζει 101 
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Λφγσ ηεο γεηηλίαζεο ησλ δχν ηερληθψλ, ηα δηαλχζκαηα 

barAI ,(.),)]1([ 1(.)(.)   , είλαη θαηά ηάμηλ ζπγθξίζηκα θαη ζε θακία πεξίπησζε 

απνιχησο ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο. 

Με άιια ιφγηα γηα λα επηιεγζεί κηα ηερληθή έλαληη θάπνηαο άιιεο, ζα πξέπεη ε 

ηερληθή απηή: 

1. Να είλαη r- παξαγσγηθή γηα ην ι 

2. Ζ θαηα ην πνζνζηφ θέξδνπο επαπμεκέλε αμία παξαγσγήο ησλ παξαγφκελσλ 

απν απηήλ εκπνξεπκάησλ λα είλαη εμαηξνπκέλνπ, ελφο εκπνξεχκαηνο ηνπ 

νπνίνπ είλαη κηθξφηεξε, ίζε κε ηελ αμία ηεο άιιεο ππφ ζχγθξηζηλ ηερληθήο 

 

3.4 H νπηηθή ηνπ L.Pasinetti 

 

Μηα δηαθνξεηηθή θάπσο πξνζέγγηζε ηεο επηινγήο ηεο ηερληθήο ζχκθσλα κε ην 

θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο θάλεη ν L.Pasinetti
192

. Ο L.Pasinetti δελ 

θάλεη ινγν γηα ζπλζήθεο χπαξμεο ππεξθεξδψλ ή επηπιένλ θφζηε. Αληηιακβάλεηαη 

απελαληίαο ηελ ζχγθξηζε ησλ ηηκψλ παξαγσγήο, σο ηελ επηινγή ηνπ θφζηνπο. 

πσο ν ίδηνο παξαηεξεί
193

, ε ηηκή ελφο εκπνξεχκαηνο εμαξηάηαη απφ ηνπο 

ηερλνινγηθνχο παξάγνληεο, απφ ηηο ηηκέο ησλ κέζσλ παξαγσγήο (ηηκέο εκπνξεπκάησλ 

πνπ εηζέξρνληαη άκκεζα ή έκκεζα ζηελ παξαγσγή ηνπ ελ ιφγσ εκπνξεχκαηνο) θαη 

κέλνληαο πηζηφο ζηελ λενξηθαξδηαλή νπηηθή θαη απφ ηελ θαηαλνκή ηνπ 

εηζνδήκαηνο
194

. 
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 L.Pasinetti (1991) ζει 167-185 

193
 L.Pasinetti (1991) ζει 168 

194
 Χζηφζν φπσο παξαηεξεί ν ίδηνο ν Pasinetti ζην (1991) ζει 168, γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο: 

«Οη ηηκέο ησλ άιισλ εκπνξεπκάησλ θαηαιήγνπλ λα είλαη ελδηάκεζεο κεηαβιεηέο, νη νπνίεο 

απαιείθνληαη απφ ηελ δεμηά πιεπξά θαη αληηθαζίζηαληαη απφ ηνπο αληίζηνηρνπο ηερλνινγηθνχο 

ζπληειεζηέο» 

Καη ζηελ ζπλέρεηα: 

«Δίλαη σζηφζν άκεζα θαλεξή κηα ζεκαληηθή ηδηφηεηα ηεο ιχζεο (V.5..18). Γελ απαινίθνληαη πιήξσο 

φιεο νη νηθνλνκηθέο κεηαβιεηέο απφ ηελ ιχζε. Γηα πξνζδηνξηζηεί ην ζχζηεκα ησλ ηηκψλ, πξέπεη λα 
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Καηά ζπλέπεηα θαη γηα ηνλ ίδην ηνλ Pasinetti, ε επηινγή ηεο πιένλ ζπκθέξνπζαο 

ηερληθήο εμαξηάηαη ηφζν απν ηελ «ηερλνινγία»,φπσο ν ίδηνο ιέεη, θαζψο θαη απφ ηελ 

δηαλνκή ηνπ «εηζνδήκαηνο κεηαμχ θεξδψλ θαη κηζζψλ». 

Δπηζηξέθνληαο ζηελ δηαηχπσζε ηνπ θξηηεξίνπ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο, γηα 

ηνλ Pasinetti, θαίλεηαη φρη λφεκα, κφλν φηαλ ζπγθξίλνληαη γεηηνληθέο ηερληθέο, νη 

νπνίεο δηαθέξνπλ ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ελφο κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, θαη δε 

αλεμάξηεηα αλ απηφ εηζέξρεηαη άκκεζα ή έκκεζα ζηελ παξαγσγή άιισλ 

εκπνξεπκάησλ, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηεο δηθήο ηνπ παξαγσγήο. 

Καηά ζπλέπεηα ζα πεξηνξηζηνχκε ζηελ πεξίπησζε φπνπ παξνπζηάδεη θαη ν ίδηνο ν 

Pasinetti
195

, θαηά ηελ νπνία ζπγθξίλνληαη ηξείο ελαιιαθηηθέο κέζνδνη παξαγσγήο 

ελφο κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο έζησ q, ην νπνίν δελ εηζέξρεηαη άκκεζα ή εκκεζα 

θαλελφο άιινπ κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, αιιά απελαληίαο εηζέξρεηαη κφλν έλα 

βαζηθφ εκπφξεπκα ην νπνίν νλνκάδεηαη 1
196

.  Έζησ φηη νη κέζνδνη απηνί είλαη νη (δ), 

(ε) θαη (η): 
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, φπνπ ηα δηαλχζκαηα  ,,,)(

1 ia i

q είλαη δηαζηάζεσλ kx1 θαη ην 

δηάλπζκα 
1p είλαη δηαζηάζεσλ 1xk, θαζψο θαη ην κέγεζνο  ,,,)( ii

nq είλαη απιά 

βαζκσηφ. 

Καηά ζπλέπεηα ηα ηξία ελαιιαθηηθά θφζηε, ηα νπνία ν Pasinetti ηαπηίδεη
197

 κε ηηο 

ηηκέο παξαγσγήο ησλ, είλαη  : 

                                                                                                                                                                      
γλσξίδνπκε πέξα απν ηνπο  ηερλνινγηθνχο ζπληειεζηέο, θαη κηα απφ ηηο δχν δηαλεκηηηθέο κεηαβιεηέο: 

ην σξνκίζζην ή ην πνζνζηφ θέξδνπο» 

195
 L.Pasinetti (1991) ζει  169-171 

196
 Ζ αλάιπζε δελ ζα άιιαδε θαζφινπ αλ ππνζέηακε φηη ηα δηαλχζκαηα  

)(i

nq θαη  ,,,)(

1 ia i

q , 

είλαη βαζκσηά θαη θαηά ζπλέπεηα θαη ην δηάλπζκα 
1p θαη απηφ βαζκσηφ 

197
 «Ζ ρξήζε νπνηαζδήπνηε απν ηηο ηξείο ελαιιαθηηθέο κεζφδνπο παξαγσγήο ζπλεπάγεηαη, έλα απφ ηα 

ηξία ελαιιαθηηθά θφζηε παξαγσγήο γηα ην εκπφξεπκα q, δειαδή κία απν ηηο ηξείο ελαιιαθηηθέο ηηκέο 

ηζνξξνπίαο» L.Pasinetti (1991) ζει 169 
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Καηά ζπλέπεηα ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ Pasinetti, επηιέγεηαη εθείλε ε ηερληθή ε 

νπνία ζπλεπάγεηαη ηελ κηθξφηεξε δπλαηή ηηκή παξαγσγήο γαη ην εκπφξεπκα q, θαηα 

ην νπνίν βέβαηα δηαθέξνπλ νη ηξείο γεηηνληθέο ηερληθέο.  

Οη ηηκέο 
1p θαη ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην w, έρνπλ θαη απηέο ππνινγηζηεί 

αλεμάξηεηα απφ ηελ ηηκή ηνπ ελ ιφγσ κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, θαη γηα 

ζπγθεθξηκέλν πνζνζηφ θέξδνπο. Ζ ζρέζε δηάηαμεο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο κπνξεί λα 

είλαη ε αθφινπζε δηαδεπθηηθά γηα δηαθνξεηηθά χςε ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο: 
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Αλ απηέο νη ζρέζεηο απνηππσζνχλ ζε έλα δηάγξακκα ζα είλαη ηεο κνξθήο
198

: 

 

Έλα δήηεκα ην νπνίν ν Pasinetti, πξαγκαηεχεηαη αζφξπβα είλαη ε εμάξηεζε ηεο 

ηζρχεο ηνπ θξηηεξίνπ ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο. Ο ίδηνο παξαηεξεί ζει 170: 

«Φαίλεηαη ακέζσο φηη ε πξνεγνχκελε επηρεηξεκαηνινγία είλαη αλεμάξηεηε απφ ην 

είδνο ηνπ numeraire πνπ ρξεζηκνπνηνχκε γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ. Γηφηη, δεδνκέλνπ 

νπνηνπδήπνηε πνζνζηνχ θεξδνπο  , ην λα αιιάμνπκε εκπφξεπκα σο πξνο ην νπνίν 

εθθξάδνληαη νη ηηκέο, ηζνδπλακεί απιά κε ην λα δηαηξέζνπκε ηηο δχν πιεπξέο θάζε 

κίαο απν ηηο ηζφηεηεο (VI.3.1) κε ηνλ ίδην αξηζκφ (δειαδή κε ηελ ηηκή ηεο λέαο 

numeraire). Καηη ηέηνην αθήλεη ακεηάβιεηε , ηελ δηάηαμε ησλ κεζφδσλ ε νπνία 

πξνθχπηεη απφ ηελ ζχγθξηζε ησλ ηξηψλ ηηκψλ. 

Καηη ηέηνην φκσο, φπσο έδεημε θαη ν Γ.ηακάηεο
199

, θάηη ηέηνην δελ ηζρχεη. Δκέηο 

αξθνχκαζηε λα αλαθέξνπκε, φηη ην ζπκπέξαζκα ζην νπνίν θαηαιήγεη ν Pasinetti, 

επζηαζεί κφλν ζηελ πεξίπησζε ηνπ παξαδείγκαηνο πνπ πξαγκαηεχεηηαη. Σα πξάγκαηα 

ήηνη ε ζρέζε δηάηαμεο ησλ ηηκψλ ζα κπνξνχζε λα είλαη δηαθνξεηηθή ζηηο πεξηπηψζεηο 

φπνπ: 

1. Σν ελ ιφγσ εκπφξεπκα θαηά ην νπνίν δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο λα είλαη 

βαζηθφ, θαη απηφο είλαη ν ιφγνο φηη ζηελ πεξίπησζε πνπ νη ππφ ζχγθξηζηλ 

ηερληθέο δηαθέξνπλ ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ελφο βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, 

                                                           
198

 Δίλαη απηνλφεην πσο νη ζρέζεηο δηάηαμεο θαη ε κνξθή δηαγξακκαηηθήο απεηθφληζεο ησλ ζρέζεσλ 

ησλ ηηκψλ παξαγσγήο είλαη ηπραία, φπσο θαη ηα ζεκεία ηνκήο ηνπο. 

199
 Βι.Γ.ηακάηεο (1989) ζει 134-135 
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επηιέγεηαη ην w-r θξηηήξην αληί ηνπ θξηηεξίνπ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ 

θφζηνπο. 

2. Σν εκπφξεπκα θαηά ην νπνίν δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο λα είλαη κε βαζηθφ, 

αιιά λα εηζέξρνληαλ ζηελ παξαγσγή θαη άιισλ κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηεο δηθήο ηνπ παξαγσγήο θαη λα: 

a. Σππνπνηνχληαλ νη ηηκέο κε απηφ, ζηελ πεξίπησζε απηή ην κε βαζηθφ 

εκπφξεπκα γίλεηαη νησλεί-βαζηθφ, ιφγσ ηεο ηππνπνίεζεο 

Έρνπκε δεη ηελ βηβιηνγξαθία
200

, φηη νη ηηκέο παξαγσγήο κεηαβάιινληαη γηα δεδνκέλν 

πάληα πνζνζηφ θέξδνπο κε ηελ ηππνπνίζεζε. Καη κεηαβάιινληαη ηφζν, ψζηε 

αλάινγα κε ηελ ζχλζεζε ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο κπνξνχλ λα εκθαλίδνληαη ή θαη 

εμαθαλίδνληαη κεδεληθέο ηηκέο ησλ εκπνξεπκάησλ. 

Βάζεη φισλ απηψλ ν Pasinetti, θαηαιήγεη ζην ζπκπέξαζκα φηη, φηαλ δχν ε 

πεξηζζφηεξεο ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο, ελφο κε βαζηθνχ 

εκπνξεχκαηνο, ηφηε ε κεηάβαζε απν ηελ κία ηερληθή ζηελ άιιε δελ έρεη θακία 

επίπησζε ζην νηθνλνκηθφ ζχζηεκα ελ γέλε, παξά κφλν ζηνπο επηκέξνπο θαπηηαιηζηέο 

θαη θαηαλαισηέο πνπ παξάγνπλ θαη θαηαλαιψλνπλ αληίζηνηρα ην ελ ιφγσ 

εκπφξεπκα. Σν ζπκπέξαζκα πάιη είλαη νξζφ κφλν ζηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε πνπ 

πξαγκαηεχεηαη ν Pasinetti, θαζψο αλ άιιαδε ε ηππνπνίεζε θαη ην εκπφξεπκα απηφ 

ζπκκεηείρε άκεζα ή έκκεζα ζην ηππηθφ εκπφξεπκα, ηφηε ζα γηλφηαλ νηνλεί-βαζηθφ 

θαη σο εθ ηνχηνπ ζα επεξέαδε θαη ηνπο άιινπο ηνκείο ηεο ππφ εμέηαζηλ νηθνλνκίαο. 

 

3.5 H νπηηθή ηωλ H.D.Kurz θαη N.Salvadori 

 

Αξρηθά νη K-S νξίδνπλ ζαλ jb ,ην 1xn δηάλπζκα ησλ εθξνψλ ηεο δηαδηθαζίαο j. 

Δηζάγνπλ θαη απηή ηφζν ηηο αθφινπζεο ζπλζήθεο: 

 (1 )j j jpb pa r w    (1) 

Ζ ζπλζήθε (1) απνηειεί ηελ ζπλζήθε κε χπαξμεο επηπιένλ θεξδψλ απφ ηελ 

ρξεζηκνπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο  j. Απφ ηελ άιιε πιεπξά ε ζπλζήθε (2): 

                                                           
200

 Μεηαμχ άιισλ ζε θείκελα ηνπ Γ.ηακάηε πνπ πνιιάθηο έρνπλ αλαθεξζεί ζηελ παξνχζα εξγαζία., 

ζην Π. Βνπγηνπθιάθεο (1996), Κ.Γνγνινο (2000) θαη Θ.Μαξηφιεο (1994)( (1998) 
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 (1 )j j jpb pa r w    (2) 

,απνηειεί ηελ ζπλζήθε γηα ηελ κε χπαξμε επηπιένλ (ππεξβάιινλ) θφζηνπο απφ ηελ 

ρξήζε ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο j. 

Απφ ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) πξνθχπηεη ε : 

 (1 )j j jpb pa r w    (3) 

Ζ ζρέζε (3) απνηειεί κηα θαηάζηαζε γεληθήο ηζνξξνπίαο, θαζψο καθξνπξφζεζκα, 

φπσο ππνζηεξίδνπλ θαη νη K-S
201

, θαζψο απφ ηελ ρξεζηκνπνίεζε ηεο ηερληθήο j, δελ 

πξνθχπηνπλ νχηε  επηπιένλ θέξδε αιιά νχηε θαη ππεξβάιινληα θφζηε (extra profits). 

ηελ ζπλέρεηα νη K-S πξνζεγγίδνπλ ην cost minimization criterion, κε έλαλ έκκεζν 

θαη άκκεζν ηξφπν. 

 

a) Έκκεζνο ηξφπνο 

ηελ πεξίπησζε απηή νη H.D.Kurz θαη Ν.Salvadori
202

, επαλαδηαηππψλνπλ ην cost 

minimization criterion ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο, αθελφο γηα ηελ ζπλζήθε ηεο κε 

χπαξμεο επηπιένλ θφζηνπο: 

 (1 ) ,j j i j ip p A r w i j     (3) 

Δλψ νη ηηκέο παξαγσγήο νξίδνληαη απφ ηελ γλσζηή ζρέζε: 

 (1 )j j j j jp p A r w    (4) 

Καη θπζηθά ηελ εμίζσζε ηππνπνίεζεο: 

 1jp q   (4) 

Σελ ζπλζήθε χπαξμεο κηαο ηερληθήο πνπ ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο, νη H.D.Kurz θαη 

Ν.Salvadori ηελ ζέηνπλ σο εμήο (ζει 129): 

                                                           
201

 H.D.Kurz , N.Salvadori ζει 128 

202
 H.D.Kurz θαη N.Salvadori(1995) ζει 128-9 
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“it is possible to prove that if there is a technique which has a positive price vector 

and a positive wage rate for 
*r r , then there is a cost minimizing technique at rate 

of profit 
*r ” 

Με άιια ιφγηα αξθεί θαη κφλν λα απνδεηθηεί φηη: 

 * 1[ (1 )] 0j j i ip w I A r      (5) 

Απφ ηελ ζρέζε (5) πξνθχπηεη  φηη, αξθεί θαη κφλν ε δηαδηθαζία I λα είλαη 
*r -

παξαγσγηθή ψζηε νη ηηκέο παξαγσγήο λα είλαη ζεηηθέο , θαη θαηά ζπλέπεηα ε ηερληθή 

πνπ πεξηιακβάλεη ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο I λα είλαη κηα ειαρηζηνπνηνχζα ην 

θφζηνο ηερληθή παξαγσγήο . 

ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε 3 πξνηάζεηο πνπ δίλνπλ νη H.D.Kurz θαη Ν.Salvadori , 

βάζεη ησλ νπνίσλ ζα θαηαιήμνπλ ζε έλα ζεψξεκα, πνπ ζπλνςίδεη ηα 

ζπκπεξάζκαηα
203

 ηνπο ζρεηηθά κε ηελ χπαξμε κηαο ειαρηζηνπνηνχζαο ην θφζηνο 

ηερληθήο παξαγσγήο. 

Πξφηαζε 1: Δάλ ζην πνζνζηφ θέξδνπο r
*
, κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο ζπλεπάγεηαη 

ππεξθέξδε ζηηο ζεηηθέο ηηκέο θαη ζε ζεηηθφ σξνκίζζην ηεο ηερληθήο [ , ]i iA , ηφηε 

ππάξρεη κηα ηερληθή [ , ]i iA  ε νπνία κπνξεί λα ζπλεπάγεηαη κεγαιχηεξν νλνκαζηηθφ 

σξνκίζζην απφ ηελ [ , ]j jA , κεηξεκέλν ζε φξνπο θάπνηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο. 

Πξφηαζε 2:  Έζησ [ , ]j jA  θαη [ , ]i iA  δχν ηερληθέο, ηέηνηεο ψζηε γηα r=r
* 

i jp ,p 0  ,
 

θαη jw w 0i   , ηφηε ππάξρεη κηα ηερληθή [ , ]i iA , ε νπνία ζπλεπάγεηαη ππεξθέξδε 

ζηηο ηηκέο ηεο ηερληθήο [ , ]j jA . 

Πξφηαζε 3: Έζησ [ , ]j jA  θαη [ , ]i iA  είλαη δπν ηερληθέο νη νπνίεο ειαρηζηνπνηνχλ 

θαη νη δχν ην θφζηνο  ζην r
*
 , φπνπ 

 
i jp ,p 0  θαη jw , w 0i  , ηφηε jw wi  θαη 

 

i jp p  

Βάζεη φισλ ησλ παξαπάλσ δηαηππψλνπλ ην αθφινπζν ζεψξεκα: 

                                                           
203

 Γηα ηελ απφδεημε ησλ παξαθάησ πξνηάζεσλ βι. H.D.Kurz θαη N.Salvadori, (1995) ζει129-131. 
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1. Δάλ ππάξρεη κηα ηερληθή ε νπνία έρεη έλα ζεηηθφ δηάλπζκα ηηκψλ θαη έλα 

ζεηηθφ νλνκαζηηθφ σξνκίζζην γηα r=r
*
, ηφηε ππάξρεη κηα ηερληθή ζην r=r

*
 ε 

νπνία ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο 

2. Μηα ηερληθή , απφ ηελ νπνία πξνθχπηεη έλα δηάλπζκα ηηκψλ p>0 θαη έλα w>0 

γηα r=r
*
, ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο ζην r

*
, εάλ θαη κφλν εάλ θακία άιιε ηερληθή 

δελ επηηξέπεη έλα w’>w, γηα r=r
*
, κε δεδνκέλν ηππηθφ εκπφξεπκα, ην νπνίν 

απνηειείηαη απφ κηα ζεηηθή πνζφηεηα ηνπ θάζε εκπνξεχκαηνο. 

3. Δάλ ππάξρνπλ, πεξηζζφηεξεο απφ κηα ηερληθέο, νη νπνίεο ειαρηζηνπνηνχλ ην 

θφζηνο ζην r
*
, θαη απηέο νη ηερληθέο ζπλεπάγνληαη w>0, ηφηε απηέο νη ηερληθέο 

έρνπλ ην ίδην w θαη ην ίδην δηάλπζκα ηηκψλ ζην r=r
*
. 

Απηφ πνπ θάλνπλ νη H.D.Kurz θαη N.Salvadori, δελ είλαη  άιιν απφ ην λα 

επαλαδηαηππψζνπλ ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο, έηζη ψζηε λα ζπκπίπηεη κε ην 

w-r θξηηήξην
204

.  

b) Ζ άκεζε κέζνδνο 

χκθσλα κε ηελ κέζνδν απηή, νη H.D.Kurz θαη Ν.Salvadori, επαλαδηαηππψλνπλ γηα 

κηα αθφκα θνξά ηελ ζπλζήθε γηα ηελ κε χπαξμε ππεξθεξδψλ. Με άιια ιφγηα ηζρχεη: 

 (1 )Bp pA r w    (6) 

 1pd   (7) 

Γηα ηνπο H.D.Kurz θαη N.Salvadori ην δεπγάξη ( , )p w ( 0, 0p w  ) απνηειεί κηα 

καθξνρξφληα ιχζε γηα έλα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο αλ θαη κφλν αλ νη ζρέζεηο (6) 

θαη (7) ηθαλνπνηνχληαη, θαη δελ ππάξρεη θακία άιιε δηαδηθαζία γηα θάζε έλα απφ ην n 

δπλάκελα λα παξαρζνχλ εκπνξεχκαηα ε νπνία λα απνθέξεη επηπιένλ θέξδε. Σν 

ηειεπηαίν ζπκβαίλεη θαηά ηνπο H.D.Kurz θαη N.Salvadori αλ θαη κφλν εάλ 

ηθαλνπνηνχληαη νη αθφινπζεο ζρέζεηο: 

 0x   (8) 

 [ (1 )]p B A r x wlx    (9) 

 0Bx   (10) 
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 Δίδακε ζε πξνεγνχκελε παξάγξαθν, φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ γεηηνληθψλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ 

απιήο παξαγσγήο, 
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Βάζεη ησλ παξαπάλσ δηαηππψλνπλ ην αθφινπζν ζεψξεκα: 

Θεώξεκα 2: Γηα έλα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο r: 

a) Δάλ θαη κφλν εάλ ππάξρεη έλα εκηζεηηθφ δηάλπζκα  ηέηνην ψζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε: 

 [ (1 )] 0B A r    205
, 

Σφηε ππάξρεη έλα δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο , 0p p  θαη έλα νλνκαζηηθφ σξνκίζζην 

0w  , ηέηνην ψζηε θακία δηαδηθαζία παξαγσγήο λα κελ απνθέξεη επηπιένλ θέξδε 

θαη ηνπιάρηζηνλ κία δηαδηθαζία λα κελ ζπλεπάγεηαη επηπιένλ θφζηε 

b) Σν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην w πνπ ζπλεπάγεηαη καθξνπξφζεζκα, είλαη ην 

κηθξφηεξν w γηα ην νπνίν πξνθχπηεη έλα ζεηηθφ δηάλπζκα ησλ ηηκψλ p  

c) Δάλ ππάξρεη έλα καθξνρξφληα δηακνξθσκέλν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην w,w>0 

θαη έλα καθξνρξφληα δηακνξθσκέλν δηάλπζκα ηηκψλ p,p>0, ηφηε απηά είλαη 

κνλαδηθά. 

Δίλαη θαλεξφ φηη νη ζχκθσλα κε ην δεχηεξν απηφ ζεψξεκα  πνπ αλαπηχζζνπλ νη 

H.D.Kurz θαη Ν. Salvadori, δελ θάλνπλ ηίπνηε άιιν απφ ην λα επαλαδηαηππψζνπλ ην 

Non Substitution Theorem, θαη λα δηαηππψζνπλ ηηο ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο ην 

cost minimization criterion θαη ην Non Substitution Theorem ζπκπίπηνπλ. 

 

3.6 Η νπηηθή ηνπ G. Erreygers 

 

Ζ παξνπζίαζε ηνπ cost minimization criterion απν ηνλ G.Erreygers
206

 είλαη παξφκνηα  

κε απηέο πνπ παξνπζηάζηεθαλ παξαπάλσ. Αξρηθά παξνπζηάδνληαη νη πξνππνζέζεηο 

ηνπ yπνδεηγκαηφο ηνπ
207

. 

                                                           
205

 Με άιια ιφγηα ην ζχζηεκα παξαγσγήο [Α,Β,λ] λα είλαη r-βηψζηκν 

206
 G.Erreygers (1994) 

207
 Παξφηη ν ζπκβνιηζκφο ηνπ G.Erreygers είλαη δηαθνξεηηθφο απν απηφλ πνπ εθηείζεηαη, σο ηφζν ζα 

επηιεγεί ν ηειεπηαίνο γηα ράξε ηεο ζπκθσλίαο κε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηεο παξνχζαο δηαηξηβήο 
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1. Τπάξρνπλ m δηαζέζηκεο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, πνπ φπσο είλαη θπζηθφ 

ππεξβαίλνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ παξαγψκελσλ n, εκπνξεπκάησλ 

2.Δπηιέγεηαη κηα ηερληθή έζησ Σ πνπ ζπγθξνηείηαη απν n απφ ηηο δηαζέζηκεο 

δηαδηθαζίεο παξαγσγήο 

3. Δπηιέγεηαη απφ ηνλ G.Erreygers έλα ηππηθφ εκπφξεπκα q, πνπ απνηειείηαη απν ηα n 

δπλάκεζα λα παξαγρζνχλ, απν ηελ ηερληθή παξαγσγήο Σ
208

. 

4.Δπηιέγεηαη έλα πνζνζηφ θέξδνπο, r  πνπ θπζηθά βξίζθεηαη εληφο ηνπ νηθνλνκηθά 

ζεκαληηθνχ πεδίνπ ηηκψλ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο TiRi ],,0( . 

5.Πξνζδηνξίδνληαη νη ηηκέο παξαγσγήο γηα ην δεδνκέλν χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο 

r  θαη ηππνπνηνχληαη κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα 0, qq . 

Καηα ζπλέπεηα ηζρχεη ε ζρέζε: 

)2(1

)1()1(:





pq

wrpApBTi iii 
 

Ζ πξψηε ζπλζήθε δελ είλαη άιιε απν κηα ζχλζεζε ησλ ζπλζεθψλ (33) θαη (34) πνπ 

ζπλαληήζακε παξαπάλσ. Με άιια ιφγηα ζρέζε (1) καο πιεξνθνξεί, φηη ζηηο ηηκέο 

ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο r , ε ηηκή ηνπ εκπνξεχκαηνο ηεο δηαδηθαζίαο i είλαη ίζε κε ην 

κνλαδίαην θφζηνο παξαγσγήο ηνπ. Με άιια ιφγηα δελ πξνθχπηνπλ ππεξθέξδε, 

δειαδή ε πεξίπησζε φπνπ ε ηηκή ηνπ εκπνξεχκαηνο ππεξβαίλεη ην κνλαδηαίν 

θφζηνο
209

 παξαγσγήο ηνπ, νχηε επηπιένλ θφζηε ζηελ πεξίπησζε φπνπ ε ηηκή ηνπ 

εκπνξεχκαηνο ππνιείπεηαη ηνπ κνλαδηαίνπ θφζηνπο παξαγσγήο ηνπ. πσο είλαη 

απηνλφεην ε ζρέζε (2) απνηειεί κηα εμίζσζε ηππνπνίεζεο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. 

Γηα ηνλ G.Erreygers επηιέγεηαη εθείλε ε ηερληθή, ζχκθσλα κε ην cost minimization 

criterion, φπνπ ζηηο ηηκέο ηεο νπνίαο γηα έλα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο, θακία 

                                                           
208

 Ζ ηππνπνίεζε απηή πνπ θάλεη ν G.Erreygers κφλν ηπραία δελ είλαη, θαζψο απνηειεί κηα 

εμεηδηθεπκέλε πεξίπησζε ηππνπνίεζεο, θαζψο ζηα πιαίζηα κηαο δηαζπψκελεο ηερληθήο, ηεο πξνζδίδεη 

ηδηφηεηεο κηαο κε δηαζπψκελεο, φζνλ αθνξά πάληα ηελ επηινγή θαη ηελ θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ. 

209
 αλ θφζηνο νξίδεηαη απν ην Κ.Γνγνινο (2000) ζει 263: 

«...Σν θφζηνο παξαγσγήο κηαο κνλάδαο ηνπ j πξνζαπμεκέλν κε ηα θέξδε ζηελ βάζε ελφο εληαίνπ 

πνζνζηνχ θέξδνπο, ην νπνίν θφζηνο νξίδεηαη ζηελ παξάζηαζε: jj wrpA  )1( ...». 
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δηαδηθαζία παξαγσγήο ηεο δεδνκέλεο ηερλνινγίαο δελ νδεγεί ζηελ χπαξμε 

ππεξθεξδψλ. Καηα ζπλέπεηα νη ζρέζεηο (1) θαη (2) γίλνληαη αληίζηνηρα: 

)4(1

)3(0)1(:...,3,2,1





pq

wrpApBmi iii 
 

πλερίδνληαο ν G.Erreygers αζθψληαο θξηηηθή
210

 ζην Γ.ηακάηεο (1993), πξνζπαζεί 

λα απνδείμεη φηη ε ρξήζε ηνπ cost minimization criterion, ζε αληίζεζε κε ην w-r 

θξηηήξην, κπνξεί λα νδεγήζεη ζηελ επηινγή κηαο ηερληθήο ε νπνία ζα ήηαλ 

αλεμάξηεηε απν ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. 

Αλ πξνζπάζεζνπκε λα πεξίγξαςνπκε ιεθηηθά ηελ δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

ζηα πιαίζηα ηνπ –θαηά Erreygers- cost minimization criterion, γηα δχν δηαζέζηκεο 

γεηηνληθέο ηερληθέο (α) θαη (b) κπνξνχκε λα αξθεζηνχκε ζηα εμήο: 

a) Δθθηλψληαο απν ηελ ηερληθή (α) νξίδνληαη γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο, έζησ r , θαη γηα κηα δεδνκέλε ηππνπνίεζε, έζησ κε 0, qq , νη ηηκέο 

παξαγσγήο θαη ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην ηεο ελ ιφγσ ηερληθήο. ηελ ζπλέρεηα 

ππνινγίδεηαη ε δηαθνξά ,ηνπ εκπνξεχκαηνο θαηά ην νπνίν δηαθέξεη ε ηερληθή b, 

απν ην θφζηνο ηνπ εκπνξεχκαηνο απηνχ. Πξέπεη σζηφζν λα ηνλίζνπκε φηη ν 

ππνινγίζκφο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο θαη ηνπ νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ γίλεηαη ζε 

φξνπο ηεο ηερληθήο (α). Καηα ζπλέπεηα ηζρχεη ε ζρέζε: 

)5(0)1( )()()()()()(






 b

j

ab

j

ab

j

a wrApBp  . Γηα ηελ ζρέζε (5) δχλαληαη λα ηζρχνπλ 

δηαδεπθηηθά: 

                                                           
210

 Ζ θξηηηθή απηή αζθείηαη ρξεζηκνπνηψληαο ην ίδην ην αξηζκηηηθφ παξάδεηγκα ηνπ Γ.ηακάηε, θαη 

ζην νπνίν γίλεηαη ε πξνζπάζεηα λα απνδεηρζεί φηη ε ρξήζε ηνπ w-r θξηηεξίνπ είλαη ιαλζαζκέλε κε ηελ 

«νξζή» θαη «θαιή» ρξήζε ηνπ  θξηηεξίνπ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο, ζηα πιαίζηα 

δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο. Σν αλ θαη θαηά πφζνλ ε θξηηεθή ζην ελ ιφγσ άξζξν 

παξαπέκπεηαη ν ελδηαθεξφκελνο αλαγλψζηεο ζηα ηακαηεο (1993), G.Erreygers (1994) θαη Κ.Γνγνινο 

(2000). ηελ παξνχζα εξγαζία ζα καο απαζρφιήζεη εάλ θαη θαηά πφζνλ ην cost minimization criterion 

είλαη αλεμάξηεν απν ηελ ηππνπνίεζε ζηελ γεληθή πεξίπησζε. 

Πξέπεη σζηφζν λα ηνλίζνπκε, φηη απφηεξνο ζθνπφο ηνπ G.Erreygers είλαη κηα γελίθεπζε ηνπ 

αιγνξίζκνπ ηνπ Bidard, σο έλα γεληθφηεξν θξηηήξην επηινγήο, αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ 

ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο.. 
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)1.5(0)1( )()()()()()(  b

j

ab

j

ab

j

a wrApBp  , ζηελ πεξίπησζε απηή ππάξρνπλ 

ππεξθέξδε απν ηελ ρξήζε ηεο ηερληθήο b, θαη σο εθ ηνχηνπ επηιέγεηαη ε ηερληθή α 

)2.5(0)1( )()()()()()(  b

j

ab

j

ab

j

a wrApBp   ζηελ πεξίπησζε απηή δελ ππάξρνπλ 

ππεξθέξδε απν ηελ ρξήζε ηεο ηερληθήο b, θαη σο εθ ηνχηνπ είαλαη αδηάθνξν αλ ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί ε ηερληθή α  ή ε ηερληθή b 

)3.5(0)1( )()()()()()(  b

j

ab

j

ab

j

a wrApBp   ζηελ πεξίπησζε απηή δελ ππάξρνπλ 

ππεξθέξδε –αιιά αληίζεηα πξνθχπηνπλ επηπιένλ θφζηε- απν ηελ ρξήζε ηεο ηερληθήο 

α, θαη σο εθ ηνχηνπ επηιέγεηαη ε ηερληθή b 

b) Αλ ηξνπνπνηήζνπκε ειαθξψο ηελ δηαδηθαζία  πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ θαη 

εθθηλήζνπκε απφ ηηο ηηκέο ηεο ηερληθήο b, γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο, ηφηε ζα πξνθχςεη: 

)6(0)1( )()()()()()(






 a

j

ba

j

ba

j

b wrApBp  . Γηα ηελ ζρέζε (6) δχλαληαη λα ηζρχνπλ 

δηαδεπθηηθά: 

)1.6(0)1( )()()()()()(  a

j

ba

j

ba

j

b wrApBp  , ζηελ πεξίπησζε απηή ππάξρνπλ 

ππεξθέξδε απν ηελ ρξήζε ηεο ηερληθήο α, θαη σο εθ ηνχηνπ επηιέγεηαη ε ηερληθή b 

)2.6(0)1( )()()()()()(  a

j

ba

j

ba

j

b wrApBp   ζηελ πεξίπησζε απηή δελ ππάξρνπλ 

ππεξθέξδε απν ηελ ρξήζε ηεο ηερληθήο b, θαη σο εθ ηνχηνπ είαλαη αδηάθνξν αλ ζα ρ 

ξεζηκνπνηεζεί ε ηερληθή α  ή ε ηερληθή b 

)3.5(0)1( )()()()()()(  a

j

ba

j

ba

j

b wrApBp   ζηελ πεξίπησζε απηή δελ ππάξρνπλ 

ππεξθέξδε –αιιά αληίζεηα πξνθχπηνπλ επηπιένλ θφζηε- απν ηελ ρξήζε ηεο ηερληθήο 

b, θαη σο εθ ηνχηνπ επηιέγεηαη ε ηερληθή a. 

πσο νξζά αλαθέξεη ν Κ.Γφγνινο (2000) ζει 265, είλαη απνιχησο δπλαηφλ ζηελ 

πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο λα ηζρχνπλ ηαπηφρξνλα είηε ε (5.1) θαη ε (5.3) 

είηε ε (6.1) θαη ε (6.3), αληίζηνηρα. ηελ πεξίπησζε απηή δελ είλαη δπλαηή ε επηινγή 

θάπνηαο απφ ηηο δχν ηερληθέο ζχκθσλα κε ην cost minimization criterion, θαζψο ε 

ηερληθή b (α) απνθέξεη ππεξθέξδε ηελ ζηηγκή πνπ ε ηερληθή α (b) απνθέξεη επηπιένλ 

θέξδε. ηελ πεξίπησζε απηή ην ζχζηεκα δελ κπνξεί λα ηζνξξνπήζεη ζηελ ρξήζε 
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θάπνηαο απφ ηηο δχν ηερληθέο, αιιά ζα ελαιιάζεηαη ζπλερψο απφ ηελ ρξήζε ηεο 

ηερληθήο (α) ζε απηήλ ηεο ηερληθήο (b). 

Γηα ηνλ Erreygers ε ηζρχο θάπνηαο εθ ησλ ζρέζεσλ (5)-(6) είλαη αλεμάξηεηε απφ ην 

ηππηθφ εκπφξεπκα. Γειαδή ν Erreygers αληίζεηα κε ηνλ Γ.ηακάηε πηζηεχεη φηη ην 

cost minimization criterion, είλαη θξηηήξην επηινγήο ηερληθήο θαη φρη θξηηήξην 

επηινγήο ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ. Αλ θαη θαηά πφζνλ είλαη ζσζηή ε άπνςε απηή 

ηνπ Erreygers ζα ην δηαπηζηψζνπκε ζε αθφινπζα θεθάιαηα. 

 

3.7 Σν cost minimization criterion (κηα γεληθή δηαηύπωζε) 

 

Καηά ζπλέπεηα ην ε ηζρχ ηνπ Cost minimization criterion ζηεξίδεηαη ζε δχν 

ηζνδχλακεο ζπλζήθεο, ηηο νπνίεο ζπλαληήζακε ζε δηάθνξεο εθδνρέο παξαπάλσ
211

. 

 πλζήθε γηα maximum profits
212

 

  ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a b bp p A r (1) 

Ζ ζπλζήθε (1) δείρλεη ε  ηερληθή (b) εθθξαζκέλε ζε ηηκέο ησλ κέζσλ παξαγσγήο ηεο 

ηερληθήο (α) δελ απνθέξεη επηπιένλ θέξδε, γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ 

r, ( ) ( )0 min[ , ]a br R R  . 

 πλζήθε γηα minimum cost 

  ( ) ( ) ( ) ( )(1 )b b a ap p A r  (2) 

Ζ ζρέζε (2) δείρλεη, φηη ε  ηερληθή (α) εθθξαζκέλε ζε ηηκέο ησλ κέζσλ παξαγσγήο 

ηεο ηερληθήο (b) δελ ζπλεπάγεηαη επηπιένλ θφζηε , γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ 

r, ( ) ( )0 min[ , ]a br R R  .
213

 

                                                           
211

 Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο ππνζέηνπκε φηη w=1 

212
 H.D.Kurz θαη N.Salvadori (1995) ζει 127 

213
 Δίλαη θαλεξφ, φηη κεηαμχ ησλ δχν ζπλζεθψλ ππάξρεη κηα ζρέζε δπτθφηεηαο. Με άιια ιφγηα ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θφζηνπο κε ηελ επηδίσμε ππεξθεξδψλ, είλαη ε άιιε φςε ηνπ ίδηνπ λνκίζκαηνο. 

Γειαδή γηα λα ηζρχεη ην cost minimization criterion,πξέπεη λα ηζρχνπλ ηα δχν δπτθά ηνπ πξνβιήκαηα-

ζεκεηψλνπκε φηη ε ηππνπνίεζε δειαδή ε ζρέζε 1)( qp b
είλαη ηπραία : 
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Χζηφζν φπσο είπακε παξαπάλσ νη ηερληθέο (α), (β) δηαθέξνπλ θαηά κηα δηαδηθαζία 

κφλν παξαγσγήο ηνπ εκπνξεχκαηνο j, αθνχ ζχκθσλα κε ην cost minimization 

criterion ζπγθξίλνληαη κφλν γεηηνληθέο ηερληθέο. Καηά ζπλέπεηα νη παξαπάλσ ζρέζεηο 

ζα πάξνπλ ηελ κνξθή: 

 πλζήθε γηα maximum profits
214

 

  ( ) ( ) ( ) ( )(1 )j j j

a a b b

jp p A r  (3) 

Ζ ζπλζήθε (3) δείρλεη φηη ε ρξεζηκνπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο ηνπ j πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ  ηερληθή (b), εθθξαζκέλν ζε ηηκέο ησλ κέζσλ παξαγσγήο ηεο 

ηερληθήο (α), δελ απνθέξεη επηπιένλ θέξδε, γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ 

r, ( ) ( )0 min[ , ]a br R R  . 

 πλζήθε γηα minimum cost 

  ( ) ( ) ( ) ( )(1 )j j j

b b a a

jp p A r  (4) 

Ζ ζρέζε (4) δείρλεη, ε ρξεζηκνπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο ηνπ j πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ  ηερληθή (α), εθθξαζκέλν ζε ηηκέο ησλ κέζσλ παξαγσγήο ηεο 

ηερληθήο (β), δελ ζπλεπάγεηαη επηπιένλ θέξδε, γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ 

r, ( ) ( )0 min[ , ]a br R R  . 

                                                                                                                                                                      

drAIq

qp

rr

ts

wrApp

a

b

ababb

)]1([

1..

)1(max

)(

)(

*

)()()()()(







 

 

Καη ην δπτθφ πξφβιεκα: 

drAIq

qp

rr

ts

wrApp

b

a

babaa

)]1([

1..

)1(min

)(

)(

*

)()()()()(







 

 

Δίλαη θαλεξφ, φηη γηα λα ηζρχεη ην cost minimization criterion, πξέπεη ηαπηφρξνλα λα ηθαλνπνηνχληαη 

θαη ηα δπτθά ηνπο πξνβιήκαηα πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ. Ζ ηειεπηα 

214
 H.D.Kurz θαη N.Salvadori (1995) ζει 128 
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χκθσλα κε ηα παξαπάλσ καθξνρξφληα θακία δηαδηθαζία παξαγσγήο, θαη θαηά 

ζπλέπεηα θακία ηερληθή, δελ ζπλεπάγεηαη νχηε επηπιένλ θέξδε, νχηε επηπιένλ 

θφζηνο
215

. Με άιια ιφγηα ε ιεηηνπξγία ηνπ cost minimization criterion, έρεη σο εμήο: 

                                                           
215

 Σν θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο παξνπζηάδεηαη θαη απφ ηνλ G.Erreygers ζην 

G.Erreygers (1995) ζαλ έλα πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Πξνηνχ φκσο παξνπζηάζνπκε 

ζπλνπηηθά ην πξφβιεκα απηφ, ζα αλαθέξνπκε πσο ν Erreygers νξίδεη ηα ππεξθέξδε θαη ην επηπιένλ 

θφζηνο. ηελ ζειίδα 148 αλαθέξεη: 

«Let the [k x 1]  vector  ip= p  represent the prices of the k commodities, the scalar w the wage 

earned by labourers, and the scalar r the rate of profits. If the difference between the value of the 

outputs of activity i  iB p   and the costs to be paid for the inputs, i.e., the sum of replacement 

costs, wages and profits i i i( A p d w rA p)   , is positive, activity i pays extra-profits. If, on the 

contrary, this difference is negative, activity i requires extra-costs. If there is no difference, the activity 

breaks even The Sraflian theory of production prices is built upon the assumption that all processes 

which are in operation (xi > 0) break even. For reasons of stability, it is furthermore required that all 

processes which are not in operation ( 0)ix  do not pay extra-profits..». 

Με άιια ιφγηα ν  Erreygers εθθξάδεη ηηο ζπλζήθεο γηα ππεξθέξδε θαη επηπιένλ θφζηε δηαθνξεηηθά 

απφ φηη νη Kurz θαη Salvadori, κε ηελ ηζρχ ησλ ζρέζεσλ: 

   

 

0, (1 )

[ ] 0

C r p w C r B r A

x C r p w

    

 
 

Βάζεη απηψλ νξίδεη κηα ηερληθή ζαλ cost minimizing φηαλ ηζρχεη φπσο ν ίδηνο γξάθεη (ζει 151): 

«Definition 3. Given the rates of profits and growth, technique Y is cost minimizing with respect to 

demand vector d if there exists a semi-positive numeraire vector n, an activity vector yx , a price vector 

 p Y, r and a wage (Y, ) w r such that: 

 x C g d'i Y   

     C r p Y,r , 0Y Y w Y r   

   ( ) ,   , 0YC r p Y r w Y r   

 n 'p Y,r   1  

   : ,  0jj P Y p Y r    

  , 0w Y r   

rx 0 . 
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1. Τπνινγίδνληαη γηα κηα δεδνκέλε (νηθνλνκηθά ζεκαληηθή) ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο, νη ηηκέο παξαγσγήο ηεο κία ηερληθήο- έζησ ηεο (α). 

2. Γηα ηηο λέεο πξνθχπηνπζεο ηηκέο ηεο ηερληθήο (α) θαη γηα ηελ ίδηα ηηκή ηνπ 

πνζνζηνχ θέξδνπο, εμεηάδνπκε ηελ ηζρχ ησλ ζπλζεθψλ (1) θαη (2) γηα ηελ 

δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο. 

3. Αλ κία ηερληθή ηθαλνπνηεί θαη ηηο δχν ζπλζήθεο, ηφηε απηή είλαη θαη ε cost 

minimizing ηερληθή, ε νπνία θαη επηιέγεηαη 

 

πσο  αλαθέξακε παξαπάλσ, ζηελ βηβιηνγξαθία, νη ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ ηελ δήηεζε, δειαδή φ, ηη ρξεηάδεηαη ην ππφ εμέηαζηλ ζχζηεκα 

γηα θαηαλάισζε θαη επηζψξεπζε. Γειαδή ε ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη καδί κε 

ηα δηαλχζκαηα επηπέδσλ δξαζηεξηνηήησλ, πξέπεη λα ζπγθξνηνχλ έλα βηψζηκν 

ζχζηεκα
216

. Σν ηειεπηαίν πιεζηάδεη θαηά πνιχ ηνλ νξηζκφ ηνπ Ch.Bidard γη 

α ηελ ηερληθή παξαγσγήο, ζχκθσλα κε ηελ νπνία κηα ηπραία ζπιινγή n δηαδηθαζηψλ 

παξαγσγήο είλαη ηερληθή, ζηελ πεξίπησζε πνπ δχλαηαη λα ηθαλνπνηήζεη ηελ 

δήηεζε
217

.  

Σν cost minimization criterion βιέπνπκε φηη έρεη έλαλ θαζαξά θαπηηαιηζηηθφ 

ραξαθηήξα, θαζψο νη επηκέξνπο θαπηηαιηζηέο (νη ιεηηνπξγφληεο ηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο) είλαη απηνί πνπ επηιέγνπλ πνηα δηαδηθαζία παξαγσγήο ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζε πνηά εληαηηθφηεηα. Γελ ππάξρεη θαλέλαο νηθνλνκηθφο ιφγνο 

w-r θξηηήξην, γηα ηνλ νπνίνλ ζα «ππνρξεσζνχλ» νη θαπηηαιηζηέο λα δερζνχλ ην εληαίν 

πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Χζηφζν φπσο ζα δνχκε ζηελ ζπλέρεηα θαη φπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο θαη ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ cost minimization criterion, δελ ζπγθξίλνληαη ηερληθέο αιιά ηππηθά 

ππνζπζηήκαηα κεηαμχ ηνπο. Καηα ζπλέπεηα νχηε ην θξηηήξην ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ 

                                                           
216

 Γηα ηελ έλλνηα ηνπ βηψζηκνπ ζπζηήκαηνο, βι. Γ. ηακάηε(1998) θαη (1994) Δδψ αξθνχκαζηε λα 

αλαθέξνπκε φηη ζαλ βηψζηκν ζχζηεκα νξίδεηαη ην ζχζηεκα ην νπνίν δχλαηαη λα παξάμεη θάζε ζεηηθφ ή 

έζησ εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ, παξάγνληαο αληίζηνηρα έλα ζεηηθφ αθαζάξηζην πξντφλ. 

ηελ πεξίπησζε φκσο απηή ζα ήηαλ νξζφηεξν λα κηιήζνπκε γηα r-βηψζηκν ζχζηεκα θαη γηα r-

παξαγσγηθφ ζχζηεκα. Με άιια ιφγηα ην ζχζηεκα πξέπεη λα παξάγεη έλα ζεηηθφ ή εκηζεηηθφ θαζαξφ 

πξντφλ γηα δεδνκέλν ζεηηθφ αθαζάξηζην πξντφλ, απαηηψληαο φκσο ην ζχζηεκα λα απνθέξεη πνζνζηφ 

θέξδνπο ίζν κε 
*r  

217
 Ch. Bidard, κηα αιγνξηζκηθή ζεσξία επηινγήο ηερληθψλ, κεηάθξαζε: Θ. Μαξηφιεο (1996), ζει 121 
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θφζηνπο ζπλεπάγεηαη κηα κνλνζήκαληε θαηάηαμε ηερληθψλ. ηελ πξαγκαηηθφηεηα 

θαηαηάζζνληαη γεηηνληθά ηππηθά ππνζπζηήκαηα κεηαμχ ηνπο, ζχκθσλα κε ηελ 

χπαξμε ή φρη ππεξθεξδψλ απφ ηελ εηζαγσγή κηαο λέαο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο, γηα 

δεδνκέλν πάληα πνζνζηφ θέξδνπο. Σν ηειεπηαίν φπσο ζα δνχκε, αληηβαίλεη ζηελ 

θξαηνχζα άπνςε ηεο ζχγρξνλεο λενξηθαξδηαλήο ζεσξίαο (δειαδή απφ ηνπο 

Erreygers, Bidard, Kurz-Salvadori θαη L.Passineti)
218

. 

 

3.7.1 ΜΗ ΓΙΑΠΧΜΔΝΔ ΣΔΥΝΙΚΔ ΑΠΛΗ ΠΑΡΑΓΧΓΗ 

 

Έζησ νη ηερληθέο 
(.) (.)[ , ]A , κε (.)=a,b. Γηα ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ ησλ ηζρχεη γηα ηελ 

ηηκή r , ( ) ( )0 min[ , ]a br R R  : 

 Αξρηθά γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA  

 
      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1(1 ) [ (1 )]a a a a a a a a ap p A r w p w I A r (1) 

Καη ελ ζπλερεία γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA  

(162) 
  ( ) ( ) ( ) ( ) 1[ (1 )]b b b bp w I A r (2) 

Απαξαίηεην σζηφζν γηα ηελ ζπλέρεηα είλαη ε θνηλή θαη γηα ηηο δχν ηερληθέο  

ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, έζησ κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα d,: 

(.) 1,(.) ,p d a b 
 (3) 

Δπνκέλσο νη ζρέζεηο (3) θαη (4) γίλνληαη αληίζηνηρα: 

 
  ( ) ( ) ( ) ( ) 1[ (1 )]a a a ap d w I A r d  (4)θαη 

 
  ( ) ( ) ( ) ( ) 1[ (1 )]b b b bp d w I A r d (5) 

                                                           
218

 Ζ εμάξηεζε ησλ  γλσζηψλ θξηηεξίσλ επηινγήο ηερληθήο απν ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, έρεη 

εθηεηακέλα αλαιπζεί ζηελ βηβιηνγξαθία απν ηνλ Γ. ηακάηε. 
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Ξέξνληαο ηα παξαπάλσ είκαζηε ζε ζέζε λα εμεηάζνπκε ηελ ηζρχ ησλ ζρέζεσλ (1) θαη 

(2). Τπνζέηνπκε εθεμήο φηη ε ηερληθή (α) είλαη ε cost minimizing ηερληθή. Καηά 

ζπλέπεηα: 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1(1 ) [ (1 )]a a b b b a b b bp d p A r d w d p d w I A r d (8) 

 
      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1(1 ) [ (1 )]b b a a a b a a ap d p A d r w d p d w I A r d (9) 

Καηά ζπλέπεηα απφ ηηο ζρέζεηο (8) θαη (9) έρνπκε: 

 
     ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b b b a aw I A r d w I A r d (10)  

     ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a aI A r d I A r d   

     ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a aI A r d I A r d   

     ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a aI A r d I A r d  (11) 

Με άιια ιφγηα ζχκθσλα κε ηελ (11) γηα λα είλαη ε ηερληθή  (a) cost minimizing  

πξέπεη ε ηηκή ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο (b) λα είλαη 

κεγαιχηεξε απφ απηήλ ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο (a). 

ην ζεκείν απηφ εηζαγάγακε ηελ έλλνηα ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο. Σν εξψηεκα 

πνπ ηίζεηαη σο ηφζν είλαη αλ ε θαηάηαμε πνπ ζπλεπάγεηαη ε (11) είλαη αλεμάξηεηε 

απφ ηελ ηππνπνίεζε. 

Καηά ζπλέπεηα γηα λα ηζρχεη ε (11) γηα θάζε ηππηθφ εκπφξεπκα d πξέπεη: 

       ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a aI A r d I A r d d  

     ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a aI A r I A r (12) 

Καηά ζπλέπεηα γηα λα ηζρχεη ε (11) πξέπεη ηα δηαλχζκαηα 
 ( ) ( ) 1[ (1 )]b bI A r  θαη 

 ( ) ( ) 1[ (1 )]a aI A r  πξέπεη λα είλαη απζηεξψο ε έζησ θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα κεηαμχ 

ηνπο. Πφηε φκσο ζπκβαίλεη απηφ; 
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Δίλαη θαλεξφ, φηη φηαλ νη ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο
219

 ε θαηάηαμε ζα είλαη πάληα 

αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε αθνχ ε (12) ζα ηζρχεη πάληα. Πξέπεη εδψ λα 

ηνλίζνπκε φηη ε ζπλζήθε γηα ηελ αλεμαξηεζία ηεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ κε ην cost 
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 ηαλ κάιηζηα νη ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο, ηφηε πξέπεη λα ηζρχεη αθελφο θαη αθεηέξνπ: 

       ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )] ,b b a a

k kI A r s I A r s k j  

     ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a a

j jI A r s I A r s . Αο δνχκε ηη ζπκβαίλεη κε έλα απιφ 

παξάδεηγκα 2x2: 

Έζησ νη κήηξεο: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

, , [ ], [ ]
a a b b

a b a a a b b b

a a b b

a a a a
A A

a a a a

   
      
   

 

Δπηπιένλ ηζρχεη: 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1,a b a b

i ia a  , θαηά ζπλέπεηα νη δχν ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο θαη κε δηαζπψλεο. 

Δθαξκφδνπκε ηελ ζρέζε (12) κε βάζε ηα παξαπάλσ δεδνκέλα: 

 

            
                

               

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
2 221 22 21 22

1 0 1 0
[ ] (1 ) [ ] (1 )

0 1 0 1

b b a a

b b a a

b b a a

s sa a a a
r r

s sa a a a

 

Οξίδνπκε ζαλ 

1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 11 12 11 12

( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

1 0
( ) (1 )

0 1

i i i i

i

i i i i

a a b b
B r r

a a b b



     
        
       

 

      
      

      

( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
2 221 22 21 22

[ ] [ ]
b b a a

b b a a

b b a a

s sb b b b

s sb b b b
 

Γηα ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο 1. 

      
      

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

1 1
[ ] [ ]

0 0

b b a a

b b a a

b b a a

b b b b

b b b b
 

   



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 2 21 1 11 2 21

( ) ( ) ( ) ( )

2 21 2 21

b b b b a a a a

b b a a

b b b b

b b
 

Γηα ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο 2. 

      
      

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

0 0
[ ] [ ]

1 1

b b a a

b b a a

b b a a

b b b b

b b b b
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 12 2 22 1 12 2 22

b b b b a a a ab b b b
 

Βιέπνπκε φηη θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ηα δηαλχζκαηα
 ( ) ( ) 1[ (1 )]b bI A r  θαη 

 ( ) ( ) 1[ (1 )]b bI A r  πξέπεη λα είλαη απζηεξψο ή έζησ θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο
 

 

Με άιια ιφγηα ζηελ πεξίπησζε  απηή κηα ζρέζε δηάηαμεο κεηαμχ ησλ δχν δηαλπζκάησλ ζα ηζρχεη 

πάληα δειαδή ζα είλαη απζηεξψο θαηά ηάμε ή απνιχησο ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο. 
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minimization criterion είλαη ίδηα κε απηή ηνπ w-r θξηηεξίνπ. Καηά ζπλέπεηα ζηελ 

πεξίπησζε απηή ην w-r θαη ην cost minimization ηαπηίδνληαη
220

. 

ηελ πεξίπησζε φκσο νη ηερληθέο δελ είλαη γεηηνληθέο, θαλέλαο νηθνλνκηθφο ιφγνο 

δελ ππάξρεη, γηα ηνλ νπνίν ε ζπλζήθε (12) ζα ηζρχεη ζε θάζε πεξίπησζε. Δίλαη 

κάιινλ πεξηζζφηεξν ζπρλφ ε (12) λα έρεη ηελ κνξθή (ζρέζε δηάηαμεο): 

 
 


   


( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a aI A r I A r (12) 

Με άιια ιφγηα είλαη δπλαηφλ ηα δηαλχζκαηα 
 ( ) ( ) 1[ (1 )]b bI A r  θαη 

 ( ) ( ) 1[ (1 )]a aI A r  λα κελ κπνξνχλ λα ζπγθξηζνχλ. 

κσο εμ’ νξηζκνχ κε cost minimization criterion, ζπγθξίλνληαη πάληα γεηηνληθέο 

ηερληθέο παξαγσγήο, νπφηε θαηά ζπλέπεηα ν νπνηνζδήπνηε δηαρσξηζκφο κεηαμχ ησλ 

πεξηπηψζεσλ γεηηνληθψλ θαη κε ηερληθψλ είλαη άλεπ ζεκαζίαο θαη ηίζεηαη απηνκάησο 

εθηφο ζπδήηεζεο. 

3.7.2 ΓΙΑΠΧΜΔΝΔ ΣΔΥΝΙΚΔ ΑΠΛΗ ΠΑΡΑΓΧΓΗ 

Έζησ νη ηερληθέο 
(.) (.)[ , ]A , κε (.)=a,b.  πνπ: 

 
   
   
   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )11 12 11 12

( ) ( )

22 220 0

a a a a

a b

a a

A A A A
A A

A A
θαη  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ], [ ]a a a b b b

I II I II  

Τπνζέηνπκε εθεμήο
221

 φηη: 

 ( ) ( )

12 12

a bA A (13)
 

  ( ) ( ) [ ]a b

I II (14) 

Καηά ζπλέπεηα γηα ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ ησλ δχν ηερληθψλ ηζρχνπλ: 

Γηα ην βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

                                                           
220

 Σν ηειεπηαίν είλαη κάιινλ γλσζηφ ζηελ βηβιηνγξαθία. Βι. Γ. ηακάηεο (1989) 

 

221
 Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο ππνζέηνπκε, φηη θάζε ππνζχζηεκα παξάγεη κφλν έλα εκπφξεπκα, θαηά 

ζπλέπεηα ηα ijA  είλαη βαζκσηά 
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       (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) 1

11 11(1 ) [ (1 )] ,(.) ,I I I I Ip p A r w p w I A r a b (15) 

Δλψ γηα ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα: 

     (.) (.) (.) (.) (.) (.)

12 22(1 ) (1 )II I II Ip p A r p A r w  

 
     (.) (.) (.) (.) (.) 1

12 22( (1 ) )[ (1 )] ,(.) ,II I Ip p A r w I A r a b (16) 

Οη  δχν ηερληθέο δχλαληαη λα δηαθέξνπλ θαηά κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο ελφο 

βαζηθνχ ή ελφο κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο. Καηά ζπλέπεηα δχλαηαη λα ηζρχεη: 

 Οη δχν ηερληθέο δηαθέξνπλ ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ελφο κε βαζηθνχ 

εκπνξεχκαηνο. 

Τπνζέηνπκε φηη 

 ( ) ( )

12 12

a bA A (17) 

 
( ) ( )

11 11

a bA A (18) 

φπσο πξνείπακε νη δχν ηερληθέο παξάγνπλ ηα ίδηα βαζηθά εκπνξεχκαηα. Γηα ηα 

βαζηθά εκπνξεχκαηα ηζρχεη: 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

11(1 ) [ (1 )]b b a b a b b a a

I I I I I I I I I Ip d p A y r w y p y w I A r y

 

     ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1

11 11[ (1 )] [ (1 )]b b b b a a

I I Iw I A r w I A r y  

      ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

11 11[ (1 )] [ (1 )]b b a a

I I I II A r y I A r y (19) 

Έζησ φηη: 

(1) 
( ) ( )

22 22

a bA A (20) 

 Καηά ζπλέπεηα γηα ηα κε βαζηθά εκπνξεχκαηα ηζρχεη: 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

12 22 12 22( (1 ) )[ (1 )] ( (1 ) )[ (1 )]b b b b b b a b a b

I I II I I IIp A r w I A r y p A r w I A r y

ιφγσ ησλ (1) θαη (2): 

               ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1

12 22 22 22 22( (1 )){[ (1 )] [ (1 )] } {[ (1 )] [ (1 )] }b b b a b a a b

I II II IIp A r I A r I A r y w I A r I A r y (21) 
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φπνπ , θαη ιφγσ ηεο (5) 

 
       ( ) 1 ( ) 1

1 22 22{[ (1 )] [ (1 )] } 0b aC I A r I A r (22) 

 
       ( ) 1 ( ) 1

2 22 22[ (1 )] [ (1 )] 0b bC I A r I A r  (23)φπνηε ε (22) γίλεηαη 

  ( ) ( ) ( ) ( )

12 1 2[ (1 )]b b b a

I II II IIp A r C y w C y  (24) 

κσο ην δεηνχκελν είλαη ε ζρέζε απηή λα ηζρχεη γηα θάζε y. Με άιια ιφγηα ε 

θαηάηαμε λα είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε κε άιια ιφγηα λα ηζρχεη: 

  ( ) ( ) ( ) ( )

12 1 2[ (1 )]b b b a

I IIp A r C w C (25), φπνπ ιφγσ ηεο (21) γίλεηαη: 

 
    ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

11 12 1 2[ (1 )] (1 )]b b b b a

I IIw I A r A r C w C  

 
   ( ) 1 ( ) ( )

11 12 1 2[ (1 )] (1 )]b b a

I III A r A r C C (26) 

Δίδακε φηη, ζηα γεηηνληθά κε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο ε θαηάηαμε 

δελ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε. Αληίζεηα ζηα δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο 

παξαγσγήο κεηαβάιιεηαη. 

Έζησ νη αθφινπζεο δχν δηαθνξεηηθέο ηππνπνηήζεηο: 

 [ ] 1
0

I

I II

y
p p

 
 

 
(27) 

 
0

[ ] 1I II

II

p p
y

 
 

 
(28) 

 

 

ηελ πεξίπησζε ηεο ηππνπνίεζεο κε ηελ (27) ηζρχεη γηα ηελ θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ 

ζχκθσλα κε ην cost minimization criterion, ε (7): 

     ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

11 11[ (1 )] [ (1 )]b b a a

I I I II A r y I A r y
 

Με άιια ιφγηα ε θεληξηθφο θαπηηαιηζηήο, είλαη αδηάθνξνο σο πξνο ηελ 

ρξεζηκνπνίεζε ηεο ηερληθήο (α) ή ηεο ηερληθήο (β). 
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Αλ φκσο αληίζεηα ηππνπνηήζεη κε ηελ (28) ηζρχεη κάιινλ ε (14) φπνπ ε (α) είλαη ε 

ειαρηζηνπνηνχζα ην θφζηνο ηερληθή, θαη θαηά ζπλέπεηα θαη εθείλε πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη: 

Δίδακε ινηπφλ φηη ζηα δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο, ε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε, αδηάθνξν αλ νη ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο 

ε κε. 

Δίλαη γεγνλφο, φηη ε ρξήζε ηνπ cost minimization criterion είλαη αξθεηά 

πεξηνξηζκέλε, θαζψο δελ γίλεηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε κε γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο 

παξαγσγήο, ή ζε ηερληθέο ζχλζεηεο παξαγσγήο, αλεμάξηεηα δε αλ είλαη γεηηνληθέο ή 

κε. 
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3.8 Σν ζεώξεκα ηεο Με Τπνθαηάζηαζεο (Non Substitution Theorem) 

 

3.8.1 Η αξρηθή εθδνρή ηνπ Non Substitution theorem 

 

Ζ αξρηθή εθδνρή ηνπ Non Substitution theorem, αλήθεη ζηνλ P.Samuelson
222

, ηνπ 

νπνίνπ ηηο βαζηθέο πξνυπνζέζεηο παξνπζηάδνπκε παξαθάησ. 

1. Παξάγνληαη n εκπνξεχκαηα κέζσ n δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο. Ζ αθαζάξηζηε 

εθξνή θάζε δηαδηθαζίαο παξαγσγήο ( ix ) ρσξίδεηαη ζε ηειηθή δήηεζε ( iC ) θαη 

ζηα κέζα παξαγσγήο πνπ πξννξίδνληαη γηα ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ 

θζαξέλησλ κέζσλ παξαγσγήο (
1

n

ji

j

x


 ). Καηά ζπλέπεηα νξίδεηαη ε ζρέζε
223

: 

 
1

n

i i ji

j

x C x


   (1) 

  

2. Τπάξρεη κφλν κηα κε αλαπαξαγφκελε εηζξνή θαη δελ είλαη άιιε απφ ηελ 

εξγαζία, ε νπνία  απνηειεί ην (n+1)
o
 εκπφξεπκα (κε αλαπαξαγφκελν) ηνπ 

ζπζηήκαηνο παξαγσγήο γηα ην νπνίν ηζρχεη: 

 1 1,

1

0
n

n n i

i

x x 



   (2) 

3. Ο αληαγσληζκφο θαη ε χπαξμε ηεο κε αλαπαξαγφκελεο εηζξνήο εξγαζίαο, 

εμαζθαιίδεη ηελ κε ππνθαηάζηαζε ησλ εηζξνψλ κεηαμχ ηνπο.  Δπηπιένλ 

δηαηππψλεηαη κε ζαθήλεηα απφ ηνλ Samuelson ε απνπζία ζχλζεηεο 

παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα ην Non Substitution Theorem ηνπ Samuelson έρεη 

εθαξκνγή κφλν ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο. 

                                                           
222

 P.Samuelson(1951) 

223
 Θέινληαο λα κείλνπκε πηζηνί ζηνλ ζπκβνιηζκφ ηνπ P.Samuelson, έρνπλ αληηζηξαθεί νη δηαζηάζεηο 

ηνπ ζπζηήκαηνο έηζη αληί γηα ijx κηιάκε πιένλ γηα jix  , φπνπ ζαλ jix  νξίδεηαη ε πνζφηεηα ηπ 

εκπνξεχκαηνο j πνπ εηζέξρεηαη άκεζα ζαλ κέζν παξαγσγήο ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ 

εκπνξεχκαηνο i. 
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4. Δηζάγεηαη κηα ζπλάξηεζε παξαγσγήο νκνγελήο πξψηνπ βαζκνχ, γηα θάζε 

εκπφξεπκα ix 224
: 

 1 2 , 1( , ,..., )i i i i i nx F x x x   (3) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (1) θαη (3) πξνθχπηεη: 

 1 2 , 1

1

( , ,..., )
n

i i i i i n ji

j

C F x x x x



   (4) 

Ο Samuelson ζηεξίδεη ην Non Substitution Theorem, ζε φξνπο γεληθήο ηζνξξνπίαο. Ζ 

ηζρχο ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο κε Τπνθαηάζηαζεο κπνξεί λα βξεζεί απφ ηελ ιχζε ηνπ 

αθφινπζνπ πξνβιήκαηνο γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, γηα ηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ελφο εκπνξεχκαηνο, έζησ ηνπ 1: 

 

1 11 12 1, 1 1

1

1 2 , 1

1

1 1,

1

max ( , ,..., )

. . ( , ,..., )

n

i n j

j

n

i i i i i n ji

j

n

n n i

i

C F x x x x

s t C F x x x x

x x









 



 

 

  







 (5) 

Βάζεη φισλ ησλ παξαπάλσ ν P. Samuelson δηαηππψλεη ην αθφινπζν ζεψξεκα
225

: 

«Αλεμάξηεηα απφ ηηο δεδνκέλεο ηηκέο ησλ 2 3 , 1, ,..., n nC C C  , νη βέιηηζηνη ζπληειεζηέο 

ηεο παξαγσγήο, ζα ζπλεπάγνληαη πάληα ηηο ίδηεο ζηαζεξέο αμίεο θαη ην πξνθχπηνλ 

πξφγξακκα παξαγσγήο γηα ηελ θνηλσλία ζα είλαη ηεο απιήο παξαγσγήο» 

Με άιια ιφγηα ζχκθσλα κε ην παξαπάλσ ζεψξεκα, αλεμάξηεηα απφ ηελ ηειηθή 

δήηεζε, ε επηιεγείζα ηερληθή ζα είλαη απηή πνπ πξνθχπηεη απφ ην παξαπάλσ 

                                                           
224

 Ζ χπαξμε ηαζεξψλ Απνδφζεσλ Κιίκαθαο, ζε ζπλδηαζκφ κε ηελ νκνηγέληα ηεο ζρέζεο (3) θαη ηελ 

χπαξμε απιήο παξαγσγήο ζπλεπάγεηαη φηη, 
ji

ji

i

x
a

x
   θαη θαηά ζπλέπεηα ηζρχεη γηα ηελ (3): 

1 2 11 ( , ,..., )i i i inF a a a  , δειαδή ζε γεληθέο γξακκέο κηα κνξθή ηεο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο, 

φπσο απηήλ ηελ μέξνπκε ζήκεξα 

225
 P.Samuelson (1961) ζει 143 
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πξφγξακκα κεγηζηνπνίεζεο. Καη’ επέθηαζε νπνηαδήπνηε αιιαγή ζηελ ηειηθή δήηεζε 

δελ ζα έρεη θακία επίπησζε νχηε ζηελ επηινγή ηεο ηερληθήο, αιιά νχηε θαη ζηελ 

κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο, αθνχ φπσο μεθάζαξα ππνζηεξίδεη ν Samuelson, 

απηή ζα είλαη πάληνηε γξακκηθή. 

 

3.8.2 Η νπηηθή ηνπ N.Salvadori 

ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ε εθδνρή ηνπ N. Salvadori
226

, φπσο ηελ παξνπζηάδεη 

ζην New Palgrave, φπνπ θάλεη ηηο αθφινπζεο πξνυπνζέζεηο: 

1. Τπάξρεη κφλν κία κε πξσηαξρηθή (κε αλαπαξαγφκελε) εηζξνή ε εξγαζία 

2. ιεο νη δηαδηθαζίεο παξαγσγήο ππφθεηληαη ζε ηαζεξέο Απνδφζεηο Κιίκαθαο, 

είλαη πιήξσο δηαρσξίζηκεο, έρνληαο ηελ ίδηα πεξίνδν παξαγσγήο. Ζ 

πξνυπφζεζε απηή είλαη ζπλψλπκε κε ηελ απνπζία ζχλζεηεο παξαγσγήο (non 

joint production case) 

3. Κάζε δηαδηθαζία παξάγεη έλα ηέιεηα δηαρσξίζηκν εκπφξεπκα, 

ρξεζηκνπνηψληαο δεδνκέλεο πνζφηεηεο εηζξνψλ (ε πξνυπφζεζε 2 καδί κε ηελ 

3 καο νδεγεί ζηελ απνθιεηζηηθή ρξήζε κηαο γξακκηθήο ηερληθήο απιήο 

παξαγσγήο). 

4. Γηα θάζε εκπφξεπκα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία δηαδηθαζία πνπ ην παξάγεη 

(εηζάγεηαη κε ηνλ ηξφπν απηφ ε δπλαηφηεηα επηινγήο ηερληθήο). 

5. Ζ εξγαζία είλαη απαξαίηεηε εηζξνή γηα θάζε δηαδηθαζία παξαγσγήο, ήηνη 

θακία δηαδηθαζία παξαγσγήο δελ είλαη απηνκαηνπνηεκέλε. 

6. Ζ αληαιιαγή ησλ εκπνξεπκάησλ γίλεηαη ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ παξαγσγήο, 

κε άιια ιφγηα δελ κηιάκε γηα ελδηάκεζεο εηζξνέο
227

 

7. Μηα δηαδηθαζία ρξεζηκνπνηείηαη κφλν αλ απηή είλαη ειαρηζηνπνηνχζα ην 

θφζηνο παξαγσγήο 

Βάζεη φισλ ησλ παξαπάλσ ζχκθσλα κε ην Non Substitution Theorem ηζρχεη: 

a) Κακία δηαδηθαζία δελ κπνξεί λα απνθέξεη ππεξθέξδε γηα δεδνκέλεο ηηκέο 

παξαγσγήο  (έζησ p) θαη δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο (έζησ w) 

                                                           
226

 N. Salvadori (1987) 

227
 Γηα ηνλ φξν ελδηάκεζεο εηζξνέο βι. Γ.ηακάηε ζει 
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b) Γηα θάζε έλα παξαγφκελν εκπφξεπκα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κηα παξαγσγηθή 

δηαδηθαζία παξαγσγήο πνπ ην παξάγεη 

c) Οη ελ ιφγσ παξαγσγηθέο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο κπνξνχλ λα παξάμνπλ θάζε 

θαζαξφ πξντφλ (έζησ d, ην νπνίν ζηα γξακκηθά ππνδείγκαηα παξαγσγήο, 

αληηπξνζσπεχεη θαη ηελ ηειηθή δήηεζε). 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ ην Non Substitution Theorem εμαζθαιίδεη φηη: 

a) Δάλ ε θαζαξή εθξνή είλαη ίζε κε 'd d , ηφηε νη ηηκέο p θαη ην νλνκαζηηθφ 

σξνκίζζην w, εμαθνινπζνχλ λα είλαη ηα ηζρχνληα δηαλχζκαηα ηηκψλ 

παξαγσγήο θαη ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην, ηζνξνπίαο αληίζηνηρα 

b) Έάλ ππάξρνπλ παξαπάλσ ηηο κία ιχζεο ηφηε ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ παξαγσγήο 

θαη ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην είλαη ίζα κεηαμχ ησλ δχν ηερληθψλ. 

ε καζεκαηηθνχο φξνπο ν Ν.Salvadori, ππνζέηεη ηελ χπαξμε δχν ηερληθψλ, ηεο 

( ) ( )[ , ]a aA  θαη ηεο 
( ) ( )[ , ]b bA .  

Γηα ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ ησλ δχν ηερληθψλ παξαγσγήο ηζρχεη: 

Γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a a a ap p A r w    (5) 

Δλψ  γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA : 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a b b b bp p A r w    (6) 

Απφ ηηο δχν παξαπάλσ  ζρέζεηο θαη απφ ηελ πξνππφζεζε (7) ζπλεπάγεηαη: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a b a bp p A r w    (7) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )b b a b ap p A r w    (8) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (3) θαη (4) θαζψο θαη απφ ηηο (1) θαη (2) 

 

( )
( ) ( )

( )

a
a b

b

w
p p

w
  (9)θαη  
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( )
( ) ( )

( )

b
b a

a

w
p p

w
  (10) 

Καη απφ ηηο ζρέζεηο (5) θαη (6): 

 

( )
( ) ( )

( )

a
a b

b

w
p p

w
  (10) 

Σππνπνηψληαο θαηά ηνλ Salvadori κε  (.) 1, . ,w a b   απνδπθλχεηαη θαη ην Non 

Substitution Theorem,  φηη δειαδή 
228

: 

 
( ) ( )a bp p  (11) 

 

Μία αθφκα δηαηχπσζε ηνπ Non Substitution Theorem γίλεηαη θαη απφ ηνπο H.D.Kurz 

θ Ν.Salvadori
229

, ε νπνία  θηλείηαη ζην ίδην κήθνο θχκκαηνο κε ηελ παξαπάλσ. 

3.8.3 Η εθδνρή ηωλ N.Salvadori θαη H.D.Kurz 

 

ην ελ ιφγσ άξζξν νη ζπγγξαθείο, επαλαδηαηππψλνπλ ην Non-substitution Theorem 

θαη απνδεηθλχνπλ έλα ζρεηηθφ ζεψξεκα πνπ ζα παξνπζηαζηεί παξαθάησ. 

 

3.8.3.1 Παποςζίαζη ηος Τποδείγμαηορ 

 

Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηηο ππνζέζεηο ηνπ Τπνδείγκαηνο
230

: 

1. Τπάξρεη κφλν κηα πξσηνγελήο εηζξνή (κε αλαπαξαγψκελε), ε εξγαζία 

2. Ζ παξαγσγή είλαη απιή 

                                                           
228

 Σν παξαπάλσ απνηειεί ηελ απφδεημε ηνπ N.Salvadori, γηα ηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ 

ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο, θαη κε ηππνπνίεζε 
(.) 1,(.) ,w a b   σζηφζν φπσο ζα δνχκε παξαπάλσ ε 

ηζρχεο ηνπ Non Substitution Theorem εμαξηάηαη θαη απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. 

229
  

230 ηελ εθδνρή ηνπ άξζξνπ ηνπο νη Kurz θαη Salvadori, ππνζέηνπλ φηη ην εληαίν πνζνζηφ θέξδνπο 

είλαη ίζν κε ηελ κνλάδα θαη ν πιηθφο ξπζκφο κεγέζπλζεο είλαη κηθξφηεξνο απφ ηελ κνλάδα. Με άιια 

ιφγηα ηζρχεη ε εμίζσζε ηνπ Cambrige: g=sr 
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3. Παξάγνληαη n εκπνξεχκαηα κέζσ n δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο
231

, δειαδή ε 

ηερληθή παξαγσγήο είλαη ηνπ ηχπνπ a la Srafa- Leontief. 

4. Σελ παξαγσγή ηελ ραξαθηεξίδνπλ θζίλνπζεο απνδφζεηο θιίκαθαο 

Βάζε φισλ ησλ παξαπάλσ έρνπκε ην αθφινπζν ζχζηεκα εμηζψζεσλ (1). 

[ (1 ) ] (1.1)

[ (1 ) ] (1.2)

[ (1 )] (1.3)

[ (1 ) ] (1.4)

0, 0, 0, 1(1.5)

p B r A w

p B r A x w x

B g x d

p B g A x pd

p x w pq

  

  

  

  

   

 

,φπνπ θαηά ηα γλσζηά Α,Α≥0 ε nxn κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, ℓ ην 1xn 

δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία, d ην nx1 δηάλπζκα ηεο ζχλζεζεο ηεο 

θαηαλάισζεο, p ην 1xn δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. Σέινο ηα βαζκσηά w,r,g 

παξηζηνχλ ην εληαίν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην, ην πνζνζηφ θέξδνπο θαη ηνλ πιηθφ ξπζκφ 

κεγέζπλζεο αληίζηνηρα. 

Καηά ηα άιια, ε ζρέζε (1.1) είλαη ε ζπλζήθε φηη ε ρξεζηκνπνηνχζα ηερληθή είλαη 

cost minimizing 

Ζ ζρέζε (1.2) θαη κάιηζηα ιφγσ ηεο (1.5) εμαζθαιίδεη, φηη φηαλ κηα δηαδηθαζία 

παξαγσγήο, δελ κπνξεί λα απνδψζεη ην δεηνχκελν πνζνζηφ θέξδνπο, ηφηε δελ 

ρξεζηκνπνηείηαη. 

Ζ ζπλζήθε (1.3)  εμαζθαιίδεη, φηη ε δήηεζε ηθαλνπνηείηαη θαη θαηά ζπλέπεηα 

πξνθχπηεη, φηη θαηά Bidard, πξφθεηηαη φλησο γηα κηα ηερληθή παξαγσγήο
232

. 

Ζ ζρέζε (1.4) βάδεη ζην ππφ εμέηαζηλ κνληέιν ηα free goods. 

Σέινο ε ζρέζε (1.5) δελ είλαη ηίπνηε άιιν, απφ ηελ γλσζηή ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, κε 

q, q≥0, έλα nx1 ηπραίν δηάλπζκα. 

Βάζε ησλ παξαπάλσ κπνξνχκε λα δηαηππψζνπκε ην Non- Substitution Theorem 

φπσο ην παξνπζηάδεη ν H.Varian: 

                                                           
231 ηελ εθδνρή ησλ Kurz θαη Salvadori, έρνπκε ηελ χπαξμε ελφο δηηνκεαθνχ ππνδείγκαηνο, κε ηελ 

χπαξμε δπν ελαιιαθηηθψλ δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο, ,κηα γηα θάζε ηνκέα.  

232
 Βι. Christian Bidard, Ο αιγφξπζκνο ηεο αγνξάο 
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 «Τπνζέζηε φηη ππάξρεη κφλν κηα κε (αλα)παξαγφκελε εηζξνή, ε νπνία είλαη 

απαξαίηεηε ζηελ παξαγσγή, φηη δελ ππάξρεη ζχλζεηε παξαγσγή θαη φηη ηελ 

ηερλνινγία ηελ ραξαθηεξίδνπλ ζηαζεξέο απνδφζεηο θιίκαθαο.  Τπνζέηνπκε φηη ην 

(x,y,w) είλαη κηα θαηά Walras ηζνξξνπία, κε yi>0. Σφηε ην w είλαη ε κνλαδηθή ιχζε 

ζην Ci(w)yi, γηα i=1,2,…,n.». 

Οη Kurz θαη Salvadori απφ ηελ άιιε ην δηαηππψλνπλ σο εμήο
233

: 

Έζησ  
* * *( , , )p w x  θαη 

0 0 0( , , )p w x  δχν ιχζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (1) γηα δεδνκέλν r. 

To Non-Substitution Theorem, εμαζθαιίδεη φηη 
* 0p p  θαη * 0w w . Δάλ ην d είλαη 

εκηζεηηθφ ην ζεψξεκα εμαζθαιίδεη, φηη νη ηηκέο ησλ εκπνξεπκάησλ πνπ παξάγνληαη 

είλαη νη ίδηεο θαη ζηηο δχν ιχζεηο. 

Αθνινπζψληαο ηνλ ζπιινγηζκφ ησλ Kurz θαη Salvadori, ππνζέηνπκε ηελ χπαξμε ησλ 

ελαιιαθηηθψλ ηερληθψλ
* *( , )A  θαη 

0 0( , )A . 

ηελ ζπλέρεηα νη Kurz θαη Salvadori νξίδνπλ καζεκαηηθά ηηο αθφινπζεο πεξηπηψζεηο: 

A. Σν εκπφξεπκα j εηζέξρεηαη άκεζα ζηελ παξαγσγή ηνπ εκπνξεχκαηνο i εάλ θαη 

κφλν εάλ: 

      
* 0j ie A e  234

 

B. Σν εκπφξεπκα j εηζέξρεηαη άκεζα ή έκκεζα ζηελ παξαγσγή ηνπ 

εκπνξεχκαηνο i εάλ θαη κφλν εάλ: 

* *2 *( ... ) 0n

j ie A A A e     

C. Έλα εκπφξεπκα j είλαη βαζηθφ εάλ θαη κφλν εάλ: 

* *2 *( ... ) 0n

jA A A e     

D. Οκνίσο ιέκε, φηη ε εξγαζία εηζέξρεηαη άκκεζα θαη έκκεζα ζηελ παξαγσγή 

φισλ ησλ εκπνξεπκάησλ ηεο ηερληθήο 
* *( , )A  εάλ θαη κφλν εάλ 

* *2 *( ... ) 0nA A A     

                                                           
233
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 πνπ ei, ei≥0 ην κνλαδηαίν δηάλπζκα, ηνπ νπνίνπ φιεο νη ζπληζηψζεο είλαη κεδεληθέο, πιήλ ηεο j-

νζηήο πνπ είλαη ίζε κε ηελ κνλάδα.  
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Βάζεη ησλ παξαπάλσ νη Kurz θαη Salvadori δηαηππψλνπλ ην αθφινπζν ζεψξεκα
235

: 

Θεψξεκα: Έζησ  
* * *( , , )p w x  θαη 

0 0 0( , , )p w x  δχν ιχζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (1) γηα 

δεδνκέλν r, θαη έζησ 
* *( , )A  θαη 

0 0( , )A  νη αληηζηνηρνχζεο ηερληθέο. Δάλ ε εξγαζία 

εηζέξρεηαη άκεζα ε έκκεζα ζηελ παξαγσγή φισλ ησλ εκπνξεπκάησλ θαη ζηηο δχν 

ηερληθέο, ηφηε ππάξρεη έλα εκπφξεπκα j ην νπνίν είλαη βαζηθφ θαη γηα ηηο δχν 

ηερληθέο, ηφηε 
* 0p p  θαη * 0w w . 

 

3.8.4 Σν Non-substitution Theorem κηα γεληθεπκέλε πξνζέγγηζε 

 

Ζ ζπλήζεο λενθιαζηθή ζεσξία ζπλδέεη ηελ επηινγή ηερληθήο κε δηάθνξεο 

νηθνλνκηθέο κεηαβιεηέο, φπσο είλαη ε έληαζε θεθαιαίνπ, ε δήηεζε γηα εκπνξεχκαηα 

θαη θεθαιαηνπρηθά αγαζά ε παξαγσγηθφηεηα θ.α..  

Χζηφζν ε επηινγή ηερληθήο, δείρλεη λα ζρεηίδεηαη πεξηζζφηεξν κε ηηο κεηαβιεηέο ηεο 

θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο. 

Ζ παξαδνζηαθή κέρξη ηηο αξρέο ηνπ 1960 λενθιαζηθή ζεσξία, ήζειε ηελ επηινγή ηεο 

εθάζηνηε ηερληθήο, λα ζπλαξηάηαη απφ ηα αξρηθά απνζέκαηα (ζε Μέζα Παξαγσγήο 

θαη εκπνξεχκαηα) θαη απφ ηελ ζχλζεζε ηεο δήηεζεο. 

χκθσλα κε ην ζθεπηηθφ απηφ, κηα κεηαβνιή ηεο δήηεζεο αλάκεζα θαη πεξηζζφηεξν 

ή ιηγφηεξν εληαηηθά ζε θεθάιαην εκπνξεχκαηα, ζα ζήκαηλε ηελ ίδηα ζηηγκή κία 

κεηαβνιή ζηηο ηηκέο παξαγσγήο θαη θαηά ζπλέπεηα κηα κεηαηφπηζε ζηελ επηινγή ηεο 

ηερληθήο παξαγσγήο, ζε πεξηζζφηεξν ή ιηγφηεξν εληαηηθέο ζε θεθάιαην ηερληθέο.  

πλεπψο νη λενθιαζηθνί νηθνλνκνιφγνη, κέζσ ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο κε 

ππνθαηάζηαζεο, θαηάθεξαλ λα βξνπλ έλα «θξηηήξην» γηα ηελ επηινγή ηεο ηερληθήο, 

ζε φξνπο ηνπ cost minimization criterion, ην νπνίν φκσο ζα ήηαλ αλεμάξηεην απφ ηηο 

κεηαβνιέο ηεο δήηεζεο, θαη ζα εμαξηηφληαλ κφλν απφ ηερλνινγηθνχο παξάγνληεο
236

. 
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236
 Βέβαηα απηφ πνπ έθαλαλ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ήηαλ λα παξνπζηάζνπλ έλα ππφδεηγκα, ζην νπνίν νη 

ηηκέο παξαγσγήο ζα ήηαλ αλεμάξηεηεο απφ κηα κεηαβνιή ζηελ δήηεζε ησλ παξαγφκελσλ 

εκπνξεπκάησλ. Με άιια ιφγηα κηα κεηαβνιή ηεο δήηεζεο απφ έλα πην εληαηηθφ ζε θεθάιαην 

εκπφξεπκα, ζε έλα ιηγφηεξν εληαηηθφ, ζα είρε σο απνηέιεζκα κηα πηψζε ζηελ δήηεζε γηα ηνλ 

ζπληειεζηή παξαγσγήο θεθάιαην θαη κηα πηζαλή ηαπηφρξνλε αχμεζε ζηελ ακνηβή ηνπ ζπληειεζηή 
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κσο θάηη ηέηνην γηα ηνπο λεν-Ρηθαξδηαλνχο θαη ζπγθεθξηκέλα γηα ηνλ L.Passineti ε 

επηινγή ηεο ηερληθήο έρεη γίλεη, απφ ηελ ζηηγκή πνπ έρεη δνζεί εμσγελψο ην πνζνζηφ 

θέξδνπο θαη δε αλεμάξηεηα απφ ηελ ζχλζεζε ηεο δήηεζεο. 

Με άιια ιφγηα ε ππνθαηάζηαζε κεηαμχ ησλ εηζξνψλ δελ έρεη λα θάλεη κε κεηαβνιέο 

ηεο δήηεζεο
237

 αιιά πεξηζζφηεξν κε κεηαβνιέο ζηελ θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο θαη 

ζην ηππηθφ εκπφξεπκα. 

Οη ππνζέζεηο ηνπ Νon-Substitution Theorem είλαη νη εμήο: 

 Τπάξρνπλ n δηαδηθαζίεο, πνπ παξάγνπλ n αγαζά 

 Γελ ππάξρεη ζχλζεηε παξαγσγή, θαη ζπλεπψο απφ θάζε κηα απφ ηηο n 

δηαδηθαζίεο εμέξρεηαη έλα κφλν αγαζφ. 

 Τπάξρεη κφλν κηα κε (αλα)παξαγφκελε εηζξνή ζηελ παξαγσγή, ε εξγαζία. 

 Ζ εξγαζία είλαη απαξαίηεηε εηζξνή ζε θάζε κηα απφ ηηο n δηαδηθαζίεο 

παξαγσγήο. Με άιια ιφγηα θακία δηαδηθαζία παξαγσγήο δελ είλαη 

απηνκαηνπνηεκέλε. Χο εθ ηνχηνπ ην δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε νκνηνγελή 

δσληαλή εξγαζία είλαη ζεηηθφ. 

 Σελ ηερλνινγία ηελ ραξαθηεξίδνπλ ζηαζεξέο απνδφζεηο θιίκαθαο.  

χκθσλα κε ην Non-Substitution Theorem, νη ηηκέο θαζνξίδνληαη κε ηνλ εμσγελή 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, ην νπνίν θπζηθά πξέπεη λα βξίζθεηαη εληφο ηνπ 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ πεδίνπ ηηκψλ. Καηά ζπλέπεηα ππάξρεη, εληφο ηνπ πεδίνπ 

απηνχ, κηα ηερληθή πνπ ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο  ζε φξνπο εξγαζηαθήο δχλακεο ή 

κεγηζηνπνηεί ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην ζε φξνπο ελφο νπνηνδήπνηε ηππηθνχ 

εκπνξεχκαηνο
238

, , 0u u   ή numeraire
239

. 

                                                                                                                                                                      
παξαγσγήο εξγαζία, κε κηα ηαπηφρξνλε κεηάβαζε απν δηαδηθαζίεο παξαγσγήο πςειήο έληαζεο 

θεθαιαίνπ ζε δηαδηθαζίεο παξαγσγήο κε ρακειφηεξε. Κάηη ηέηνην σζηφζν δελ ηζρχεη ζηελ πεξίπησζε 

ηνπ Non Substitution Theorem, θαζσο δελ ππάξρεη ππνθαηάζηαζε ησλ κεζφδσλ παξαγσγήο θαη θαηά 

ζπλέπεηα  νη ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ κεηαβνιή ηεο δήηεζεο. 

237
 ηα πιαίζηα ησλ γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο, κηα αιιαγή ζηελ δήηεζε ηζνδπλακεί κε κηα 

κεηαβνιή ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο. Ο εμσγελήο θαζνξηζκφο ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο, φπσο 

είδακε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην, είλαη θαη απηφο πνπ ζε ηειεπηαία αλάιπζε θαζνξίδεη πνηα πξντφληα 

ζα παξαρζνχλ θαη ζε πνηα πνζφηεηα. 

238 ην ζεκείν απηφ πξέπεη λα αλαθεξζεί, φηη ν φξνο ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο ζπκπίπηεη κε απηφλ 

ηεο ηειηθήο δήηεζεο ηεο νηθνλνκίαο. Απφ ηελ βηβιηνγξαθία (Γ.ηακάηεο,1995 ζει. 178), γλσξίδνπκε 

φηη ην θαζαξφ πξντφλ ηνπ ππνζπζηήκαηνο (ην νπνίν θαη απνηειεί ηελ ηειηθή δήηεζε ηεο νηθνλνκίαο) 

ζπκπίπηεη κε απηφ ηνπ αθαζάξηζηνπ πξντφληνο ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο. 
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Με άιια ιφγηα γηα δπν ηερληθέο a θαη b, δχλαηαη λα ηζρχεη 

     
a bp u p u (2)ή 

     
a bp u p u  (3)ή 

     
a bp u p u (4) 

κσο δελ αξθεί  κφλν ν εμσγελήο πξνζδηνξηζκφο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. Ο πξνζδηνξηζκφο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο δελ 

είλαη κνλνζήκαληνο θαζψο εμαξηάηαη θαη απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ θαη απφ ηηο 

κεηαβιεηέο ηνπ εηζνδήκαηνο. 

H γεληθή ηζρχ ηνπ Non-Substitution Theorem είλαη ηζνδχλακε κε ηελ ηζρχ ησλ 

ζρέζεσλ: 

 , 0

a b

a b

a b

p u p u

p u p u u u

p u p u




  


 

(5) 

ηελ ζπλέρεηα εμεηάδεηαη ζε πνηεο πεξηπηψζεηο δχλαηαη λα (κελ) ηζρχεη ην Non-

Substitution Theorem. Καηά ζπλέπεηα δηαθξίλνληαη νη εμήο πεξηπηψζεηο: 

 

3.8.4.1 Η Α(Β) είναι μη διαζπώμενη 

 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηεο θάζε ηερληθήο πξνθχπηεη γηα ( ) ( ) 1a bw w  : 

Αξρηθά γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA  

 
( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a a ap p A r   (1) 

Καη γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA : 

 
( ) ( ) ( ) ( )(1 )b b b bp p A r   (2) 

ηελ ζπλέρεηα νη δχν ηερληθέο ηππνπνηνχληαη θαζ’ ίδηνλ ηξφπν: 

 
( ) ( ) , 0a bp u p u c c   (3) 

,φπνπ u έλα ηπραίν ζεηηθφ ε εκηζεηηθφ δηάλπζκα ζηήιεο πνπ παξηζηά έλα ηπραίν 

ηππηθφ εκπφξεπκα. 

                                                                                                                                                                      
239 Βι. Π.Βνπγηνπθιάθεο (1995) ζει.148 
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Δπνκέλσο νη (1) θαη (2) γίλνληαη ιφγσ ηεο (3): 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1(1 ) [ (1 )]a a a a a a ap u p A u r u p u I A r u       (4) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1(1 ) [ (1 )]b b b b b b bp u p A u r u p u I A r u       (5) 

Καηά ζπλέπεηα απφ ηηο ζρέζεηο  

 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u      (6) 

 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u      (7) 

 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u      (8) 

Χζηφζν γηα λα ηζρχεη ην Θεψξεκα ηεο κε Τπνθαηάζηαζεο αλεμάξηεηα απφ ηελ 

ηππνπνίεζε, κε άιια ιφγηα δειαδή λα ηζρχεη γηα θάζε ηπραία επηιεγκέλν ηππηθφ 

εκπφξεπκα, πξέπεη λα ηζρχεη: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      (9) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      (10) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      (11) 

Απφ ηηο (6), (7), (8) πξνθχπηεη φηη αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ αλεμαξηεζία 

ηνπ Non Substitution Theorem απφ ηελ ηππνπνίεζε είλαη ηα δηαλχζκαηα 

( ) ( ) * 1[ (1 )]a aI A r    θαη 
( ) ( ) * 1[ (1 )]b bI A r   , λα είλαη απζηεξψο ή ηνπιάρηζηνλ 

θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο. 

ηελ ζπλέρεηα εμεηάδνληαη νη εμήο πεξηπηψζεηο. 

 

3.8.4.2 Μη διαζπώμενερ γειηονικέρ ηεσνικέρ απλήρ παπαγωγήρ 

 

Απφ ηηο παξαπάλσ ζπλζήθεο (9) θαη (11) βιέπνπκε, φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ 

γεηηνληθψλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο ηα δηαλχζκαηα 
( ) ( ) * 1[ (1 )]a aI A r    θαη 
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( ) ( ) * 1[ (1 )]b bI A r    είλαη θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα, θαζψο έρνπλ ηα n-1 ζηνηρεία θνηλά 

θαη δηαθέξνπλ θαηά ην n
νζηφ

 ζηνηρείν. Αληίζεηα ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπλζήθεο (10) ηα 

δχν δηαλχζκαηα είλαη ίζα.  Μαζεκαηηθά εηπσκέλα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ] , 1... 1a a b b

i iI A r u e I A r u e n        (12) 

Καη ηαπηφρξνλα: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ]a a b b

n nI A r u e I A r u e      (13) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ]a a b b

n nI A r u e I A r u e      (14) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ]a a b b

n nI A r u e I A r u e      (15) 

Οκνίσο ε αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ 

γεηηνληθψλ ηερληθψλ γίλεηαη: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )] , 1... 1a a b b

i iI A r e I A r e n        (16) 

Καη δηαδεπθηηθά: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b b

n nI A r e I A r e      (17) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b b

n nI A r e I A r e      (18) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b b

n nI A r e I A r e      (19) 

Με άιια ιφγηα ζε θάζε πεξίπησζε, ήηνη γηα θάζε ηππηθφ εκπφξεπκα, ηα δηαλχζκαηα  

( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ]a a b b

i iI A r u e I A r u e     
, ζα είλαη ίζα θαη ε δηαθνξά 

ηνπο θαηά ζπλέπεηα ζα είλαη έλα κεδεληθφ δηάλπζκα. Σέινο ιφγσ ησλ ζρέζεσλ (21)-

(23) ζα δχλαληαη λα δηαθέξνπλ θαζ’ νπνηνδήπνηε ηξφπν. 

 

3.8.4.3 Μη γειηονικέρ μη διαζπώμενερ ηεσνικέρ απλήρ παπαγωγήρ 
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ηηο κε γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο απφ ηελ άιιελ ηα πξάγκαηα είλαη 

δηαθνξεηηθά. Σν Non Substitution Theorem εμαξηάηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ 

ηηκψλ, θαη κφλν  απφ ζχκπησζε κπνξεί λα είλαη αλεμάξηεην απφ απηήλ. Αο δνχκε ην 

γηαηί: 

Απφ ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ ηεο θάζε ηερληθήο, α θαη β πξνθχπηεη; 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1(1 ) [ (1 )]a a a a a a ap u p A u r u p u I A r u       (20) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1(1 ) [ (1 )]b b b b b b bp u p A u r u p u I A r u       (21) 

Καηά ζπλέπεηα απφ ηηο ζρέζεηο (20)-(21) 

 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u      (22) 

 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u      (23) 

 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u      (24) 

Καη ζηελ πεξίπησζε απηή, γηα λα ηζρχεη ην Θεψξεκα ηεο κε Τπνθαηάζηαζεο 

αλεμάξηεηα απφ ηελ ηππνπνίεζε, κε άιια ιφγηα δειαδή λα ηζρχεη γηα θάζε ηπραία 

επηιεγκέλν ηππηθφ εκπφξεπκα, πξέπεη λα ηζρχεη: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      (25) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      (26) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      (27) 

κσο είλαη απηνλφεην φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ κε γεηηνληθψλ κε δηαζπψκελσλ 

ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο, θαλέλαο ιφγνο δελ ππάξρεη, ψζηε ηα δηαλχζκαηα 

( ) ( ) * 1[ (1 )]a aI A r    θαη 
( ) ( ) * 1[ (1 )]b bI A r    λα είλαη κεηαμχ ηνπο απνιχησο ή 

ηνπιάρηζηνλ θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα. Με άιια ιφγηα, είλαη αδχλαηνλ λα ηζρχεη κία απφ 

ηηο θαηαζηάζεηο ησλ ζρέζεσλ (16)-(23). Με άιια ιφγηα δχλαηαη λα ηζρχεη γηα κηα 

δεδνκέλε ηππνπνίεζε κε , 0u u   είηε: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ] , 1... 1a a b b

i iI A r u e I A r u e n        (28) 



221 
 

  

Καη ηαπηφρξνλα: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ]a a b b

n nI A r u e I A r u e      (29) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ]a a b b

n nI A r u e I A r u e      (30) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ [ (1 )] ] [ [ (1 )] ]a a b b

n nI A r u e I A r u e      (31) 

Δίηε ε : 

 , 0

a b

a b

a b

p u p u

p u p u u u

p u p u




  


 

(32) 

Οκνίσο ε αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ κε 

γεηηνληθψλ ηερληθψλ γίλεηαη: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )] , 1... 1a a b b

i iI A r e I A r e n        (33) 

Καη δηαδεπθηηθά: 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b b

n nI A r e I A r e      (34) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b b

n nI A r e I A r e      (35) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b b

n nI A r e I A r e      (36) 

Δίηε θπζηθά δηαδεπθηηθά : 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      ή(37) 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      (38)ή 

 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r      (39) 

κσο νη ζπλζήθεο (37)-(39) μέξνπκε απφ ηελ βηβιηνγξαθία, φηη δελ είλαη δπλαηφλ λα 

ηζρχνπλ ζηελ γεληθή πεξίπησζε, αθνχ είλαη απνιχησο δπλαηφλ ηα δηαλχζκαηα 
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( ) ( ) * 1[ (1 )]a aI A r    θαη 
( ) ( ) * 1[ (1 )]b bI A r    λα κελ είλαη νχηε θαηά ηάμε 

ζπγθξίζηκα, κε άιια ιφγηα λα ηζρχνπλ θαηαζηάζεηο φπσο (δηαδεπθηηθά πάληα): 

 ( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r 


     ή(40) 

 ( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r 


     ή(41) 

 ( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r I A r 


     (42) 

3.8.4.4 Γιαζπώμενερ ηεσνικέρ απλήρ παπαγωγήρ 

 

3.8.4.4.1 Γηαζπψκελεο κε γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο 

 

Έζησ φηη ε 
(.) , ,A i a b  είλαη ηεο κνξθήο 11 12(.)

220

A A
A

A

 
  
 

 θαη [ , ]I II . 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηεο θάζε ηερληθήο πξνθχπηεη: 

Αξρηθά γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]a aA  

(1) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a a a ap p A r w    

Καη γηα ηελ ηερληθή 
( ) ( )[ , ]b bA : 

(2) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )b b b b bp p A r w    

Ζ ιχζε πνπ πξνθχπηεη γηα θάζε κηα απφ ηηο δχν παξαπάλσ ζρέζεηο είλαη: 

(3) 11 11 12 22(.) (.)

22

( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] , (.) ,

0 ( )

T T

I II I II I II I II

B r B r r A B r
p p y y y y a b

B r

 
  

 
, 

φπνπ,
1

11 11

1

22 22

( ) [ (1 )]

( ) [ (1 )]

B r I A r

B r I A r





  

  
 

Απφ ηηο ζπλζήθεο (1) έσο (3) πξνθχπηεη: 

(4)     
a bp u p u ή 

(5)     
a bp u p u  ή 
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(6)     
a bp u p u

 

Καη φκνηα απφ ηελ ζρέζε (3) πξνθχπηεη: 

(7) 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u       

(8) 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u       

(9) 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r u I A r u       

Βάζεη ησλ παξαπάλσ ζα ειέγμνπκε γηα δχν δηαθνξεηηθέο ηππνπνηήζεηο αλ ε ζρέζε 

δηάηαμεο κεηαμχ ησλ ηηκψλ, κεηαβάιιεηαη. πλεπψο ζα ειέγμνπκε αλ ζηελ πεξίπησζε 

ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ παξαγσγήο ε δηάηαμε ησλ ηηκψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε: 

 

3.8.4.4.1.1 .Τυποποίηση με την [ , ][ ,0] 1T

I II Ip p y   

 

Απφ ηηο (3),(4),(5) θαη (6) πξνθχπηεη γηα labor commanded prices
240

: 

(10) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

(11) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

(12) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ηζρχεη φ,ηη θαη ζηηο κε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο 

παξαγσγήο, αθνχ νη κήηξεο 
(.)

11A θαη θαη’ επέθηαζε νη 
(.)

11B είλαη κε δηαζπψκελεο. 

Δπνκέλσο ε ζρέζε δηάηαμεο κεηαμχ ησλ δηαλπζκάησλ ηηκψλ παξαγσγήο ησλ ελ ιφγσ 

ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη θαζ’ φκνην ηξφπν θαη γηα ηνπο ίδηνπο ιφγνπο κε ηηο κε 

δηαζπψκελεο κήηξεο.  

                                                           

240 πνπ R, 

(.)

(.)

max

max

1 jj

jj

A

i A
R






 , φπνπ i=I,II, j=1,2 , (.)=a,b 



224 
 

Δπηπιένλ ζηελ πεξίπησζε ηεο δηαζπψκελεο παξαγσγήο κεηαβάιινληαη θαη ηα 

κέγηζηα πνζνζηά θέξδνπο, κε ηελ ηππνπνίεζε. Σν ηειεπηαίν επεξεάδεη θαη απηφ ην 

νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ πεδίν ηηκψλ πνπ παίξλνπλ νη ηηκέο παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα 

γηα λα είλαη ε θαηάηαμε ησλ δηαλπζκάησλ ηηκψλ παξαγσγήο αλεμάξηεηε απφ ηελ 

ηππνπνίεζε πξέπεη λα ηζρχεη: 

(13) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I IB B  

(14) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I IB B  

(15) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I IB B  

Με άιια ιφγηα γηα λα έρεη νηθνλνκηθφ λφεκα ζα πξέπεη ηα δηαλχζκαηα 
( ) ( )

11

a a

I B  θαη 

( ) ( )

11

b b

I B λα είλαη απνιχησο ή ηνπιάρηζηνλ θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο, 

πξάγκα πνπ φπσο είδακε παξαπάλσ δελ είλαη δπλαηφλ λα ηζρχεη ζηελ γεληθή 

πεξίπησζε.  

3.8.4.4.2 Σππνπνίεζε κε ηελ [ , ][0, ] 1T

I II IIp p y     

 

Ζ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ κεηαβνιή ησλ κέγηζησλ 

πνζνζηψλ θέξδνπο γηα θάζε ηερληθή.  Έζησ ινηπφλ φηη κεηαβάιινληαη σο εμήο: 

(16) 
( ) ( )a b

I IR R  

(17) 
( ) ( )b a

II IIR R  

Καηά ζπλέπεηα 
( ) ( )a bR R  

Χζηφζν ε κεηαβνιή απηή ησλ κεγίζησλ πνζνζηψλ θέξδνπο έρεη ζαλ απνηέιεζκα θαη 

ηελ κεηαβνιή ηεο θαηάηαμεο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ησλ ελ ιφγσ ηερληθψλ. Καηά 

ζπλέπεηα ηζρχεη  δηαδεπθηηθά: 

(18) 

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

a b

I II I II

B r r A B r B r r A B r

B r B r
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(19) 

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

a b

I II I II

B r r A B r B r r A B r

B r B r

    
   

   
 

(20) 

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

a b

I II I II

B r r A B r B r r A B r

B r B r

    
   

   
 

Με άιια ιφγηα θαη ζηελ πεξίπησζε απηή ε δελ ππάξρεη θαλέλαο ιφγνο λα ηζρχνπλ νη 

ζρέζεηο θαηάηαμεο ησλ ζρέζεσλ (4)-(6). Χο εθ ηνχηνπ γηα ηα δηαλχζκαηα ησλ 

ζρέζεσλ (18)-(20) θαλέλαο ιφγνο δελ ππάξρεη ψζηε απηά λα είλαη κεηαμχ ηνπο 

απνιχησο ή έζησ θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο. 

 

3.8.4.5 Γιαζπώμενερ γειηονικέρ ηεσνικέρ απλήρ παπαγωγήρ 

 

ηα δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο φηαλ νη ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο, ζε 

αληίζεζε κε ηηο κε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο, ε θαηάηαμε ησλ ηηκψλ 

παξαγσγήο ησλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε. 

Έζησ νη ηερληθέο: 

 

11 12 11 12( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 22

, , [ , ]
0 0

a b a b

I IIa b

A A A A
A A

A A

   
      
   

 

Δπνκέλσο νη ηερληθέο 
( ) ( )[ , ]a aA  θαη 

( ) ( )[ , ]b bA  δηαθέξνπλ κφλν θαηά ην ζηνηρείν 

22A . Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο ζα ππνζέζνπκε φηη νη ππνκήηξεο είλαη απιά 

βαζκσηά. Γειαδή: 

( ) ( )

11 11 11 11

( ) ( )

12 12 12 12

(.) (.)

22 22 , (.) ,

a b

a b

A A A a

A A A a

A a a b

  

  

 

 

Έηζη  ζηελ ηα ζηνηρεία ζηελ θχξηα δηαγψλην  απνηεινχλ θαη ηηο ηδηνηηκέο ηεο κήηξαο 

(.)A . 
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κνηα κε ην Γ.ηακαηεο (1994β) ππνζέηνπκε φηη: 

(21) 
( ) ( ) ( ) ( )

22 11 11 221
b a b aA A A A

m m m m        θαη 

(22) 
( ) ( ) ( ) ( )0 b a b a

II I I IIR R R R    

Σππνπνηψληαο ηηο ηηκέο κε ηελ (7) πξνθχπηεη γηα ηα δηαλχζκαηα 
( ) ( )

11

a a

IB y  

θαη
( ) ( )

11

b b

IB y  

Δπνκέλσο ηζρχεη: 

(23) 
( ) ( ) ( )

11 ( )

11

1

(1 )

a a a

I Ia
B y y

a r



θαη 

(24) 
( ) ( ) ( )

11 ( )

11

1

(1 )

b b a

I Ib
B y y

a r



 

κσο απφ ηηο πξνυπνζέζεηο μέξνπκε φηη: 

(25) 
( ) ( ) [ , ]a b

I II  θαη 

(26) 
( ) ( )

11 11

a ba a  

Δπνκέλσο γηα  0 Ir R   νη δχν ηερληθέο είλαη ηζάμηεο (εμίζνπ θεξδνθφξεο). 

Αλ ηψξα γίλεη ηππνπνίεζε κε ηελ (18) πξνθχπηεη: 

(27) 

( )

12( ) ( )

11 22( )

( )

22

1 1
(1 )

1 (1 ) 1 (1 )

1

1 (1 )

a

a a

a

II

a

a r
a r a r

y

a r

 
    

 
 
   

θαη 

(28) 

( )

12( ) ( )

11 22( )

( )

22

1 1
(1 )

1 (1 ) 1 (1 )

1

1 (1 )

b

b b

b

II

b

a r
a r a r

y

a r

 
    

 
 
   

 

κσο αθνχ  
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(29) 
( ) ( )

22 22

a ba a  

Καη  πην ζπγθεθξηκέλα 
( ) ( )

22 22

a ba a
ε ηερληθή α είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα απφ 

ηελ Β. Πξφθεηηαη δειαδή γηα κηα θαηάζηαζε εθ δηακέηξνπ αληίζεηε απφ ηελ 

παξαπάλσ. 

Καηά ζπλέπεηα ζηελ δηαζπψκελε απιή παξαγσγή αθφκα θαη φηαλ νη ηερληθέο είλαη 

γεηηνληθέο ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα. 

 

3.9 Πότε το w-r κριτήριο και το κριτήριο τησ 

ελαχιςτοποίηςησ του κόςτουσ ςυμπίπτουν 

 

πσο είδακε παξαπάλσ ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο δελ ζπκπίπηεη 

πάληνηε κε απηφ ηνπ w-r θξηηεξίνπ. 

Σφζν κε ην w-r θξηηήξην, φζν θαη κε ην cost minimization criterion ε ηππνπνίεζε ησλ 

ηηκψλ κεηαβάιιεη θαη ηελ θαηάηαμε ησλ ελ ιφγσ ηερληθψλ. Με άιια ιφγηα κηα cost 

minimizing ηερληθή κπνξεί λα κελ νδεγεί ζην κεγαιχηεξν πνζνζηφ θέξδνπο γηα 

δεδνκέλν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην. Σν ηειεπηαίν κπνξεί λα θαίλεηαη νμχκσξν σζηφζν 

δχλαηαη λα ζπκβεί. 

ηελ παξνχζα παξάγξαθν ζα πξνζπαζήζνπκε λα εμάγνπκε ηηο αλαγθαίεο θαη ηθαλέο 

ζπλζήθεο γηα ηηο νπνίεο ην w-r θξηηήξην θαη ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ 

θφζηνπο ζα ζπκπίπηνπλ. 

3.9.1 Η περίπτωςη τησ μη διαςπώμενησ απλήσ παραγωγήσ 

Τπελζπκίδνπκε ηη δχλαηαη λα ηζρχεη δηαδεπθηηθά ζχκθσλα κε ην w-r θξηηήξην: 

(30) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

(31) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

(32) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 
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 Γηα λα ζπκπίπηνπλ ηα 2 θξηηήξηα πξέπεη ηαπηφρξνλα λα ηζρχνπλ αληίζηνηρα θαη νη 

ζρέζεηο: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a b a bp p A r w    (33) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a b a bp p A r w    (34) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a b a bp p A r w    (35) 

Σξνπνπνηψληαο ειαθξά ηηο ζρέζεηο  (4)-(5) πξνθχπηεη: 

 
   ( ) ( ) ( ) ( ) * 1[ (1 )]a b b bp d w I A r d   

 
     ( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d  (36) 

Καη αληηζηνίρσο: 

 
     ( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]b b a aI A r d I A r d  (37) 

 
     ( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]b b a aI A r d I A r d  (38) 

Αλ ηξνπνπνηήζνπκε θαη ηηο ζρέζεηο (1)-(3) ζα πάξνπλ ηελ κνξθή: 

(39) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

(40) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

(41) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

Καη αλ ππνζέζνπκε επηπιένλ
241

 φηη νη ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο νη ζρέζεηο (39)-(40) 

ζα γίλνπλ: 

                                                           
241

 
       ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )] ,b b a a

k kI A r s I A r s k j  

     ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a a

j jI A r s I A r s . Αο δνχκε ηη ζπκβαίλεη κε έλα απιφ 

παξάδεηγκα 2x2: 

Έζησ νη κήηξεο: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

, , [ ], [ ]
a a b b

a b a a a b b b

a a b b

a a a a
A A

a a a a
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(42) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

(43) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

(44) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

Δίλαη θαλεξφ ινηπφλ φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ γεηηνληθψλ ηερληθψλ νη ζρέζεηο  (38)-

(40) θαη (42)-(44), ην ηειεπηαίν απνδεηθλχεη φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ γεηηνληθψλ 

ηερληθψλ θαη γηα ηελ ίδηα ηππνπνίεζε ηα θξηηήξηα ηνπ cost minimization θαη ηνπ w-r 

θξηηεξίνπ ζπκπίπηνπλ. 

                                                                                                                                                                      
Δπηπιένλ ηζρχεη: 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1,a b a b

i ia a  , θαηά ζπλέπεηα νη δχν ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο θαη κε δηαζπψλεο. 

Δθαξκφδνπκε ηελ ζρέζε (12) κε βάζε ηα παξαπάλσ δεδνκέλα: 

 

            
                

               

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
2 221 22 21 22

1 0 1 0
[ ] (1 ) [ ] (1 )

0 1 0 1

b b a a

b b a a

b b a a

s sa a a a
r r

s sa a a a
 

Οξίδνπκε ζαλ 

1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 11 12 11 12

( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

1 0
( ) (1 )

0 1

i i i i

i

i i i i

a a b b
B r r

a a b b



     
        
       

 

      
      

      

( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
2 221 22 21 22

[ ] [ ]
b b a a

b b a a

b b a a

s sb b b b

s sb b b b
 

Γηα ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο 1. 

      
      

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

1 1
[ ] [ ]

0 0

b b a a

b b a a

b b a a

b b b b

b b b b
 

   



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 2 21 1 11 2 21

( ) ( ) ( ) ( )

2 21 2 21

b b b b a a a a

b b a a

b b b b

b b
 

Γηα ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο 2. 

      
      

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

0 0
[ ] [ ]

1 1

b b a a

b b a a

b b a a

b b b b

b b b b
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 12 2 22 1 12 2 22

b b b b a a a ab b b b
 

Βιέπνπκε φηη θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ηα δηαλχζκαηα
 ( ) ( ) 1[ (1 )]b bI A r  θαη 

 ( ) ( ) 1[ (1 )]b bI A r  πξέπεη λα είλαη απζηεξψο ή έζησ θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο
 

 

Με άιια ιφγηα ζηελ πεξίπησζε  απηή κηα ζρέζε δηάηαμεο κεηαμχ ησλ δχν δηαλπζκάησλ ζα ηζρχεη 

πάληα δειαδή ζα είλαη απζηεξψο θαηά ηάμε ή απνιχησο ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο. 
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ηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ γεηηνληθψλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο ηφζν ε 

ηζνδπλακία ησλ θξηηεξίσλ, φζν θαη ε αλεμαξηεζία ηεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ-

ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, είλαη δεδνκέλε. Καη ν 

ιφγνο είλαη φηη ηα δηαλχζκαηα 
(.) (.) * 1[ (1 )] ,(.) ,I A r a b    είλαη εμ’ νξηζκνχ θαηά 

ηάμηλ ζπγθξίζηκα αθνχ αλήθνπλ ζε γεηηνληθέο ηερληθέο. 

3.9.2 Η πεξίπηωζε ηωλ δηαζπώκελωλ ζπζηεκάηωλ παξαγωγήο 

Καη ζηελ πεξίπησζε απηή κπνξεί λα ηζρχεη δηαδεπθηηθά γηα ην w-r θξηηήξην: 

(45) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

(46) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

(47) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά γηα ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο πξέπεη λα 

ηζρχεη πξνθεηκέλνπ λα είλαη ηζνδχλακα: 

(48) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

(49) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

(50) 
( ) ( ) * 1 ( ) ( ) * 1[ (1 )] [ (1 )]a a b bI A r d I A r d       

Χζηφζν ζηελ πεξίπησζε ηεο δηαζπψκελεο παξαγσγήο είλαη δπλαηφλ λα ζπκβαίλνπλ 

θαηαζηάζεηο φπσο: 

1. Οη δπν ηερληθέο λα δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία ελφο βαζηθνχ 

εκπνξεχκαηνο θαη λα ηππνπνηνχληαη κε απηφ 

2. Οη δχν ηερληθέο λα δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία ελφο βαζηθνχ 

εκπνξεχκαηνο θαη λα κελ ηππνπνηνχληαη κε απηφ 

3. Οη δπν ηερληθέο λα δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία ελφο κε βαζηθνχ 

εκπνξεχκαηνο θαη λα ηππνπνηνχληαη κε απηφ 

4. Οη δχν ηερληθέο λα δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία ελφο κε βαζηθνχ 

εκπνξεχκαηνο θαη λα κελ ηππνπνηνχληαη κε απηφ 
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ηελ ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε μερσξηζηά θαη ηηο ηξείο πεξηπηψζεηο: 

 

3.9.2.1 Οι δςο ηεσνικέρ να διαθέποςν καηά ηην διαδικαζία ενόρ βαζικού 

εμποπεύμαηορ και να ηςποποιούνηαι με αςηό 

 

Έζησ φηη ε 
(.) , ,A i a b  είλαη ηεο κνξθήο 11 12(.)

220

A A
A

A

 
  
 

 θαη [ , ]I II . 

Καηά ζπλέπεηα γηα ην w-r θξηηήξην ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά νη:  

(51) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

(52) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

(53) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Οη ζρέζεηο (22)-(24) παίξλνπλ ηελ κνξθή θαη αθνχ ηππνπνηεζνχλ κε 

[ , ][ ,0] 1T

I II Ip p y  : 

(54) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

(55) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

(56) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

ηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο ηζρχεη, ν 

ππνδείθηεο  Η,ΗΗ ππνδειψλεη ην βαζηθφ ή ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα αληίζηνηρα. Δδψ 

πξέπεη λα ηνλίζνπκε, φηη ηζρχεη φηη θαη ζηηο κε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο 

παξαγσγήο. 

Οη αληίζηνηρεο ζρέζεηο ψζηε ην θξηηήξην ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο λα είλαη 

ηζνδχλακν κε ην w-r είλαη. 

(57) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

(58) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  
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(59) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

Απηέο νη ζρέζεηο φλησο είλαη ηζνδχλακεο θαζψο ηα δηαλχζκαηα 
( ) ( )

11 , ,i i

I IB y i a b  

είλαη φλησο θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα
242

. 

3.9.2.2 Οι δςο ηεσνικέρ διαθέποςν καηά ηην διαδικαζία ενόρ βαζικού 

εμποπεύμαηορ και δε ηςποποιούνηαι με αςηό 

 

Καηά ζπλέπεηα γηα ην w-r θξηηήξην ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά νη:  

(60) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

(61) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

(62) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

                                                           
242

 Σν ηειεπηαίν κπνξεί φλησο λα απνδεηρηεί, αλ ππνζέζνπκε, φηη, ε ηερληθή α δηαθέξεη απφ ηελ 

ηερληθή β θαηά ηελ ηερληθή j, ε νπνία παξάγεη έλα βαζηθφ εκπφξεπκα. Λφγσ ηεο κε δηαζπαζηκφηεηαο 

ησλ κεηξψλ 
(.)

11A , θάζε εκπφξεπκα είλαη βαζηθά, έρνληαο βέβαηα ηππνπνηήζεη κε Iy . Καηά 

ζπλέπεηα νη ζρέζεηο (28)-(30), ζα πάξνπλ ηελ κνξθή: 

1                  
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I j I jB s B s  

2 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I j I jB s B s  

3 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I j I jB s B s  

Δλψ  ηαπηφρξνλα ζα ηζρχνπλ νη : 

β  
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I i I iB s B s  

β 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I i I iB s B s , i j   

β 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I i I iB s B s  

Καηά ζπλέπεηα νη ηερληθέο, σο γεηηνληθέο, ζα δηαθέξνπλ κφλν θαηά ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηεο 

ηερληθήο j. 
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Οη ζρέζεηο (22)-(24) παίξλνπλ ηελ κνξθή θαη αθνχ ηππνπνηεζνχλ κε 

[ , ][0, ] 1T

I II IIp p y   θαη φπσο δείμακε ζηελ πεξίπησζε ηνπ w-r θξηηεξίνπ ζηελ 

πεξίπησζε απηή ηζρχεη
243

: 

 
( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   

 (63) 

πλνςίδνληαο κπνξνχκε λα πνχκε, φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ γεηηνληθψλ ζπζηεκάησλ 

απιήο παξαγσγήο, πνπ ην ηππηθφ εκπφξεπκα, δελ πεξηιακβάλεη ην εκπφξεπκα, θαηά 

ηελ δηαδηθαζία ηνπ νπνίνπ, δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο, θαλέλαο ιφγνο δελ ππάξρεη 

έλεθα ηνπ νπνίνπ νη δχν ηερληθέο κπνξνχλ λα ζπγθξηζνχλ, αθνχ 

Οη αληίζηνηρεο ζρέζεηο ψζηε ην θξηηήξην ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο λα είλαη 

ηζνδχλακν κε ην w-r είλαη. 

(64)

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   
 

(65)

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   
 

(66)

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   
 

κσο θαλέλαο νηθνλνκηθφο ιφγνο δελ ππάξρεη ψζηε λα ηζρχνπλ νη παξαπάλσ ζρέζεηο. 

ηελ πεξίπησζε δειαδή, πνπ δελ ηππνπνηνχληαη κε ην εκπφξεπκα θαηά ην νπνίν 

δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο, ηα δχν θξηηήξηα δελ είλαη ηζνδχλακα
244

. 
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 Βι. Γ.ηακάηεο 1994β ζει 32 

244
 Έζησ φηη ζηελ 2x2 πεξίπησζε ηζρχεη: 

Γηα ( ) ( )a bw w  

Γηα ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο ε αληίζηνηρε ζπλζήθε φηαλ είλαη ηα θξηηήξηα 

ηζνδχλακα είλαη ε : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

(1 )
[ (1 )]

[ (1 )] [ (1 )]

[ (1 )] [ (1 )]

b b a b a

b b a a

b b b b a a

II II
b b a a

II II

p p A r w
p w I A r
w I A r y w I A r y

I A r y I A r y
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3.9.2.3 Οι δυο τεχνικέσ διαφέρουν κατά την διαδικαςία ενόσ μη βαςικού 

εμπορεύματοσ και τυποποιούνται με αυτό 

Καηά ζπλέπεηα γηα ην w-r θξηηήξην ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά νη:  

(67) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

(68) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

(69) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Οη ζρέζεηο (22)-(24) παίξλνπλ ηελ κνξθή θαη αθνχ ηππνπνηεζνχλ κε 

[ , ][0, ] 1T

I II IIp p y   θαη φπσο δείμακε ζηελ πεξίπησζε ηνπ w-r θξηηεξίνπ ζηελ 

πεξίπησζε απηή ηζρχεη
245

: 

 
( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   

 (70) 

 
( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   

 (71) 

 
( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   

 (72) 

πλνςίδνληαο κπνξνχκε λα πνχκε, φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ γεηηνληθψλ ζπζηεκάησλ 

απιήο παξαγσγήο, πνπ ην ηππηθφ εκπφξεπκα, πεξηιακβάλεη ην εκπφξεπκα, θαηά ηελ 

                                                                                                                                                                      
Δίπακε σζηφζν φηη δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία ελφο βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, έζησ j, αιιά 

ηππνπνηνχληαη κε έλα θαιάζη κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ ηζρχεη δειαδή θαηά ζπλέπεηα: 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a a

j jI A r s I A r s       αιιά ηαπηφρξνλα ηζρχεη: 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a a

i iI A r s I A r s       αλ νη ηηκέο ηππνπνηεζνχλ κε έλα κε βαζηθφ εκπφξεπκα 

ηφηε ε ζρέζε (Η) ζα πάξεη ηελ κνξθή: 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )]b b a a

II III A r y I A r y       

Δίδακε ινηπφλ, φηη ππφ πξνυπνζέζεηο ηα δχν θξηηήξηα δελ κπνξεί λα είλαη ηζνδχλακα, ελψ δειαδή 

ζχκθσλα κε ην w-r θξηηήξην ζηελ πεξίπησζε καο επηιέγεηαη ε ηερληθή (β) ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο νη δχν ηερληθέο είλαη ηζνδχλακεο. 
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δηαδηθαζία ηνπ νπνίνπ, δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο κπνξνχλ λα ζπγθξηζνχλ, αθνχ 

δηαθέξνπλ ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε κφλν θαηά ην ζηνηρείν 
(.)

22B  

Οη αληίζηνηρεο ζρέζεηο ψζηε ην θξηηήξην ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο λα είλαη 

ηζνδχλακν κε ην w-r είλαη. 

(73)

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   
 

(74)

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   
 

(75)

( ) ( )

11 12 22 11 12 22( ) ( )

22 22

( )(1 ) ( ) ( )(1 ) ( )
[ , ] [ , ]

( ) ( )

a b

II IIa b

I II I II

II II

B r r A B r y B r r A B r y

B r y B r y

    
   

   
 

ηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ζρέζεηο κπνξνχλ λα ζπγθξηζνχλ, θαζψο δηαθέξνπλ κφλν 

θαηά ην ζηνηρείν 
(.)

22B  θαη σο εθ ηνχηνπ, ε θνξά ησλ ζρέζεσλ (44)-(46) καο εγγπψληαη 

φηη ζηελ πεξίπησζε απηή, ηα δχν θξηηήξηα ζπκπίπηνπλ. 

Οη δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία ελόο κε βαζηθνύ εκπνξεύκαηνο 

θαη δελ ηππνπνηνύληαη κε απηό 

Καηά ζπλέπεηα γηα ην w-r θξηηήξην ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά νη:  

(76) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

(77) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

(78) 
( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Οη ζρέζεηο (76)-(78) παίξλνπλ ηελ κνξθή θαη αθνχ ηππνπνηεζνχλ κε 

[ , ][ ,0] 1T

I II Ip p y  : 

(79) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

(80) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  
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(81) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

ηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο ηζρχεη, ν 

ππνδείθηεο  Η,ΗΗ ππνδειψλεη ην βαζηθφ ή ην κε βαζηθφ ππνζχζηεκα αληίζηνηρα. Δδψ 

πξέπεη λα ηνλίζνπκε, φηη ηζρχεη φηη θαη ζηηο κε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο 

παξαγσγήο. 

Οη αληίζηνηρεο ζρέζεηο ψζηε ην θξηηήξην ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο λα είλαη 

ηζνδχλακν κε ην w-r είλαη. 

(82) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

(83) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

(84) 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  

κσο εμ νξηζκνχ νη ηερληθέο είλαη γεηηνληθέο ηερληθέο νη νπνίεο δηαθέξνπλ θαηά κηα 

δηαδηθαζία j, ελφο κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο. Καηά ζπλέπεηα 
( ) ( )a b

I I θαη 

( ) ( )

11 11

a bB B . Σν ηειεπηαίν ζεκαίλεη φηη ζχκθσλα ηφζν κε ην w-r θξηηήξην, φζν θαη 

κε θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο, νη δχν ηερληθέο είλαη πάληνηε 

ηζνδχλακεο
246

. Δπνκέλσο ηζρχεη κφλν ε ζρέζε: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11

a a b b

I I I IB y B y  (85) 

3.9.2.4 Συμπεράςματα 

 

Δίδακε παξαπάλσ, φηη ην w-r θξηηήξην θαη ην θξηηήξην ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο 

δελ είλαη γεληθά ηζνδχλακα. 

Σν w-r είλαη έλα θξηηήξην θεξδνθνξίαο ελψ ην cost minimization criterion, έλα 

θξηηήξην «θζήληαο». ε αληίζεζε κε ην cost minimization criterion ην w-r θξηηήξην 

έρεη έλα επξχηεξν θάζκα ρξεζηκνπνίεζεο. Μπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε ηερληθέο 
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 Μάιηζηα θαη ζχκθσλα κε ηνλ Passineti (1991) φηαλ δχν ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο, ελφο κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο θαη ηππνπνηνχληαη κε έλα βαζηθφ εκπφξεπκα ή κε έλα 

θαιάζη βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ ηφηε νη δχν απηέο ηερληθέο, είλαη ηζνδχλακεο. 
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απιήο ή ζχλζεηεο παξαγσγήο
247

, ζε γεηηνληθέο ή κε ηερληθέο, θαζψο θαη ζε  

δηαζπψκελεο ε κε δηαζπψκελεο ηερληθέο παξαγσγήο. Δπηπιένλ φζν αθνξά ην w-r 

θξηηήξην μέξνπκε φηη κπνξεί λα ζπγθξηζεί έλαο νπνηνζδήπνηε αξηζκφο ηερληθψλ 

παξαγσγήο. 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά φπσο είπακε ην cost minimization criterion, έρεη έλα 

πεξηνξηζκέλν θάζκα εθαξκνγψλ. Δίδακε φηη κε ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ 

θφζηνπο είλαη δπλαηφλ λα ζπγθξηζνχλ αλά δχν γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο. 

Με άιια ιφγηα είλαη αδχλαηε κε ην cost minimization criterion, λα ζπγθξηζνχλ 

παξαπάλσ απφ κία ηερληθέο παξαγσγήο, θαη δε αλεμάξηεηα αλ είλαη απιήο ή 

ζχλζεηεο παξαγσγήο. 

Χζηφζν ην εξψηεκα πνπ ηίζεηαη είλαη αθελφο αλ ηα δχν θξηηήξηα φηαλ είλαη εθηθηή ε 

ρξήζε ηνπο, είλαη ηζνδχλακα θαη αθεηέξνπ αλ θαλέλα απφ ηα δχν απηά θξηηήξηα 

νδεγνχλ ζε κηα κνλνζήκαληε θαηάηαμε ηερληθψλ. Ζ απάληεζε ζηα δχν απηά 

εξσηήκαηα δελ κπνξεί λα είλαη γεληθά ζεηηθή. Μπνξεί λα ηζρχεη κφλν ελ κέξεη: 

Δίδακε φηη ηα δχν θξηηήξηα κπνξεί λα είλαη ηζνδχλακα κφλν ζε κε δηαζπψκελεο 

γεηηνληθέο ηερληθέο παξαγσγήο θαη ζηελ πεξίπησζε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ 

παξαγσγήο κφλν ζηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ ζην ηππηθφ εκπφξεπκα πεξηέρεηαη ην 

εκπφξεπκα θαηά ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ νπνίνπ δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο. 

κσο δελ πξέπεη λα ππάξρεη ζχγρπζε κεηαμχ ηεο ηζνδπλακίαο ησλ θξηηεξίσλ θαη ηεο 

κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ. Σφζν ζηελ θαηάηαμε ζχκθσλα κε ην w-r 

θξηηήξην, φζν θαη ζηελ θαηάηαμε κε ην cost minimization criterion, έρνπλ 

πξνεγνπκέλσο ηππνπνηεζεί νη ηηκέο. Σν ηειεπηαίν φκσο δελ είλαη αλάμην ινγνπ. 
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 Βέβαηα φπσο έδεημε ν Bidard ην 2000 ,ην w-r θξηηήξην δελ νδεγεί ζε κνλνζήκαληε θαηάηαμε 

ηερληθψλ, θαη ζηελ γεληθή πεξίπησζε κάιηζηα ην ζεσξεί ιαλζαζκέλν ζει. 90-92 Καη ν Γ.ηακάηεο 

ζηελ απάληεζε ηνπ γηα ην ελ ιφγσ άξζξν ηνπ Bidard, ζεσξεί φηη ην w-r θξηηήξην ζηελ ζχλζεηε 

παξαγσγή δελ είλαη νξζφ θαη δελ νδεγεί ζε κηα κνλνζήκαληε θαηάηαμε ηερληθψλ, σζηφζν ην 

ζπκπέξαζκα ηνπ απηφ έξρεηαη λα ζπκπιεξψζεη ηελ πάγηα ζέζε ηνπ ζηα Γ.ηακάηεο, ζχκθσλα κε ην 

νπνίν ην w-r θξηηήξην ζε θακία πεξίπησζε δελ απνηειεί θξηηήξην κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ηερληθψλ, 

αιιά θξηηήξην θαηάηαμεο ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ. 
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Ο Pasinetti πξνζπάζεζε λα παξαθάκςεη ην πξφβιεκα ηεο ηππνπνίεζεο 

ππνζηεξίδνληαο
248

, φηη ν ξφινο ηεο ηππνπνίεζεο είλαη φκνηνο κε απηφλ κηαο 

ζηαζεξάο, ε νπνία πνιιαπιαζηάδεηαη ζηα δχν κέιε κηαο ζρέζεο, θαη απηφκαηα 

κπνξεί λα απαιείθεη. Ο νπδέηεξνο ξφινο ηεο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο πνπ πξνζπάζεζε 

λα δψζεη ν Pasinetti, φπσο έδεημε ν Γ.ηακάηεο δελ επζηαζεί. 

Έρεη απνδεηρζεί φηη ηφζν ην w-r θξηηήξην φζν θαη ην cost minimization criterion 

εμαξηψληαη απφ ηελ ηππνπνίεζε. 

Αξρηθά ζηελ πεξίπησζε ηνπ w-r θξηηεξίνπ κπνξνχκε λα ζπλνςίζνπκε ηα έσο ηψξα 

ζπκπεξάζκαηα σο εμήο: 

1. Σν κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην θαη ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη 

δπλαηφλ λα κεηαβάιινληαη κε ηελ ηππνπνίεζε ζηελ πεξίπησζε ησλ 

δηαζπψκελσλ ηερληθψλ παξαγσγήο 

2. Ζ θιίζε ησλ w-r θακππιψλ κεηαβάιιεηαη κε  ηελ ηππνπνίεζε 

3. Σν ζρήκα ησλ w-r θακππιψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε 

4. Ζ ζρεηηθή ζέζε ησλ w-r θακππιψλ κπνξεί θαη απηή λα κεηαβάιιεηαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε 

5. Σα (re)switch points δχλαληαη λα εκθαλίδνληαη θαη λα εμαθαλίδνληαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ 

πσο είδακε ζηελ πεξίπησζε ηνπ θξηηεξίνπ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο 

εηζάγνληαη νη απφιπηεο ηηκέο γηα ηελ ζχγθξηζε ησλ ηερληθψλ απηψλ. Χζηφζν : 

1. Οη απφιπηεο ηηκέο είλαη απνηέιεζκα ηππνπνίεζεο ησλ ηηκψλ 

2. Ζ θνξά θαηάηαμεο ησλ δηαλπζκάησλ 
( ) ( )

11

i i

I B  είλαη απνιχησο δπλαηφλ λα 

κεηαβιεζεί κε ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο. 

πκπεξαζκαηηθά κπνξνχκε λα πνχκε, φηη ηφζν ην w-r θξηηήξην φζν θαη ην cost 

minimization criterion, δελ απνηεινχλ θξηηήξηα θαηάηαμεο θαη επηινγήο ηερληθψλ 

αιιά θξηηήξηα θαηάηαμεο θαη επηινγήο ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ. 
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 Βι. L.Passineti 1991 ζει.170 
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3.10 Πόηε ην cost minimization criterion θαη ην Non Substitution 

Theorem ζπκπίπηνπλ 

 

Αλακθηζβήηαηα κεηαμχ ηνπ θξηηεξίνπ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο θαη ηνπ 

Θεσξήκαηνο ηεο Με Τπνθαηάζηαζεο δείρλεη λα ππάξρεη κία άκεζε ζρέζε, θαζψο 

παξνπζηάδνπλ αξθεηέο νκνηφηεηεο, ηηο νπνίεο ζα παξνπζηάζνπκε θαη παξαθάησ. 

Γηα ην cost minimization criterion επηιέγεηαη εθείλε ε ηερληθή, ζηηο ηηκέο ηεο νπνίαο, 

θακία άιιε ηερληθή δελ απνθέξεη ππεξθέξδε γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο. 

Απν ηελ άιιελ ζην Non-Substitution Theorem, γηα δεδνκέλε πάιη ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο, επηιέγεηαη εθείλε ε ηερληθή, ε νπνία ζπλεπάγεηαη ην κηθξφηεξν δηάλπζκα 

ηηκψλ παξαγσγήο. 

Απν ηελ ζηνηρεηψδε κηθξνννηθνλνκηθή είλαη γλσζηφ, φηη ε ηηκή ελφο εκπνξεχκαηνο 

ζε ζπλζήθεο αληαγσληζκνχ ηζνχηαη κε ην κνλαδίαην θφζηνο παξαγσγήο ηνπ 

δεδνκέλνπ εκπνξεχκαηνο, ην νπνίν ηζνχηαη κε ηελ ηηκή παξαγσγήο ησλ κέζσλ 

παξαγσγήο (ή λενθιαζηθά εηπσκέλε ηελ ακνηβή ηνπ ζπληειεζηή παξαγσγήο 

θεθάιαην) θαζψο θαη απν ηελ ακνηβή ησλ κε αλαπαξαγψκελσλ εηζξνψλ. 

Γηα ην Θεψξεκα ηεο Με Τπνθαηάζηαζεο είδακε ζε πξνεγνχκελα θεθάιαηα, φηη γηα 

δχν ηερληθέο (α) θαη (β) δχλαηαη λα ηζρχεη: 

)()( ba pp   (1.a), ζηελ πεξίπησζε απηή επηιέγεηαη ε ηερληθή (α) έλαληη ηηο (β) 

)()( ba pp  (1.b), ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη ηζνδχλακεο, θαη θαηα      

ζπλέπεηα νη θαπηηαιίζηέο είλαη αδηάθνξνη σο πξνο ηελ ρξήζε νπνηαζδήπνηε απν ηηο 

δχν ηερληθέο 

)()( ba pp   (1.c), ζηελ πεξίπησζε απηή επηιέγεηαη ε ηερληθή (β) έλαληη ηηο (α) 

Αο δνχκε πσο απν ηηο ζπλζήθεο γηα ηελ κε χπαξμε ππεξθεξδψλ θαη επηπιένλ θφζηνπο 

κπνξνχκε λα θηάζνπκε ζε ζρέζεηο φπσο απηέο ηνπ Non Substitution Theorem
249

. 
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 Δίλαη απηνλφεην, φηη γηα λα έρεη λφεκα ε ζχλδεζε ησλ δχν απηψλ «θξηηεξίσλ» πξέπεη ε ζχγθξηζε 

λα αθνξά κφλν γεηηνληθέο ηερληθέο. Δπνκέλσο ε πεξίπησζε φπνπ ζπγθξίλνληαη δχν κε γεηηνληθέο 
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Αξρηθά ζηελ πεξίπησζε φπνπ επηιέγεηαη ε ηερληθή (α) έλαληη ηεο (β) απν ηελ 

ζπλζήθε ηεο κή χπαξμεο ππεξθεξδψλ πξνθχπηεη
250
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πσο φκσο γλσξίδνπκε απν ηελ βηβιηνγξαθία
251

 ζηελ πεξίπησζε ηνπ θξηηεξίνπ 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο ζπγθξίλνληαη κφλν γεηηνληθέο ηερληθέο. Καηά ζπλέπεηα 

ηζρχεη: 

jispsp i

b

i

a  ,)()(  (2) 

Απν ηελ ηειεπηαία ζρέζε ζε ζπλδηαζκφ κε ηελ ζρέζε (1.a-c) θαηαιήγνπκε ζηελ 

ζρέζε: 

)()( ba pp  (3.a) 

Καζ’ φκνην ηξφπν πξνθχπηνπλ θαη ζρέζεηο : 

)()( ba pp  (3.b)θαη 

)()( ba pp  (3.c) 

                                                                                                                                                                      
ηερληθέο δελ κπνξεί λα γίλεη ιφγνο γηα ηζρχ ηνπ cost minimization criterion. Χο εθ ηνχηνπ κηα ηέηνηα 

ηεηξηκκέλε πεξίπησζε ηελ ζέηνπκε εμ’ αξρήο εθηφο ζπδήηεζεο. 

250
 ην ίδην απνηέιεζκα κπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε θαη απφ ηελ δεχηεξε θαη ηζνδχλακε ζπλζήθε γηα 

ηελ χπαξμε επηπιένλ θνζηνπο, δειαδή: 
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 Βι. Γ.ηακάηε, G. Erreygers, Κ.Γφγνινο 
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Μέρξη ην ζεκείν απηφ, είδακε πσο γίλεηαη ην Non Substitution Theorem θαη ην Cost 

minimization criterion, λα θαηαιήγνπλ ζηελ ίδηα θαηάηαμε ηερληθψλ. κσο ζα δνχκε 

ζε πνηέο πεξηπηψζεηο ηα δχν απηά θξηηήξηα ζπκπίπηνπλ. Ο G.Erreygers
252

 

ππνζηεξίδεη φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ απιψλ ηερληθψλ παξαγσγήο (ρσξίο λα γίλεηαη 

δηαρσξηζκφο) ζπκπίπηνπλ. Αλαθέξνπκε ην ζρεηηθφ θνκκάηη ηνπ άξζξνπ ηνπ: 

«To begin with, let us consider economies with single-product activities using a single 

non-produced resource (labour). For these economies the non-substitution theorem 

holds: for any given rate of profits not exceeding the maximum rate of profits, there 

exists only one “cost-minimizing” vector of prices which is independent of demand. 

Whereas the cost-minimizing price vector is always unique, it is not excluded that 

more than one cost-minimizing technique exists. If so, clearly the cost-minimizing 

techniques must all be “indifferent”: if A and B are both cost- minimizing techniques, 

then at the prices determined by A all the activities belonging to B have exactly the 

same profitability as the activities belonging to A, and vice versa. Usually 

indifference only occurs at “switch-points”, i.e., rates of profits which separate two 

intervals where only one technique is cost-minimizing… …. In this paper I choose to 

concentrate on the general case and therefore I treat the switch-cases as flukes and 

leave them out of consideration Keeping this in mind I can now say that, flukes apart, 

the non-substitution theorem implies that for any given rate of profits not exceeding 

the maximum rate of profits the cost- minimizing technique is unique.» 

Απηφ πνπ καο ιέεη ν G.Erreygers είλαη φηη ζε θάζε ζεκείν ζα ππάξρεη νπσζδήπνηε 

έλα κεγηζηνπνηφλ ην πνζνζηφ θέξδνπο (θαη θαηά ζπλέπεηα ειαρηζηνπνηφλ ην θφζηνο) 

δηάλπζκα ηηκψλ ην νπνίν είλαη αλεμάξηεην απφ ηελ ζχλζεζε ηεο δήηεζεο. κσο ζαλ 

δήηεζε κπνξνχκε λα εθιάβνπκε ην θαζαξφ πξντφλ. κσο κε ηελ ηππνπνίεζε είδακε 

φηη εμηζψλνπκε ηελ ηηκήο ελφο εκπνξεχκαηνο ή θαιαζηνχ εκπνξεπκάησλ κε κηα 

ζεηηθή πνζφηεηα ή κηα ζηαζεξά. Σν ηππηθφ εκπφξεπκα θαηά ζπλέπεηα είλαη ην 

θαζαξφ πξντφλ ελφο ππνζπζηήκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ίδηα ηερληθή κε ην 

δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο. Σν θαζαξφ πξντφλ φκσο απνηειεί θαη ηελ δήηεζε ηνπ 

ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο. Χο εθ ηνχηνπ, ν ζπινγηζκφο ηνπ G.Erreygers, δελ επζηαζεί, 

θαζψο έρνπκε δεί, φηη αλάινγα κε ηελ ηππνπνίζε δχλαηαη λα αιιάδεη ε θαηάηαμε 

αθφκα θαη γεηηνληθψλ ηερληθψλ (ζηελ πεξίπησζε βέβαηα ησλ δηαζπψκελσλ 

                                                           
252

 Βι. Guido Erreygers (1995) ζει.145-46 
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ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο). Οπφηε ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ ην Non 

Substitution Theorem ελδέρεηαη θαη λα κελ ζπλεπάγεηαη κηα κνλνζήκαληε θαηάηαμε 

ηερληθψλ ζε θάζε πεξίπησζε, φπσο αθξηβψο θαη ην cost minimization criterion. 
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4 O ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ ΣΗ ΑΓΟΡΑ 

 

4.1 ΔΙΑΓΧΓΙΚΑ 

 

ηελ έσο ηψξα αλάιπζε καο έγηλε αλαθνξά, ζην w-r θξηηήξην θαη ζην cost 

minimization criterion. Έλα αθφκα θξηηήξην ην νπνίν είλαη ιηγφηεξν γλσζηφ είλαη 

απηφ ηνπ αιγφξηζκνπ ηεο αγνξάο. Ζ έλλνηα ηνπ αιγνξίζκνπ έρεη απαληεζεί αξθεηέο 

θνξέο ζηελ βηβιηνγξαθία
253

. 

ηα πιαίζηα ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο ζηελ γεληθή πεξίπησζε, εμεηάδεηαη γηα 

δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ, πνηα είλαη ε ηερληθή, ζηελ ηηκήο ηεο νπνίαο, δελ 

πξνθχπηνπλ ππεξθέξδε γηα θακία άιιε ηερληθή
254

.  Ζ επηιεγείζα ηερληθή, γηα λα 

λνείηαη σο ηερληθή
255

, πξέπεη λα ηθαλνπνηεί θάζε χςνο ηεο δήηεζεο
256

.  

Πην ζπγθεθξηκέλα γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, νξίδνληαη νη ηηκέο 

κηαο ηερληθήο (η). ηηο ηηκέο ηεο ηερληθήο απηήο ειέγρνπκε αλ πξνθχπηνπλ ππεξθέξδε 

απφ ηελ ρξήζε κηαο άιιεο ηερληθήο έζησ (j). ε πεξίπησζε πνπ ζπκβαίλεη απηφ, ε 

ηερληθή (i) εγθαηαιείπεηαη θαη ρξεζηκνπνηείηαη ε ηερληθή (j). Γηα ηελ ίδηα ηηκή ηνπ 

πνζνζηνχ θέξδνπο νξίδνπκε ηηο ηηκέο παξαγσγήο ηεο ηερληθήο (j), θαη ειέγρνπκε αλ 

πξνθχπηνπλ ππεξθέξδε απφ ηελ ρξεζηκνπνίεζε κηαο ηερληθήο έζησ (s). Ζ παξαπάλσ 

                                                           
253

 Απαληάηαη ζηνπο Schefold, Levhari, Garegnani, Bidard, Kurz-Salvador 

2
πσο νξζά ππνζηεξίδεη ν Bidard, φηη ε ελ ιφγσ δηαδηθαζία, κνηάδεη αξθεηά ζηελ λενθιαζηθή 

δηαδηθαζία ηνπ tattonemént. Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο κε ηελ δνθηκή δηαθνξεηηθψλ θάζε θνξά ηηκψλ, 

νη νπνίεο αλαθνηλψλνληαη απφ θάπνηα Αξρή, αλαδεηείηαη είηε ε βαιξαζηαλή ηζνξξνπία  (ζηελ 

πεξίπησζε ησλ λενθιαζηθψλ κνληέισλ) είηε ε θπξίαξρε ηερληθή, ή φπσο ζα δνχκε αξγφηεξα ην 

θπξίαξρν n-ζχλνιν(ζηελ πεξίπησζε ηνπ αιγφξηζκνπ ηνπ Bidard). 

255
 χκθσλα κε ηνλ αιγφξηζκν ηεο αγνξάο, αλαδεηείηαη κηα ηερληθή ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ δήηεζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο (γηα θαηαλάισζε θαη επηζψξεπζε). Σν αλ θαη θαηά πφζνλ κηα ηπραία ζπιινγή n κεζφδσλ 

παξαγσγήο ηθαλνπνηεί ή φρη ηελ εθάζηνηε δήηεζε, είλαη απηφ πνπ ζε ηειεπηαία αλάιπζε ηελ αλάγεη ζε 

ηερληθή.  Ζ νκνηφηεηα ηνπ ηειεπηαίνπ είλαη εκθαλήο κε ην Non Substitution Theorem. 

256
 Ζ έλλνηα ηεο δήηεζεο εηζέξρεηαη έκκεζα ζην κνληέιν κέζσ ηεο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο. Με ηνλ 

ηξφπν απηφ, νξίδνληαη ζε πνηέο δξαζηεξηφηεηεο πξέπεη λα ιεηηνπξγήζνπλ νη επηκέξνπο ηνκείο, ψζηε λα 

παξάμνπλ ην αθαζάξηζην πξντφλ ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο. Σν αθαζάξηζην πξντφλ σο γλσζηφλ 

απνηειεί ηελ ζπλνιηθή δήηεζε ηεο νηθνλνκίαο γηα απνζβέζεηο, κηζζνχο θαη θέξδε (θαη θαηά ζπλέπεηα 

επηζψξεπζε) 
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δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη έσο φηνπ, βξεζεί κηα ηερληθή, ζηηο ηηκέο ηεο νπνίαο, δελ 

πξνθχπηνπλ ππεξθέξδε γηα θακία άιιε ηερληθή.   

Ο αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο, ηνπ Bidard είλαη ε εθαξκνγή ηνπ ελ ιφγσ θξηηεξίνπ ζηελ 

πεξίπησζε ηεηξάγσλσλ ζπζηεκάησλ ζχλζεηεο παξαγσγήο. 

Αξρηθά ζα εμεηαζηεί ε ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο ζηα πιαίζηα ηεο απιήο 

παξαγσγήο, θαη ελ ζπλερεία ζηα πιαίζηα ηεο απιήο παξαγσγήο (αιγφξηζκνο Bidard). 

4.2 Η ΠΔΡΙΠΣΧΗ ΣΗ ΑΠΛΗ ΠΑΡΑΓΧΓΗ 

 

Σελ ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο ζηα πιαίζηα  ηεο απιήο παξαγσγήο, 

πξαγκαηεχεηαη αξρηθά ν Levhari257. 

Σν πιαίζην πνπ θηλείηαη ν Levhari είλαη έλαο «θφζκνο» απιήο παξαγσγήο, φπνπ νη 

κηζζνί πξνθαηαβάιινληαη. Ζ παξαγσγή είλαη κε δηαζπψκελε θαη νη ηηκέο 

ηππνπνηνχληαη κε ηνλ γλσζηφ λενθιαζηθφ ηξφπν: 

(.) 1w  (1) 

Έζησ νη ηερληθέο 
(.) (.)[ , ], (.) ,A a b . Βάζεη ησλ παξαπάλσ γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο 

ηζρχεη: 

(.) (.) (.) (.)( )(1 )p p A r   (2) 

Δξγαδφκελνη φπσο νη Levhari- Garegnani
258

 νξίδνπκε ηνλ αιγφξηζκν ηεο επηινγήο ηεο 

ηερληθήο σο εμήο: 

Απφ ηελ ζρέζε (2) πξνθχπηεη φηη νη ηηκέο είλαη αχμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ r.  

Καηά ζπλέπεηα ε ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ έρεη σο εμεο: 

Έζησ κηα αξρηθή ηηκή r r  ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. Γηα απηή ηελ ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο ηζρχεη γηα ηελ ηερληθή (α): 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )(1 )
a a a ap p A r   (3) 
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 D.Levhari (Feb., 1965), pp. 98-105 

258
 P.Garegnani (1966) 
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ηελ πεξίπησζε ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο, εμεηάδνπκε πνηεο δηαδηθαζίεο είλαη πην 

ζπκθέξνπζεο, απφ ηελ άπνςε ηνπ θφζηνπο, γηα ηνπο κεκνλνκέλνπο θαπηηαιηζηέο. 

Πεξηζζφηεξν ηερληθά νκηιψληαο, επηιέγεηαη ε δηαδηθαζία εθείλε, ε νπνία ζηηο ηηκέο 

νπνηαζδήπνηε ηερληθήο, επηθέξεη επηπιένλ θέξδε. Με άιια ιφγηα: 

  
( )

( )
a

bp s p (4) 

Γηα ηηο ηηκέο ηεο ηερληθήο (β) ηζρχεη: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )(1 )b b b bp p A r   (5) 

Δπνκέλσο γηα ηελ δεδνκέλε ηηκή r ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, θαη γηα ηελ ηηκή ηνπ 

εκπνξεχκαηνο ηεο δηαδηθαζίαο σ, πξνθχπηεη ην δηάλπζκα ηηκψλ 
( )b

p ηεο ηερληθήο (β) 

ε νπνία ηππνπνηείηαη απφ ηελ ηηκε ηνπ εκπνξεχκαηνο σ  [ζρέζε (4) ]. Οη  ηηκέο ησλ 

ππφινηπσλ εκπνξεπκάησλ νξίδνληαη απφ ηελ ζρέζε (5).  

Δπνκέλσο απφ ηηο ζρέζεηο (4) θαη (5) πξνθχπηεη: 

 
( ) ( ) ,a jp p j a   (6) 

Γειαδή ε ηερληθή (α) ζχκθσλα κε ηνλ αιγφξηζκν ηεο αγνξάο, επηιέγεηαη θαζψο ζηηο 

ηηκέο ηεο νπνίαο δελ πξνθχπηνπλ ππεξθέξδε γηα θακία άιιε ηερληθή παξαγσγήο (j).  

Βιέπνπκε φηη ν αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο ζαλ θξηηήξην επηινγήο πιεζηάδεη αξθεηά 

απηφ, ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο. 

Χζηφζν έρνπλ κηα ζεκαληηθή δηαθνξά. Δλψ ζηελ πεξίπησζε ηνπ cost minimization 

criterion ε πξνζέγγηζε είλαη κάιινλ καθξννηθνλνκηθή, ζε απηήλ ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο 

αγνξάο, ε πξνζέγγηζε είλαη κηθξννηθνλνκηθή
259

.   

ηελ πεξίπησζε ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο, νη ηερληθέο πνπ εμεηάδνληαη είλαη 

γεηηνληθέο, θάζε θφξα. Απφδεημε απηνχ απνηειεί ην γεγνλφο, φηη θάζε θνξά 

ζπγθξίλεηαη κία θαη κφλν δηαδηθαζία παξαγσγήο, σο πξνο ηελ επίηεπμε ηνπ ειαρίζηνπ 

θφζηνπο. 

                                                           
259

 Σν ηειεπηαίν έρεη λα θάλεη κε ην γεγνλφο, φηη ζηνλ αιγφξηζκν ηεο αγνξάο ζπγθξίλνληαη δχν 

δηαδηθαζίεο παξαγσγήο θαη φρη δχν ηερληθέο φπσο ζην w-r θαη ζην cost minimization criterion Βι. 

Π.Βνπγηνπθιαθεο (1994) 
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Ο Levhari κάιηζηα ζπλνςίδνληαο ππνζηεξίδεη φηη: 

«So we have proved that in each rate of interest r there exists a matrix a composed of 

pure activities which will minimize prices in terms of wages, or rather, maximize real 

wages
260

». 

ην ζεκείν απηφ ν Levhari ππνζηεξίδεη φηη ζε θάζε χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο 

ππάξρεη κία κήηξα ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, ε νπνία ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο, έρνληαο 

ηππνπνηεζεί πην πξηλ νη ηηκέο κε ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην. 

ην ζεκείν απηφ ν Levhari, άζεια ηνπ παξαδέρεηαη έκκεζα φηη ε θαηάηαμε απηή ησλ 

ηερληθψλ είλαη απνηέιεζκα ηππνπνίεζεο κε ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην. Πξάγκα ην 

νπνίν ζπκθσλεί κε ηελ πάγηα ζέζε ηεο παξνχζαο εξγαζίαο, φηη ε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ, κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε.  

χκθσλα κε ηνλ αιγφξηζκν ηεο αγνξάο, θαηά Levhari, ην θαηλφκελν ηνπ reswitching 

κπνξεί λα εκθαληζηεί γηα κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο θαη φρη γηα ηελ ηερληθή ζην 

ζχλνιν ηεο. Σν ηειεπηαίν νθείιεηαη ζην φηη απφ θαηαζθεπήο ηνπ κνληέινπ (κέζσ ηεο 

ηππνπνίεζεο κε w=1) νη ηηκέο θαζίζηαληαη γλεζίσο θζίλνπζεο ζπλαξηήζεηο ηνπ 

πνζνζηνχ θέξδνπο. Καη σο εθ ηνχηνπ δελ είλαη δπλαηφλ λα ππάξμεη κηα επηζηξνθή, 

θαηά ηνλ Levhari, ζε κηα ηερληθή ε νπνία πην πξηλ είρε απνθιεηζηεί σο κε 

ειαρηζηνπνηνχζα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηερληθή
261

. 

ια ηα παξαπάλσ ζα εμεηαζηνχλ ζηελ πξάμε. ηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ 

ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο θαη ησλ κε δηαζπψκελσλ. Γηα ιφγνπο επθνιίαο ζα 

ππνζέζνπκε ηελ χπαξμε κφλν δχν κφλν ηεηξάγσλσλ ηερληθψλ, ζηηο νπνίεο ζα ηζρχνπλ 

νη πξνυπνζέζεηο ηνπ Levhari, πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ. 

 

 

 

                                                           
260

 Levhari (1965), ζει. 102 

261
 Ο ίδηνο ζεσξεί πηζαλή ηελ επηζηξνθή ζε κηα δηαδηθαζία κνλν θαη φρη ζε κηα νιφθιεξε ηερληθή 

παξαγσγήο 
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4.2.1 ΣΕΦΝΙΚΕ ΑΠΛΗ ΠΑΡΑΓΩΓΗ 

 

Έζησ νη ηεηξάγσλεο ηερληθέο 
(.) (.)[ , ], (.) ,A a b . ε αληίζεζε κε ηα παξαπάλσ θαη γηα 

ιφγνπο ζπκθσλίαο κε ηα πξνεγνχκελα ππνζέηνπκε φηη νη κηζζνί δελ 

πξνθαηαβάιινληαη. Καηά ζπλέπεηα ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο 

πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ ζρέζε: 

 
(.) (.) (.) (.) (.)(1 )p p A r w   (7) 

Έζησ νη ηηκέο παξαγσγήο ηεο ηερληθήο α, γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο, έζησ  r . Καηά ζπλέπεηα: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a a a ap p A r w   (8) 

χκθσλα κε ηνλ αιγφξηζκν ηεο αγνξάο ζπγθξίλνληαη γεηηνληθέο ηερληθέο. Χο εθ 

ηνχηνπ εληνπίδνληαο ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο, θαηά ηελ νπνία δηαθέξνπλ νη δχν 

ηερληθέο, ζπλεπάγεηαη γηα ηελ ηερληθή απηή έζησ γηα ηελ δηαδηθαζία j: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )a a b a a

j j jp s p A s r w s   (9) 

Απφ ηελ (9) πξνθχπηεη ε ηηκή ηνπ εκπνξεχκαηνο j γηα ηηκέο ηεο ηερληθήο (α) θαη γηα 

δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο r . Ζ νπνία ηηκή θαζνξίδεη θαη ηηο ππφινηπεο n-

1 ηηκέο ηεο ηερληθήο β. νη ηηκέο θαζνξίδνληαη απφ ην ζχζηεκα: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 )b b b b bp p A r w           (10) 
 

 ( ) , 0b

jp c c 
        (11)

 

Απηή ηελ δηαδηθαζία κεηαβνιήο ησλ ηηκψλ θαη ηελ ζχγθιηζε ζηηο ηηκέο ηεο ηερληθήο β 

πεξηγξάθεη θαη  ν Π. Βνπγηνπθιάθεο
262

. Γηα λα επηιεγεί ε ηερληθή β, πξέπεη λα ηζρχεη 

ε : 

   
( ) ( )a bp p (12) 

                                                           
262

 Βι.Π. Βνπγηνπθιαθεο (1994) 
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Γηα λα ηζρχεη ε (12) πξέπεη ηα δχν παξαπάλσ δηαλχζκαηα ηηκψλ παξαγσγήο λα είλαη 

απζηεξψο θαηά ηάμε ή απνιχησο ζπγθξίζηκα κεηαμχ ηνπο. Ζ γεηηλίαζε ησλ ηερληθψλ 

ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ κε δηαζπαζηκφηεηα ηεο ησλ ηερληθψλ 
(.) (.)[ , ], (.) ,A a b  

εμαζθαιίδνπλ ηελ ηζρχεη ηεο (12). κσο παξαπάλσ έγηλε ν ππαηληγκφο, φηη ε 

θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ επεξεάδεηαη απφ ηελ ηππνπνίεζε. Παξαθάησ εμεηάδεηαη θαηά 

πφζν ην ηειεπηαίν είλαη νξζφ. 

Απφ ηηο ζρέζεηο (12) θαη (7) πξνθχπηεη: 

( ) ( )

( ) ( )

a b

a b

p q p q

w w
  

 
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1[ (1 )] [ (1 )] , 0a a b bI A r q I A r q q       (13) 

Ζ παξαπάλσ  ζρέζε φκσο δελ είλαη άιιε απφ ηελ ζπλζήθε (12). Ζ  ζεηηθφηεηα ηνπ  q 

ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ κε δηαζπαζηκφηεηα ησλ κεηξψλ ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ καο 

εμαζθαιίδεη φηη ε ζρέζε (13) ζα ηζρχεη γηα θάζε q, επνκέλσο ε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε. Σν παξαπάλσ, θαζψο θαη ην πψο 

γίλεηαη ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ ζχκθσλα κε ηνλ αιγφξηζκν είλαη εχθνιν λα ην 

δνχκε θαη ζηελ πεξίπησζε φπνπ ζαλ πνζνζηφ θέξδνπο παίξλνπκε ζαλ κέγηζην 

πνζνζηφ θέξδνπο ην: 

 
( ) ( )min[ , ]a bR R R (14) 

Τπνζέηνπκε φηη : 

 
( )bR R   

 
( ) ( )

max max

a bA A 
263

(15) 

                                                           
263

 Αθνχ είλαη γλσζηφ φηη: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

m ( )

(1 )

1

1

1

1

a

a a a a

a a a

a

A

a

p p A R

p p A
R

R


  

 





 

Δπηπιένλ απφ ηελ ζρέζε (15) θαη απφ ηα ζεσξήκαηα ηνπ Frobenius πξνθχπηεη φηη: 
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Καζψο θαη φηη: 

 

11 12 11 12( ) ( )

21 22 21 22

,a b
a a b a

A A
a a b a

   
    
     

Αθνινπζνχκε ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο γηα ηελ εχξεζε ησλ ηηκψλ 

ηζνξξνπίαο γηα ηελ ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο R. Σηο ηειεπηαίεο ηηο ζπκβνιίδνπκε 

κε
( )a

p  
264

. 

Δπνκέλσο ζχκθσλα κε ηελ (8) έρνπκε: 

( ) ( ) ( ) (1 )a a ap p A R    

 
( ) ( )[ (1 )] 0a ap I A R   (16) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (16),(8) θαη (12) πξνθχπηεη: 

( ) ( ) ( ) ( )[ (1 )] [ (1 )]a a a bp I A R p I A R


    


 

 ( ) ( ) ( )[ (1 )] [ (1 )] 0a a bp I A R I A R


     


 

 ( ) ( ) ( )[ (1 ) (1 )] 0a a bp I A R I A R


     


 

 ( ) ( ) ( )[ ](1 ) 0a b ap A A R


  


 

Λφγσ φκσο ηεο (15) ηζρχεη γηα ηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ εκπνξεχκαηνο (1): 

                                                                                                                                                                      
2 2

1 1

1 1

i i

i i

a b
 

  , κε άιια ιφγηα, ην άζξνηζκα ηεο ζηήιεο 1a  είλαη κεγαιπηεξν απφ απηφ ηεο 1b  

264
 ηελ πεξίπησζε απηή νη ηηκέο παξαγσγήο είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηελ ηππνπνίεζε θαζψο είλαη 

γλσζηφ φηη ην δεμί θαη ην αξηζηεξφ ηδηνδηάλπζκα κηαο κήηξαο είλαη κεηαμχ ηνπο νξζνγψληα. Χο εθ 

ηνχηνπ ζηελ ζπλέρεηα θαη κε δεδνκέλε ηελ κε δηαζπαζηκφηεηα ησλ ηερληθψλ δελ ρξεηάδεηαη λα 

αλαθεξζνχκε πεξηζζφηεξν ζηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. 
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  ( ) ( ) ( )

1 1

1
[ ](1 ) 0

0

a b ap A A R s s
  

     
  

(17) 

Απφ  ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ε (17) γίλεηαη: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 11 1 21 21 2[ ] [ ] (1 ) 0b a a b a ab a p b a p R


   


(18) 

Γλσξίδνπκε σζηφζν φηη: 
( ) 0,(1 ) 0ap R    

Απφ ηελ (15) μέξνπκε, φηη: ην άζξνηζκα : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 11 1 21 21 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 11 1 21 21 2

( ) ( ) ( ) ( )

11 11 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

21 21 1 1

[ ] [ ] 0

[ ] [ ]

[ ]
,

[ ]

b a a b a a

b a a b a a

b a a a

b a a a

b a p b a p

b a p b a p

b a p p
p

b a p p

    

    


  



 

 
( ) ( )

11 11

( ) ( )

21 21

[ ]

[ ]

b a

b a

b a
p

b a


 


(19) 

Ζ (19) ηζρχεη ιφγσ ηεο(15) . Πνην ζπγθεθξηκέλα δχλεηαη λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11 21 21[ ] 0  [ ] 0b a b ab a ή b a    (20) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11 21 21[ ] 0  [ ] 0b a b ab a ή b a    (21) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

11 11 21 21[ ] 0  [ ] 0b a b ab a ή b a    (22) 

 

Αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε λα ηζρχνπλ νη παξαπάλσ είλαη ε : 

 

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

11 11 21 21 1 1

1 1

[ ] [ ] 0b a b a

i i

i i

b a b a a b
 

       (23) 

Δδψ πξέπεη λα ηνλίδνπκε, φηη ηίπνηα δελ ζα άιιαδε ηα εσο ηψξα απνηειέζκαηα καο, 

αλ ηππνπνηνχζακε ηηο ηηκέο κε έλα ηπραίν (εκη-)ζεηηθφ δηάλπζκα q, πνπ παξηζηά έλα 
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ηπραίν ηππηθφ εκπφξεπκα. Σν κφλν πνπ ζα άιαιδε ζα ήηαλ ην γεγνλφο φηη ε (19) ζα 

έπαηξλε ηελ κνξθή
265

 : 

 
( ) ( ) ( )

11 11 2 2

( ) ( ) ( )

21 21 1 1

[ ]

[ ]

b a a

b a a

b a p q

b a p q


 


(24)

 

Απφ ηελ νπηηθή γσλία ηνπ Π. Βνπγηνπθιάθε κπνξνχκε λα δψζνπκε έλαλ 

πεξηζζφηεξν δπλακηθφ ραξαθηήξα. Σφζν ν Bidard
266

 φζν θαη ν Levhari
267

 ππνζέηνπλ 

φηη ππάξρεη κηα θπξίαξρε ηερληθή θαη ν αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο ζπγθιίλεη ζε απηήλ. 

Αξρηθά ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο ηζρχεη: 

( ,1) ( ,0) ( ) ( )

( ,2) ( ,1) ( ) ( )

(1 )

(1 )

a a b b

a a b b

p p A r

p p A r

  

     

 ( , ) ( , 1) ( ) ( )(1 )a t a t b bp p A r   (25) 

Τπνζέηνπκε φηη: 

 ( ,0) ( )a ap p (26) 

                                                           
265

 Με άιια ιφγηα ην κφλν πνπ ζα άιιαδε ζα ήηαλ ν ιφγνο ζαλ απφιπηε ηηκή, αιιά ζε θακία 

πεξίπησζε δελ ζα άιιαδε ηελ ζρέζε δηάηαμεο ηεο (19) θαη θαηά ζπλέπεηα ηελ θαηάηαμε ησλ 

γεηηνληθψλ ηερληθψλ 

266
 Βι. Christian Bidard (1990a),  φπνπ ππνζηεξίδεη, φηη: 

«If, after some steps of this marketa lgorithm, an-set is found for which no other process pays extra 

profits, it is called dominant. Like the Walrasian tatonne-ment, this algorithm is best interpreted in 

terms of information exchanges between a central agency (auctioneer or planning ministry) and 

decentralized units (firms), the final state only, if any, being implemented. It thus describes a two-level 

planningp rocedurew ith two qualifications:t he central agency sends tentative prices and the firms 

answer in terms of extra profitable processes (dual procedures may be imagined, e.g., Kornai and 

Liptak (1965), Lacaze (1978), Malinvaud (1967)); however one process only is changed at each step.” 

267
 D. Levhari (1966), παξαηίζεηαη ζρεηηθφ ρσξίν: 

”If we have alternative techniques for producing some of the goods, the "invisible hand" will produce a 

situation in which we find maximum real wages for a given rate of interest.” Καζψο θαη: 

«Continue the process with b in the same way. Since p is strictly declining during the process, we 

cannot return to an "old" matrix, since the prices in the stationary state will be again as in the old 

situation. So we have no cycles and we have a finite number of alternative matrices, and eventually the 

process will end.» 
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(86)
( , ) ( )lim a t b

t
p p


 , κε άιια ιφγηα νη ηηκέο ηεο ηερληθήο (α) κεηά απφ t ρξνληθέο 

ζηηγκέο
268

 ζπγθιίλνπλ ζε απηέο ηεο ηερληθήο β. 

Απφ ηελ (24) θαη απφ ηελ (25),(26) θαη ηελ (8)  πξνθχπηεη
269

: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] (1 )
t

a b a b bp p p p A r      (27) 

Χζηφζν γηα λα ηζρχεη ε (7) πξέπεη λα ηζρχεη ε :  

 ( )lim (1 ) 0
t

b

t
A r



    (28) 

Με άιια ιφγηα ε κήηξα ( ) (1 )
t

bA r    πξέπεη λα είλαη ζπγθιίλνπζα. Απφ ηα 

ζεσξήκαηα Perron Frobenius γλσξίδνπκε φηη: 

Ζ (28) ηζρχεη αλ ηζρχεη: 

 
( ) ( ) 1

(1 ) 1
(1 )

b bA A

m mr
r

    


(29) 

Βιέπνπκε ινηπφλ φηη γηα λα ζπγθιίλεη  ν αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο ζε κηα ηερληθή, 

πξέπεη απηή γηα ηελ δεδνκέλε ηηκή ηνπ r, λα είλαη r-παξαγσγηθή
270

. 

Μπνξνχκε βαζηδφκελνη ελ κέξεη ζηνλ αιγφξηζκν ηεο αγνξάο ηνπ Bidard
271

, λα 

πξνζπαζήζνπκε λα ηνλ εθαξκφζνπκε θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο.  

Γηα ην r-θαζαξφ πξντφλ γηα κηα  ηερληθή ζχλζεηεο παξαγσγήο, έζησ αξρηθά γηα ηελ 

δηαδηθαζία παξαγσγήο i ηζρχεη: 

1 (1 )i ic a r    

                                                           
268

 Ή δηαθνξεηηθά εηδνκέλν κεηά απφ t αιιαγέο t ηερληθψλ νη ηηκέο ζπγθιίλνπλ ζε απηέο ηεο ηερληθήο 

(β) 

269
 Π.Βνπγηνπθιάθεο (1996) ζει.228-239 

270
 Βι. Γ. ηακάηεο (1995) 

271
 Βι. Ch.Bidard(1990) 
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ηελ ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηψληαο έλα αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα ζα πξνζπαζήζνπκε λα 

εμεηάζνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο, ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο 

κε δηαζπψκελεο παξαγσγήο.  

Καηά ζπλέπεηα έζησ νη αθφινπζεο  γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο: 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,5 0.25
, 0,5 0,5 , 0.5214

0,25 0,26

0,5 0.25
, 0,5 0,45 , 0.5279

0,25 0,25

a a a

b b b

A R

A R

 
   
 

 
   
 

 

Αλαπαξάγνπκε ηα φζα γλσξίδνπκε σο ηψξα γηα ηνλ αιγφξηζκν ηεο αγνξάο.  

αλ ηππνπνίεζε επηιέγνπκε απηήλ ηνπ Levhari, w=1. Δπνκέλσο γηα ηα δηαλχζκαηα 

ηηκψλ ησλ ηερληθψλ α, β ηζρχεη: 

 Γηα ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ ηεο ηερληθήο α ηζρχεη: 

(87)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

0,5 0.25
(1 ) [ ] [ ] (1 ) 0,5 0,5

0,25 0,26

a a a a a a a ap p A r p p p p r
 

       
 

 

Δλψ γηα ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ ηεο ηερληθήο β ηζρχεη: 

(88)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

0,5 0.25
(1 ) [ ] [ ] (1 ) 0,5 0,45

0,25 0,25

b b b b b b b bp p A r p p p p r
 

       
 

 

Καηά ζπλέπεηα έρνπκε ηα αθφινπζα ζπζηήκαηα ηηκψλ-ζρέζεσλ: 

Γηα ηελ ηερληθή (α) 

( ) ( ) ( )

1 1 2

( ) ( ) ( )

2 1 2

( 0.5 0.25)(1 ) 0.5
( )

( 0.25 0.26)(1 ) 0.5

a a a

a a a

p p p r
a

p p p r

    


    
 

Καη γηα ηελ ηερληθή (β) 

( ) ( ) ( )

1 1 2

( ) ( ) ( )

2 1 2

( 0.5 0.25)(1 ) 0.5
( )

( 0.25 0.25)(1 ) 0.5

b b b

b b b

p p p r
b

p p p r

    


    
 

Γηα ηελ ηερληθή (α) ε ιχζε πνπ δίδεηαη γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ είλαη  ε: 

Δλψ γηα ην ζχζηεκα (β) 
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2

(

2

) 0.20(r+41) 0.8

5 10 5 1

0(-8+3r)
, ( .1

0
)b

r r
p

r
b

r

 

   
 

 
 

Αξρηθά επηιέγεηαη ην δηάλπζκα ηηκψλ ηεο ηερληθήο α γηα ηηκή ηνπ r, 0.1r   

Γηα ηελ ηερληθή (α): 

 
( ) =[ 2.012821817, 1.475526610]ap  

Δλψ γηα ηελ ηερληθή (β) 

 
( ) =[ 1.940149626, 1.356608479]bp  

 

 Δθαξκφδνπκε ηελ ζρέζε(27) θαη βιέπνπκε φηη ν αιγφξηζκνο ζπγθιίλεη ζηηο ηηκέο ηεο 

ηερληθήο (β) αθνχ ε (27) ηθαλνπνηείηαη
272

. Με άιια ιφγηα φπνην θαη αλ είλαη ην 

ππφινηπν ησλ δηαλπζκάησλ 
( ) ( )a bp p  καθξνπξφζεζκα ζα ζπγθιίλεη ζην 0 κφλν θαη 

κφλν εάλ ε ηερληθή β είλαη 0r -παξαγσγηθή. 

 

4.2.2 Η περίπτωςη τησ ςύνθετησ παραγωγήσ 

 

ηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο απαληάηαη ν αιγφξηζκνο ηνπ Bidard. Ζ 

δηαδηθαζία πνπ αθνινπζείηαη κνηάδεη αξθεηά κε απηή ηνπ Levhari. Οξίδνληαη εθ λένπ 

γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο νη ηηκέο παξαγσγήο ηεο αξρηθήο 

ηερληθήο παξαγσγήο –έζησ ηεο (α). ηελ ζπλέρεηα βάζεη ησλ παξαπάλσ ηηκψλ, 

νξίδεηαη ε ηηκή γηα ηελ δηαδηθαζία ηελ νπνία δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο θαη ζηελ 

ζπλέρεηα νξίδνληαη νη ηηκέο ηεο λέαο ηερληθήο (έζησ Β). ηηο θαηλνχξηεο απηέο ηηκέο 

πξέπεη λα πξνθχπηνπλ ππεξθέξδε (βι. ζπλζήθε 3) ε λα ηζρχεη ηζνδχλακα ε: 

(89)    
)()( ba pp  . 

                                                           
272

 Με ηνλ ηξφπν απηφ ιφγσ ηνπ φηη ε ηερληθή β είλαη 0r -παξαγσγηθή γηα 0 0.1r  , ζεκαίλεη φηη: 

( )
0.55 0.275

lim (1 ) lim
0.275 0.275

t
t

b

t t
A r
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Αο δνχκε ηα παξαπάλσ εθηελέζηεξα: 

Έζησ Α
(.)

 ε nxq κήηξα Α≥0 ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, Β
(.)

, Β≥0 ε nxn κήηξα ησλ 

εθξνψλ, ℓ
(.)

,ℓ
(.)

>0 ην 1xq δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε άκεζε δσληαλή εξγαζία αλά 

κνλάδα παξαγφκελνπ εκπνξεχκαηνο, p
 (.)

 ην 1xn δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο 

θαζψο επίζεο θαη w θαη r ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην θαη ην πνζνζηφ θέξδνπο 

αληίζηνηρα. 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ έρνπκε ην γλσζηφ ζχζηεκα ηηκψλ: 

(90)   
)()()()()( )1( bbaba rApBp   

Σν παξαπάλσ ζχζηεκα γηα λα έρεη ιχζε, εθηφο απφ ηελ ηεηξηκκέλε (p=0), πξέπεη ε 

0)]1([ 1)()(  rAB bb
, κε άιια ιφγηα λα κελ είλαη ε παξαπάλσ κήηξα 

ζπγθιίλνπζα.   

Δπνκέλσο κηα ηερληθή (ή ζχκθσλα κε ηνλ Bidard), έλα n-ζχλνιν είλαη θπξίαξρε
273

 (-

ν) εάλ γηα θάζε δηαδηθαζία i≠j
274

 ηζρχεη ην εμήο: 

(91)   ,(1 ) j i i j ii j r p A l p B      

Με άιια ιφγηα επηιέγεηαη ε ηερληθή ζηηο ηηκέο ηεο νπνίαο, θακία άιιε ηερληθή δελ 

απνθέξεη ππεξθέξδε. 

Δάλ ε παξαπάλσ ζπλζήθε δελ ηθαλνπνηείηαη ηφηε νη θαπηηαιηζηέο νδεγνχληαη ζηελ 

εηζαγσγή θάπνηαο ηερληθήο ε ρξήζε ηεο νπνίαο ζπλεπάγεηαη ππεξθέξδε. 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ παξνπζηάδνπκε εθ λένπ ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Bidard. 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ησλ ππφ ζχγθξηζε ηερληθψλ, ηζρχεη: 

(92) 
(.) (.) (.) (.) (.) (.)(1 ) ,(.) ,p B p A r w a b     

κσο απφ ην ζηελ πεξίπησζε ησλ νκαιά ζπκπεξηθεξφκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο 

παξαγσγήο, ηζρχεη
275

: 

                                                           
273

 Βι. θαη Schefold B. (1988)  

274
 φπνπ ε j ε δηαζέζηκε ηερληθή απφ ην ζχζηεκα, ε νπνία ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο, θαη θαηά ζπλέπεηα 

θακία κεηάβαζε απφ απηήλ ηελ ηερληθή ζε κηα άιιε δελ δεκηνπξγεί ππεξθέξδε 
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(.) (.) (.) (.) (.) (.) 1 (.) (.) (.) (.) 1

0 0 0 0( ) [ (1 )] [ (1 )] , ,p B r r p A B A r w B A r r r r R          276
 

(93)
(.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) 1 (.) (.) (.) (.) 1

0 0 0( ) [ (1 )] , [ (1 )]p B r r p H w B A r H A B A r          

ηελ εμέηαζε ηνπ ν Bidard σζηφζν ππνζέηεη φηη νη ηερληθέο παξαγσγήο πνπ εμεηάδεη 

θηλνχληαη νκαιά γηα r, 0 r R  . Καη κε ηνλ ηξφπν απηφ ζέηεη  εθηφο ζεψξεζεο 

θαηαζηάζεηο φπσο “ 0r  all-productive”
277

 θαη “ 0r -all-engaging”
278

 . 

O Bidard νξίδεη ηηο ηηκέο παξαγσγήο κε ηελ ζρέζε (2) .  Δηζάγεη ηνλ φξν θπξίαξρε 

ηερληθή {n-set}. Ζ θπξίαξρε ηερληθή, δελ είλαη ηίπνηα άιιν απφ ηελ ηερληθή εθείλε 

ζηηο ηηκέο ηεο νπνίαο, θακία άιιε ηερληθή δελ απνθέξεη ππεξθέξδε απφ ηελ 

ρξεζηκνπνίεζε ηεο. Με άιια ιφγηα γηα λα είλαη κηα ηερληθή θπξίαξρε πξέπεη λα 

ηζρχεη: 

,(1 ) j i i j ii j r p A l p B      

Με άιια ιφγηα ζηηο ηηκέο ηεο ηερληθήο j ε ρξεζηκνπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο i λα κελ 

απνθέξεη ππεξθέξδε
279

. Γειαδή ε δηαδηθαζία απηή ζπκίδεη ην cost minimization 

                                                                                                                                                                      
275

 αλ 0r  νξίδεηαη ην θαηψηεξν χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο γηα ην νπνίν ε ηερληθή πνπ εμεηάδεηαη 

ζπκπεξηθέξεηαη νκαιά. Με ηνλ φξν νκαιά ελλννχκε: 

 ηη ην δηάλπζκα: 

 

(.)

0(.)
0, ,

p
r r r R

w

 
    

 
 

 ηη ε ζρέζε νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ είλαη θζίλνπζα: 

(.)

00, , , 0
dw

r r r R y
dr

       

 ηη ππάξρεη έλα πξφηππν ζχζηεκα κε πξφηππν ιφγν R  

276
 Απφ ηελ (4) πξνθχπηεη: 

(.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.)

0 0

(.) (.) (.) (.) (.) (.) (.)

0 0

(1 )

[ (1 )] ( )

p p B p A r r p A r p A w

p B A r r r p A w

     

    
 

Βι. Γ .ηακάηεο (1995) ζει.37 

277
 Γειαδή ηερληθέο νη νπνίεο δχλαληαη λα παξάμνπλ νξηζκέλα κφλν εμσγελψο δεδνκέλα ζεηηθά ή 

εκηζεηηθά θαζαξά πξντφληα παξάγνληαο έλα αληίζηνηρν ζεηηθφ αθαζάξηζην πξντφλ 

278
 Σερληθέο δειαδή ρξεζηκνπνηνχλ ππνρξεσηηθά φιεο ηηο δηαδηθαζίεο πξνθεηκέλνπ λα παξάμνπλ ην 

απαηηνχκελν ζεηηθφ αθαζάξηζην πξντφλ. 
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θξηηήξην, κε ηελ δηαθνξά φκσο φηη εμεηάδνληαη κφλν γεηηνληθέο ηερληθέο, αθνχ ε 

ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ έρεη λα θάλεη κφλν κε ηελ ζχγθξηζε επηκέξνπο κφλν 

δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο. 

χκθσλα κε ηνλ Bidard ε θπξίαξρε ηερληθή είλαη κφλν κηα θαη ν αιγφξπζκνο ηεο 

αγνξάο ζπγθιίλεη ζε απηήλ. Αο δνχκε αλ ην ηειεπηαίν ηζρχεη: 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ κεζνδνινγία ηνπ Π. Βνπγηνπθιάθε
280

 έρνπκε: 

Έζησ νη ηεηξάγσλεο ηερληθέο ζχλζεηεο παξαγσγήο 
(.) (.) (.)[ , , ], (.) , , ,...,A B a b c q  

Τπνζέηνπκε φηη: 

(94) ( ,0) ( )a ap p  

ηελ ζπλέρεηα ζα αλαδεηεζνχλ νη αλαγθαίεο θαη ηθαλέο ζπλζήθεο γηα λα ζπγθιίλεη ην 

ζχζηεκα ζηελ ηερληθή β. πλνςίδνληαο ηηο ζπλερείο κεηαβάζεηο απφ ηελ κηα ηερληθή 

ζηελ άιιε ζα έρνπκε:  

  

(95) 

( ) ( ) ( )
1 0 0

( )
2 1 1

( ) ( ) ( )

( )
1

(1 )

a a a

a

b b b

t k t k

a
t t t

p p w

p p w

B A r

p p

p p w

 



    
    
    
      
    
    
         

 

Σνλίδνπκε φηη ηα ζηνηρεία ,i ip w  είλαη ηα δηαλχζκαηα ηηκψλ, νλνκαζηηθφ σξνκίζζην 

ηελ ρξνληθή ζηηγκή i,i=0,1,2,…t 

Καηά ζπλέπεηα γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή ηζρχεη: 

                                                                                                                                                                      
279

 Γηαθνξεηηθά εηπσκέλν ε ρξήζε ηεο λέαο δηαδηθαζίαο  i ζηηο ηηκέο ηεο ηερληθήο j δελ είλαη 

θεξδνθφξα. Ch. Bidard (1990) ζει 840 

280
 Π.Βνπγηνπθιάθεο (1995) ζει. .228-239 
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( ,1) ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( )

( ,2) ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( ) 2

( , 1) ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( ) 1

( , ) ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( )

[ ] [ ] (1 )

[ ] [ ]{ (1 )}

[ ] [ ]{ (1 )}

[ ] [ ]{ (1 )}

a b b a b b

a b b a b b

a t b b a b b t

a t b b a b b t

p p B p p A r

p p B p p A r

p p B p p A r

p p B p p A r

 

   

   

   

    

 

Καηά ζπλέπεηα γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ζπζηήκαηνο (8) πξνθχπηεη: 

 
( ) ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( )[ ] [ ]{ (1 )}a b b a b b tp p B p p A r      

Λφγσ ηεο (6) ηζρχεη 

(96) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ]{ (1 )} , 0,1,2,....a b b a b b tp p B p p A r t t      

Απφ ηελ (8) πξνθχπηεη φηη δηαρξνληθά ηζρχεη: 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim[ ] [ ]{ (1 )}a b b a b b t

t
p p B p p A r


      

 
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim[ ] [ ]lim{ (1 )}a t b b a b b t

t t
p p B p p A r

 
     

κσο ηζρχεη φηη: 

(97) 
( )lim{ (1 )} 0b t

t
A r


   

, θαζψο ε ηερληθή β είλαη παξαγσγηθή θαη ζπγθιίλνπζα
281

. 

Απφ ηελ (9) πξνθχπηεη φηη: 

(98) 
( , ) ( )lim[ ]a t b

t
p p


  

Ζ (10) καο πιεξνθνξεί, φηη νη ηηκέο ηεο ηερληθήο α ζπγθιίλνπλ δηαρξνληθά κε απηέο 

ηεο ηερληθήο β.  Με άιια ιφγηα ν αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο ζπγθιίλεη ζηελ ηερληθή β, 

φηαλ θαη κφλν ε ηερληθή β είλαη παξαγσγηθή ή ηζνδχλακα ε κήηξα 
( ) (1 )bA r  είλαη 

ζπγθιίλνπζα. 

                                                           
281

 Βι. Π. Βνπγηνπθιάθεο 1995 ζει 232 
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Αλ πξνζπαζήζνπκε λα παξαζηήζνπκε δηαγξακκαηηθά ηελ ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηεο αγνξάο.  

Ο Bidard νξίδεη ην δηάλπζκα πνπ παξηζηά ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην, ή ην δηάλπζκα 

γξακκή κε ην νπνίν ηππνπνηνχληαη νη ηηκέο ήηνη κε ην 0r  θαζαξφ πξντφλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο-δηαδηθαζίαο i: 

(99) 1ipc   

πνπ κε ηελ ζεηξά ηνπ ηζρχεη, γηα ην κνλαδηαίν επίπεδν εξγαζίαο θαη γηα δεδνκέλε 

ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο
282

: 

(100) (1 )i i ic b a r    

Οη ζρέζεηο (11) θαη (12) αλ πξνζπαζήζνπκε λα ηηο παξαζηήζνπκε δηαγξακκαηηθά ζα 

είλαη ηεο κνξθήο
283

: 

 

ηελ πεξίπησζε ησλ παξαπάλσ ησλ ηξηψλ ηερληθψλ παξαγσγήο, κπνξεί λα 

ζπκβαίλνπλ ηα εμήο
284

: 

                                                           
282

 Γηα ηηο δηαζηάζεηο ησλ κεγεζψλ ζε ζπζηήκαηα ζχλζεηεο παξαγσγήο, βι Γ.ηακάηεο Αμία θαη 

ππεξαμία: 

283
 Γείρλνπκε ηηο ηξεηο θαηαζηάζεηο πνπ ζχκθσλα κε ηνλ Bidard δχλαηαη λα ζπκβαίλνπλ, φπσο ηηο 

παξνπζηάδεη ν ίδηνο ν Bidard. 

Ζ δηαθεθνκκέλε γξακκή παξηζηά ηελ ζχλζεζε ηνπ πξαγκαηηθνχ σξνκηζζίνπ θαη ην πψο ε κεηαβνιή 

ηνπ επηξξεάδεη ηελ επηιφγή ηεο θπξίαξρεο ηερληθήο( ή κε ηελ θαηά ηελ Bidard  νξνινγία θπξίαξρν n-

set). Ο Bidard ρξεζηκνπνηεί έλα αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα ηξηψλ ηεηξάγσλσλ ηερληθψλ ηερληθψλ αιιά 

θαη ηξηψλ απηφλνκσλ δηαδηαθαζηψλ παξαγσγήο-ηερληθψλ ηηο νπνίεο ν Bidard δελ ηηο θαηνλνκάδεη. Ο 

Bidard εμεηάδεη κφλν ηελ πεξίπησζε ησλ «all engaging” ηερληθψλ παξαγσγήο. Καη ζέηεη εθηφο 

ζεψξεζεο, ζθνπίκσο, δηαρσξήζεκεο ηερληθέο παξαγσγήο. 

Βι.Ch.Bidard (1991) ζει 843 
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Γηα ηνλ Bidard o αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο ζπγθιίλεη ζε κηα κφλν ηερληθή. Απηφ είλαη 

ελ κέξεη ζσζηφ, θαζψο γηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο φλησο είλαη 

κνλνζήκαληε ε θαηάηαμε ηεηξάγσλσλ ηερληθψλ, Καζψο ζε θάζε ηππνπνίεζε ην 

ζχζηεκα ζπγθιίλεη πάληα ζε κηα κφλν ηερληθή. κσο αλ ιάβνπκε θαη ηελ πεξίπησζε 

δηαρσξίζηκσλ ηερληθψλ είλαη απνιχησο δπλαηφλ λα κελ κπνξεί θάπνηνο λα απνθαλζεί 

ζε πνηα απφ ηηο δχν ηερληθέο ζα ζπγθιίλεη ε αγνξά
285

. 

Έλα άιιν ζεκείν πνπ πξέπεη λα αλαθεξζεί είλαη ε εμίζσζε κέζσ ηεο νπνίαο 

ηππνπνηνχληαη νη ηηκέο δειαδή ε (11): 

 1ipc   

Δίλαη θαλεξφ, φηη πξφθεηηαη γηα κηα a la Sraffa ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. Μέζσ απηήο 

ηα κέζα παξαγσγήο θαη ην ππεξπξντφλ έρνπλ ηελ ίδηα ζχλζεζε γηα θάζε ηηκή ηνπ 

πνζνζηνχ θέξδνπο. πλεπψο θαη ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη ν ιφγνο ησλ δπν 

παξαπάλσ νκνηνγελψλ κεγεζψλ. 

πσο αλαθέξζεθε θαη παξαπάλσ ην ic  είλαη ην 0r  θαζαξφ πξντφλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Σν ηειεπηαίν κάιηζηα αλ αλαινγηζηνχκε φηη πεξηιακβάλεη ηα ην ππνπξντφλ U θαη 

ηνπο πξαγκαηηθνχο κηζζνχο έζησ d κπνξνχκε λα απνθαλζνχκε φηη παξηζηά 

ηαπηφρξνλα θαη ηελ ζπλνιηθή δήηεζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Τπελζπκίδνπκε φηη ν Bidard 

γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο έρεη επηιέμεη ηελ ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο ζην κνλαδηαίν 

                                                                                                                                                                      
284

 Βι. Ch.Bidard (1991) ζει 843 

285
 Δλδεηθηηθά βιέπνπκε, φηη  ζηελ πεξίπησζε ηνπ ζρήκαηνο 1.α , φηαλ ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην είλαη 

ηέηνην ψζηε λα βξεζεί ζην ζεκείν c1, δελ κπνξνχκε λα απνθαλζνχκε αλ ην ζχζηεκα ζα ζπγθιίλεη, είηε 

ζηελ ηερληθή πνπ πεξηιακβάλεη ηηο δηαδηθαζίεο (12), (13) ε ηελ 1 κφλε ηεο. ηελ πεξίπησζε απηή ην 

θξηηήξην ηνπ Bidard δελ κπνξεί λα απαληήζεη ζε πνην ζχζηεκα ζπγθιίλεη ν αιγνξίζκνο. Απηφο είλαη 

θαη ν ιφγνο πνπ ν Bidard θάλεη ιφγν κφλν γηα ηεηξάγσλα ζπζηήκαηα ζχλζεηεο παξαγσγήο. 
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επίπεδν, θαηά ζπλέπεηα κε ηελ θαηάιιειε κεηαβνιή ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο 

ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα αληαπεμέιζεη ζε θάζε είδνπο δήηεζε
286

.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
286

 Δίλαη θαλεξφ, φηη γηα λα κπνξεί ην ζχζηεκα λα αληαπεμέιζεη ζε θάζε είδνπο δήηεζε πξέπεη λα είλαη 

βηψζηκν. Τπελζπκίδνπκε, φηη έλα ζχζηεκα θαιείηαη βηψζηκν, φηαλ ην ζχζηεκα κπνξεί λα παξάμεη θάζε 

ζεηηθφ ε ήκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ, παξάγνληαο έλα ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ θαζαξφ πξντφλ. Με άιια 

ιφγηα: 

( )

Bx Ax Y

B A x Y

  

 
 

Τπελζπκίδνπκε σζηφζν φηη εξγαδφκαζηε ζε νκαιά ζπκπεξηθεξφκελα ζπζηήκαηα ζχλζεηεο παξαγσγήο 

ηα νπνία έρνπλ έλα πξφηππν ιφγν R , σο εθ ηνχηνπ ζα ήηαλ ζσζηφηεξν ε παξαπάλσ ζρέζε λα 

μαλαγξαθεί σο εμήο: 

0 0[ (1 )]B A r x Y    
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5  Περιπτώςεισ Μονοςήμαντησ Κατάταξησ τεχνικών 

Παραγωγήσ  

5.1 Corn Economies 

 

Ζ ζχιιεςε ηεο ηδέαο ησλ “pure corn economies” αλήθεη ζην D.Ricardo. Σν 

ζεκαληηθφ ζηελ ζεσξία ηνπ D.Ricardo, είλαη φηη ν ίδηνο άθεζε πξάγκαηα ηα νπνία 

ζεσξνχζε ιηγφηεξν ζεκαληηθά εθηφο ζεψξεζεο
287

. 

5.1.1 1.Σο μοντέλο 

 

Τπνηίζεηαη ε χπαξμε δχν ηνκέσλ παξαγσγήο. Ο έλαο ηνκέαο παξάγεη αγξνηηθά 

πξντφληα
288

, έζησ θαιακπφθη (corn) ρξεζηκνπνηψληαο σο εηζξνέο κφλν θαιακπφθη. 

Τπάξρεη θαη έλαο δεχηεξνο ηνκέαο ν νπνίνο παξάγεη βηνκεραληθά εκπνξεχκαηα, έζησ 

ζίδεξν, ρξεζηκνπνηψληαο σο εηζξνέο ηφζν  θαιακπφθη φζν θαη ζίδεξν. 

Ζ εξγαζία θαη ε εηζξνή ζε γε εκπεξηέρνληαη ζηηο εηζξνέο ησλ ηνκέσλ. Με άιια ιφγηα 

ην ππφ εμέηαζηλ ζχζηεκα είλαη έλα θιεηζηφ ζχζηεκα a la Leontief.  Ζ ηερλνινγία 

είλαη γξακκηθή θαη θάζε ηνκέαο παξάγεη κφλν έλα εκπφξεπκα. Χο εθ ηνχηνπ κηιάκε 

γηα ηελ πεξίπησζε κηαο γξακκηθήο ηερληθήο απιήο παξαγσγήο. Δίλαη απηνλφεην, φηη ε 

ηερληθή είλαη παξαγσγηθή, θαη φηη ην ζχζηεκα είλαη βηψζηκν
289

. 

Οξίδεηαη ε κήηξα  ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ Α, 0A , φπνπ: 

0

cc ci

ii

a a
A

a

 
  
 

, θάζε ζηνηρείν ηεο ija πεξηέρεη ηηο εηζξνέο ζε εκπνξεχκαηα, ζε 

κηζζηαθά εκπνξεχκαηα θαη ζε γε. 

Δίλαη θαλεξφ, φηη κηιάκε γηα έλα δηαζπψκελν ζχζηεκα απιήο παξαγσγήο.  Σφζν ην 

πξαγκαηηθφ σξνκίζζην, φζν θαη ην πνζνζηφ θέξδνπο εθθξάδνληαη ζε φξνπο ηνπ ίδηνπ 

εκπνξεχκαηνο δειαδή ηνπ ζηηαξηνχ. 
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 Φπζηθά αλαθεξφκαζηε ζηα κε βαζηθά εκπνξεχκαηα πνπ δελ εηζέξρνληαλ ζηελ παξαγσγή θαλελφο  

άιινπ εκπνξεχκαηνο βαζηθνχ ή κε βαζηθνχ. Σα αγαζά απηά νλνκάζηεθαλ θαη σο αγαζά πνιπηειείαο. 

288
Ζ επηινγή ηεο νλνκαζίαο ησλ ηνκέσλ γίλεηαη ζε ζπκθσλία κε ηνλ Ricardo.  

289
 ε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε ε ζπδήηεζε απηή δελ ζα είρε θαλέλα λφεκα 



263 
 

Με κηα πην ζχγρξνλε νξνινγία κπνξνχκε λα πνχκε φηη ε ζπγθεθξηκέλε corn 

economy «ζπάεη» ζε δχν ππνζπζηήκαηα. ε έλα βαζηθφ-αλαπαξαγσγηθφ πνπ παξάγεη 

ζηηάξη θαη ζε έλα κε βαζηθφ-κε αλαπαξαγσγηθφ πνπ παξάγεη ζίδεξν. 

ηελ πεξίπησζε ησλ corn models, ην πνζνζηφ θέξδνπο κεηξηέηαη σο ν ιφγνο ηνπ 

θαζαξνχ πξντφληνο ηνπ ηνκέα παξαγσγήο θαιακπνθηνχ κείνλ ηελ γαηνπξφζνδν πξνο 

ηα ζπλνιηθά θζαξέληα κέζα παξαγσγήο ζηνλ ηνκέα απηφ. Ο αληαγσληζκφο κάιηζηα 

σζεί ην ίδην πνζνζηφ θέξδνπο λα ηζρχζεη θαη ζηνλ ηνκέα παξαγσγήο ζηδήξνπ
290

. 

ηελ πεξίπησζε ησλ corn economies ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη αλεμάξηεην απφ ηηο 

κεηαβνιέο ζηηο απφιπηεο ηηκέο. 

Παξαθάησ παξαηίζεηαη πσο πξνζδηνξίδνληαη νη ζεκαληηθφηεξεο κεηαβιεηέο ηνπ 

κνληέινπ. 

Σν ζεκαληηθφ ζηελ πεξίπησζε κηαο corn economy είλαη φηη ε νηθνλνκία 

ζπκπεξηθέξεηαη νπζηαζηηθά ζαλ κηα κνλνηνκεαθή νηθνλνκία. Με άιια ιφγηα: 

Έζησ φηη ην αθαζάξηζην πξντφλ ηεο ελ ιφγσ corn economy είλαη κηα κνλάδα ηνπ 

εκπνξεχκαηνο corn.  Γηα ηελ παξαγσγήο ηεο κίαο κνλάδαο corn απαηηνχληαη 

cca κνλάδεο corn. Με άιια ιφγηα γηα ην θαζαξφ πξντφλ cY ηεο corn economy ηζρχεη: 

 1c ccY a  (1) 

Παξαπάλσ φκσο έγηλε ε ππφζεζε, φηη ην ζχζηεκα είλαη θιεηζηφ, κε άιια ιφγηα ζην 

cca ζπκπεξηιακβάλνληαη θαη νη εηζξνέο ζε δσληαλή εξγαζία
291

. Καηά ζπλέπεηα ην 

                                                           
290

 Βι.  V.Walsh, H. Gram (1980) ζει 89 

291
 Σίπνηε δελ αιιάδεη επί ηεο νπζίαο αλ ππνζέζνπκε φηη  ην ζχζηεκα δελ είλαη θιεηζηφ. κσο εμ 

νξηζκνχ ζε κηα corn economy ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην εθθξάδεηαη ζε φξνπο ηνπ εκπνξεχκαηνο corn. 

Καηά ζπλέπεηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηνπ ελ ιφγσ ζπζηήκαηνο ζα κπνξνχζε λα έρεη ηηο δχν αθφινπζεο 

κνξθέο: 

Αλ νη κηζζνί πξνθαηαβάιινληαλ: 

(1 ) (1 ) ( )(1 )c c cc c c c c cc c cp p a r p d r p a d r       , φπνπ cd ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην 

ηνπ ζπζηήκαηνο. ηελ πεξίπησζε απηή δελ αιιάδεη θάηη ζε ζρέζε κε ηελ παξαπάλσ πεξίπησζε. Σν 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην  είλαη ζηαζεξφ θαη ε w-r είλαη ηεο κνξθήο: 
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θαζαξφ πξντφλ ηεο corn economy απνηειεί ηαπηφρξνλα θαη ην ππεξπξντφλ ηεο. Καηά 

ζπλέπεηα γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηεο ελ ιφγσ νηθνλνκίαο ηζρχνπλ ηα παξαθάησ: 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ κηαο corn economy ηζρχεη: 

 (1 )c c ccp p a r  (2) 

Δπνκέλσο γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο r ηζρχεη: 

1 (1 )cca r    

1
1

cc

r
a

  (3) 

Απφ ηελ ζρέζε (2) είλαη θαλεξφ, φηη ε ην πνζνζηφ θέξδνπο είλαη αλεμάξηεην απφ ηελ 

ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ
292

. Δίλαη θαλεξφ θαη απφ ηελ ζρέζε (3) φηη ην πνζνζηφ 

                                                                                                                                                                      

 

Καηά ζπλέπεηα ην σξνκίζζην παξακέλεη ζηαζεξφ ζε θάζε πηζαλή κεηαβνιή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. 

Καηά ζπλέπεηα νπνηαδήπνηε αλαθνξά ζηελ w-r δελ έρεη ηδηαίηεξν λφεκα. 

ηελ πεξίπησζε ηψξα πνπ νη κηζζνί δελ πξνθαηαβάιινληαη ην ζχζηεκα ηηκψλ είλαη ην αθφινπζν: 

(1 )c c cc cp p a r w    

Απφ ην νπνίν πξνθχπηεη ε ιχζε γηα ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην: 

(1 (1 ))ccp a r
w

 
 , φπνπ είλαη θαλεξφ φηη ε w-r θακπχιε είλαη θζίλνπζα θαη γξακκηθή ζπλεπψο: 

 

 

292
 Δίλαη δε απηνλφεην, φηη θαη νη ηηκέο δελ κεηαβάιινληαη κε ηελ κεηαβνιή ηνπ ηππηθνχ 

εκπνξεχκαηνο. 
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θέξδνπο, νξίδεηαη ζαλ ην ιφγν δχν νκνηνγελψλ θπζηθψλ κεγεζψλ, ηνπ θαζαξνχ 

πξντφληνο- ππεξπξντφληνο θαη ησλ θζαξέλησλ κέζσλ παξαγσγήο. 

  

5.1.2 Corn economies θαη επηινγή ηερληθήο 

 

ηελ ζπλέρεηα γίλεηαη ε ππφζεζε φηη ππάξρνπλ δχν δηαζέζηκεο ηερληθέο πνπ 

ζρεκαηίδνπλ κηα corn economy. Οη δχν απηέο ηερληθέο έζησ φηη είλαη ε α θαη ε β. 

Δμεηάδνληαη ηξεηο δηαθνξεηηθέο πεξηπηψζεηο: 

1. Ζ εξγαζία είλαη αλαπαξαγφκελν κέζν παξαγσγήο 

2. Οη κηζζνί θαηαβάιινληαη ζηελ αξρή ηεο πεξηφδνπ 

3. Οη κηζζνί θαηαβάιινληαη ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ 

ηελ ζπλέρεηα αλαιχνληαη μερσξηζηά: 

5.1.3 Η εξγαζία είλαη αλαπαξαγόκελν κέζν παξαγωγήο 

 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ ηζρχεη γηα θάζε ηερληθή: 

 
(.) (.) (.) (.)(1 ),(.) ,c c ccp p a r a b   (4) 

Εεηνχκελν ζηηο corn economies φπσο θαη ζηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα είλαη ε 

επηινγή εθείλεο ηεο ηερληθήο, ε νπνία ζπλεπάγεηαη ην κεγαιχηεξν πνζνζηφ θέξδνπο. 

Δπνκέλσο γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηεο θάζε ηερληθήο ηζρχεη: 

 
(.)

(.)

1
1

cc

r
a

  (4) 

Καηά ζπλέπεηα δχλαηαη δηαδνρηθά λα ηζρχεη: 

 
( ) ( )a b

cc cca a (5) 

 
( ) ( )a b

cc cca a (6) 
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( ) ( )a b

cc cca a (7) 

Σν νπνίν κε ηελ ζεηξά ηνπ ζπλεπάγεηαη: 

 
( ) ( )a br r (8), ζηελ πεξίπησζε απηή επηιέγεηαη ε ηερληθή α 

   
( ) ( )a br r  (9), ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη αδηάθνξν πνηα απφ ηηο  δχν 

ηερληθέο ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

 
( ) ( )a br r  (10), ζηελ πεξίπησζε απηή επηιέγεηαη ε ηερληθή β 

 

Οη κηζζνί θαηαβάιινληαη ζηελ αξρή ηεο πεξηόδνπ 

Γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ θάζε ηερληθήο ηζρχεη
293

: 

(.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.)(1 ) (1 ) ( )(1 ),(.) ,c c cc c c c c cc c cp p a r p d r p a d r a b         

Σν νπνίν κπνξεί λα μαλαγξαθεί  ζαλ: 

 
(.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.)(1 ),(.) , , ( )c c c c cc c cp p A r a b A a d     (11) 

Δπνκέλσο θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε επηιέγεηαη ε ηερληθή εθείλε πνπ ζπλεπάγεηαη 

ην κεγαιχηεξν δπλαηφ πνζνζηφ θέξδνπο κε άιια ιφγηα, δχλαηαη λα ηζρχεη: 

 
( ) ( )a b

c cA A (12) 

 
( ) ( )a b

c cA A (13) 

 
( ) ( )a b

c cA A (14) 

Σν νπνίν κε ηελ ζεηξά ηνπ ζπλεπάγεηαη: 

 
( ) ( )a br r (15), ζηελ πεξίπησζε απηή επηιέγεηαη ε ηερληθή α 

  
( ) ( )a br r (16), ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη αδηάθνξν πνηα απφ ηηο  δχν 

ηερληθέο ζα ρξεζηκνπνηεζεί 
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 Βι. Τπνζεκείσζε 3 
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( ) ( )a br r  (17), ζηελ πεξίπησζε απηή επηιέγεηαη ε ηερληθή β 

Δίλαη θαλεξφ φηη ζηελ πεξίπησζε απηή ηζρχεη, φηη θαη ζηελ πεξίπησζε 2.1. 

 

5.2 Υαξαδνθηαλά ζπζηήκαηα Παξαγωγήο 

 

Μέζσ ηνπ πξνβιήκαηνο κεηαζρεκαηηζκνχ ν von Charasoff, εθηφο ηνπ ίδηνπ ηνπ 

πξνβιήκαηνο, δίλεη θαη κηα ιχζε ζην πξφβιεκα ηεο επηινγήο ηερληθήο. πσο έρεη 

πξνεγνπκέλσο αλαθεξζεί ε επηινγή ηεο πιένλ θεξδνθφξαο ηερληθήο, είλαη δπλαηή ζε 

κε δηαζπψκελα ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο, ζε γεηηνληθέο φκσο ηερληθέο θαζψο θαη 

ζε corn economies. Μηα άιιε πεξίπησζε κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο είλαη θαη κε ην 

θξηηήξην ηνπ von Neumann. Χζηφζν ην ζχζηεκα πνπ ρξεζηκνπνηεί ν von Neumann 

είλαη έλα ραξαδνθηαλφ ζχζηεκα (απιήο ή  ζχλζεηεο)
294

 παξαγσγήο. 

5.2.1 Σν κνληέιν 

Οξίδεηαη ε κήηξα Α,  

Α
295

, ε nxn κήηξα ησλ εηζξνψλ ζε  εκπνξεχκαηα αλα κνλάδα παξαγφκελνπ 

πξντφληνο, ελ πξνθεηκέλσ: 

 

11 12 13

0 0 0

0 0 0

a a a

A

 
 

  
 
 

≥0 

, ην 1xn δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε εξγαζία αλά κνλάδα παξαγφκελνπ πξντφληνο, κε 

>0, ελ πξνθεηκέλσ 

1 2 3( , , )  

Υ ην nx1 δηάλπζκα ηνπ αθαζάξηζηνπ πξντφληνο ηνπ ζπζηήκαηνο, ελ πξνθεηκέλσ 

                                                           
294

 Καζψο ν ίδηνο ν von Neumann δελ θάλεη ξεηά δηάθξηζε κεηαμχ ηνπο. 

295
 Γ. ηακάηεο(1995) ζει. 537-555. 
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Υ=s=

1

1

1

 
 
 
 
 

 

Δπηπιένλ νξίδνληαη ηα δηαλχζκαηα: 

1

2

3

1

0

0

0

1

0

0

0

1

s

s

s

 
 

  
 
 

 
 

  
 
 

 
 

  
 
   

Σέινο ζαλ r, νξίδεηαη ην εληαίν (θνηλφ γηα φια ηα εκπνξεχκαηα) πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ 

ζπζηήκαηνο: 

max,0r r R   

O Charasoff ππνζέηεη, φηη  

3

1

1

3

2

1

3

3

1

1

0

0

j

j

j

j

j

j

a

a

a



















 

 Δπνκέλσο βάζεη ηνπ γλσζηνχ ζεσξήκαηνο ησλ Perron Frobenius, ε κέγηζηε ηδηνηηκή 

κηα κήηξαο, βξίζθεηαη, αλάκεζα ζην κέγηζην θαη ην ειάρηζην ησλ αζξνηζκάησλ ησλ 

γξακκψλ κηαο κήηξαο,  ζπλεπψο: 

0 1A

m   
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Δπνκέλσο, ε ελ ιφγσ ηερληθή είλαη παξαγσγηθή
296

. 

Οξίδεηαη ζαλ Τ ην nx1 δηάλπζκα ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο ηνπ ζπζηήκαηνο
297

 θαη 

ζπλεπάγεηαη 

Τ=(Η-Α)Υ-(Η-Α)s=

0

1

1

 
 
 
 
 

≥0 θαη επνκέλσο είλαη παξαγσγηθή. 

Οξίδεηαη ζαλ d ην 1xn δηάλπζκα ηνπ πξαγκαηηθνχ σξνκηζζίνπ, d≥0 

2(0, ,0)d d  

θαη ην γηλφκελν δηαλπζκάησλ d , ηελ κήηξα ησλ πξαγκαηηθψλ κηζζψλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο: 

2 1 2 2 2 3

0 0 0

d =

0 0 0

d d d

 
 
 
 
 

 

Ο Charasoff ππνζέηεη φηη 

3

2

1

1
i

d i


  , κε άιια ιφγηα, φηη ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ 

ηεο 2
εο

 γξακκήο, είλαη ίζα κε ηε κνλάδα. 

ηελ ζπλέρεηα νξίδεηαη ε θαηά κηζζηαθά εκπνξεχκαηα πξνζαπμεκέλε, κήηξα ησλ 

εηζξνψλ ζε εκπνξεχκαηα αλά κνλάδα παξαγφκελνπ πξντφληνο, δειαδή ε Ā=Α+ d , 

11 12 13

2 1 2 2 2 3

0 0 0

a a a

A A d d d d

 
 

    
 
 

 

Δπνκέλσο ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο Ā είλαη κηθξφηεξε ηεο κνλάδαο, βάζεη ηνπ 

γλσζηνχ ζεσξήκαηνο ησλ Perron Frobenius, φηη ε κέγηζηε ηδηνηηκή κηα κήηξαο, 

βξίζθεηαη, αλάκεζα ζην κέγηζην θαη ην ειάρηζην ησλ αζξνηζκάησλ ησλ γξακκψλ κηαο 

                                                           
296

 Βι. Γ. ηακάηεο, (1998),ζει 89. 

297
 ην νπνίν ρξεζηκνπνηεί κηα ηερληθή απιήο παξαγσγήο 
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κήηξαο. Δλ πξνθεηκέλσ έρνπκε: 0 1A

m  . Με άιια ιφγηα ε ελ ιφγσ ηερληθή είλαη 

γηα ην δεδνκέλν πξαγκαηηθφ σξνκίζζην d≥0, πξνζνδνθφξα
298

 

Οξίδεηαη ζαλ Y , ην ππεξπξντφλ ηεο ελ ιφγσ ηερληθήο. Καη έρνπκε: 

3

0

) ) 0

1

( (Y A X A s sI I
 
 

   
 
 

    , επνκέλσο ην ππεξπξντφλ ηεο ηερληθήο είλαη 

ίζν κε s3, κε κηα κνλάδα δειαδή ηνπ εκπνξεχκαηνο 3. 

Δίλαη θαλεξφ, φηη πξφθεηηαη γηα έλα ζχζηεκα πνπ ραξαθηεξίδεηαη απφ κηα 

δηαζπψκελε ηερληθή απιήο παξαγσγήο. Σν ζχζηεκα απηφ δηαζπάηαη ζε δχν 

ππνζπζηήκαηα. Σν έλα παξάγεη ηα αλαπαξαγσγηθά εκπνξεχκαηα 1 θαη 2, ελψ ην 2
ν
 

ππνζχζηεκα παξάγεη κφλν ην κε αλαπαξαγφκελν εκπφξεπκα 3. Ο Charasoff νλνκάδεη 

ην αλαπαξαγσγηθφ ππνζχζηεκα, Grundproduction θαη ην κε αλαπαξαγσγηθφ  

Nebenproduction ή Mehrproduction, ή Luxusproduction
299

 . 

Δλ ζπληνκία αλαθέξεηαη φηη
300

: 

Ζ ζπλνιηθή παξαγσγή ηνπ αλαπαξαγσγηθνχ ππνζπζηήκαηνο είλαη ίζε κε: 

1 2 3 1 2

1

[ A, A, A] 1

0

T T Ts s s s s

 
 

    
 
 

T 

Γηα ηελ ηηκή ηνπ ππνπξντφληνο
301

 ηζρχεη: 

ps3=p(I-Ā)(s1+s2)(1+rκ)= p3 

Ζ αμία ησλ ζπλνιηθψλ ελδηάκεζσλ εηζξνψλ ζε κέζα παξαγσγήο θαη κηζζηαθά 

εκπνξεχκαηα είλαη 1 2p p . πκβνιίδνληαο κε r ην γεληθφ πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ ππφ 

εμέηαζεο ζπζηήκαηνο, ηζρχεη: 

                                                           
298

 Βι. Γ. ηακάηεο, (1998), ζει 96- 97. 

299
 Βι Γ. ηακάηεο ,(1995) ζει 541. 

300
 ην ίδην, ζει 542. 

301
 γηα ην πψο εμάγνληαη νη ζρέζεηο, βι. Γ. ηακάηεο, (1995), ζει.542. 
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3

1 2

p
r

p p



 

O Charasoff, νξίδεη πξψηα ην r θαη κεηά ην p. Γειαδή πξνζδηνξίδεη ην r πξηλ θαη 

αλεμάξηεηα απφ ηηο ηηκέο. Απηφ γίλεηαη κε ηελ θαηαζθεπή ελφο πξφηππνπ 

αλαπαξαγσγηθνχ ζπζηήκαηνο. 

  ηελ ζπλέρεηα ππνζηεξίδεη, φηη ππάξρεη έλα n γηα ην νπνίν  ηα κέζα παξαγσγήο απφ 

ηα νπνία απνηειείηαη ην Ās, έρνπλ ηελ ίδηα ζχλζεζε
302

. Δπνκέλσο: 

1 1

1 2

1 1

2 3

0

0

n n

n n

aA s A s

A s A s

 

 

 

 
, φπνπ α, β ζεηηθέο ζηαζεξέο. 

Δπνκέλσο γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ πξφηππνπ αλαπαξαγσγηθνχ ζπζηήκαηνο  (rπ) 

ηζρχεη: 

1

3

1

1 2
1( )

n

n

pA s
r

pA s s








 


 

Αλ ην r  παξηζηά ην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ αλαπαξαγσγηθνχ ζπζηήκαηνο, ζχκθσλα 

κε ηνλ Charasoff, ην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ πξφηππνπ αλαπαξαγσγηθνχ ζπζηήκαηνο, 

ηζνχηαη κε  ην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ αξρηθνχ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο
303

. πλεπψο: 

r r  

Αθνχ, φπσο πξνείπακε ππάξρεη έλα εληαίν γηα φια ηα εκπνξεχκαηα, πνζνζηφ 

θέξδνπο, κε άιια ιφγηα έλα γεληθφ πνζνζηφ θέξδνπο, ηφηε ηζρχεη: 

1
r







 

Έηζη, αθνχ πξνζδηνξηζηεί ην γεληθφ πνζνζηφ θέξδνπο, πξνζδηνξίδνληαη θαη νη ηηκέο 

παξαγσγήο. πλεπψο ζηελ δεδνκέλε πεξίπησζε ηζρχεη: 

32

1 1

,
pp

a
p p

  .  

                                                           
302

 ην ίδην, ζει 543. 

303
 Βι Γ. ηακάηεο,(1995), ζει. 544-545. 
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Με άιια ιφγηα ζπλεπάγεηαη ην δηάλπζκα ησλ ζρεηηθψλ ηηκψλ: 

p=δ[1,α,β] 

Πνην ζχληνκα 

ηελ γεληθή πεξίπησζε ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ δηαλίζκαηνο, αθνχ πξνζδηνξηζηεί ην 

γεληθφ πνζνζηφ θέξδνπο κε ηνλ ίδην ηξφπν, γίλεηαη κε ηελ ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

p[I-Ā(1+r)]=0 

ηελ ζπλέρεηα γηα 
1

1

A

m
r

 


, δειαδή γηα p αξηζηεξφ ηδηνδηάλπζκα ηεο κήηξαο Ā 

ζπλεπάγεηαη, έλα απζηεξά ζεηηθφ ή έζησ εκηζεηηθφ δηάλπζκα ηηκψλ, πνπ αληηζηνηρεί 

ζηελ κέγηζηε ηδηνηηκή
304

. 

 

5.2.2 ΦΑΡΑΖΟΥΙΑΝΑ ΤΣΗΜΑΣΑ ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΚΑΙ ΕΠΙΛΟΓΗ ΣΕΦΝΙΚΗ 

 

Έζησ ηα πξφηππα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα ],[ xA , φπνπ x, 0x ,  ην αθαζάξηζην 

πξντφλ ησλ ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ θαη ηαπηφρξνλα ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο 

παξαγσγήο ηα επίπεδα δξαζηεξηφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Τπελζπκίδεηαη φηη ζηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα παξαγσγήο, ην πξαγκαηηθφ 

σξνκίζζην εηζάγεηαη εμσγελψο.  

Δπνκέλσο ην πξφβιεκα ηεο επηινγήο ηερληθήο ζηα πιαίζηα ραξαδνθηαλψλ 

ζπζηεκάησλ ηίζεηαη ζε λέεο βάζεηο. ηα ζπζηήκαηα απηά, ηα γλσζηά θξηηήξηα 

επηινγήο δελ έρνπλ θάπνην ηδηαίηεξν λφεκα. Απηφ ζπκβαίλεη θπξίσο ιφγσ ηνπ φηη ην 

πξαγκαηηθφ σξνκίζζην εηζάγεηαη εμσγελψο θαη δεδνκέλεο ηεο θνηλήο ζχλζεζεο 

εηζξνψλ-εθξνψλ ην πνζνζηφ θέξδνπο
305

. Αο δνχκε ην ηειεπηαίν δηεμνδηθφηεξα. 

Σν w-r θξηηήξην δελ έρεη θάπνην ηδηαίηεξν λφεκα θαζψο δελ ππάξρεη κηα ζπλάξηεζε 

κεηαμχ w θαη r. Αληίζεηα ππάξρεη κφλν κηα αληηζηνηρία κεηαμχ πξαγκαηηθνχ 

σξνκηζζίνπ θαη πνζνζηνχ θέξδνπο. Δπνκέλσο γηα ηα δηάθνξa δχλαηαη λα ηζρχεη θάζε 

                                                           
304

 βέβαηα θαη ην r είλαη πάληνηε ζεηηθφ. 

305
 Καη ηαπηφρξνλα ν πξφηππνο ιφγνο ηνπ ζπζηήκαηνο 
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θνξά ελαο δηαθνξεηηθφο πξφηππνο ιφγνο- πνζνζηφ θέξδνπο ησλ ραξαδνθηαλψλ 

ζπζηεκάησλ. 

Δπηπιένλ ηφζν ην cost minimization θαη ν αιγφξπζκνο ηεο αγνξάο δελ έρνπλ θάπνην 

ηδηαίηεξν λφεκα, θαζψο κφλν απν ζχκπησζε
306

 κπνξεί δχν ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα 

λα έρνπλ ην ίδην πνζνζηφ θέξδνπο (πξνηππν ιφγν). 

Δπνκέλσο, ην πξφβιεκα ηεο επηινγήο ηερληθήο ζηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα, έγγπηαη 

ζηελ επηινγή εθείλεο ηεο ηερληθήο ε νπνία έρεη θαη ην κεγαιχηεξν πνζνζηφ θέξδνπο. 

ηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα νη ηηκέο παξαγσγήο νξίδνληαη απν ηελ ζρέζε
307

: 

barAIp ,(.),0)]1([ (.)(.)(.)  .  

Δθηφο ηεο ηεηξηκκέλεο ιχζεο 0(.) p , ππάξρνπλ άιιεο n ιχζεηο γηα ηελ 

0|1(|det (.)(.)  rAI  

Δθ ησλ νπνίσλ κηα κφλν ζπλεπάγεηαη απν ηελ ζεηηθφηεηα ή ηνπιάρηζηνλ ηελ 

εκηζεηηθφηεηα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. Καη απηή είλαη ε r : 

]...,,,,min[ (.)(.)

4

(.)

3

(.)

2

(.)

1

(.)

nrrrrrr   

Δπνκέλσο δχλαηαη λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

)]1([)]1([ )()()()()()( bbbaaa rAIprAIp   

)]1([)]1([ )()()()()()( bbbaaa rAIprAIp   

)]1([)]1([ )()()()()()( bbbaaa rAIprAIp   

Απν ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο έπεηαη φηη ηζρχεη: 

)1()1(
)()(

max

)(

max

)( ba AbAa pp    

                                                           
306

 Ζ θπζηθά λα είλαη ην ίδην ζχζηεκα 

307
 Δίλαη θαλεξφ, φηη ν ελ ιφγσ ηξφπνο ππνινγηζκνχ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ζε ραξαδνθηαλά 

ζπζηήκαηα παξαγσγήο, κνηάδεη αξθεηά κε απηφλ ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ησλ ηηκψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζην 

κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ ζπζηήκαηνο. 
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)1()1(
)()(

max

)(

max

)( ba AbAa pp    

)1()1(
)()(

max

)(

max

)( ba AbAa pp    

Δδψ πξέπεη λα ηνλίζνπκε φηη ν Charasoff πξψηα πξνζδηνξίδεη ην πνζνζηφ θέξδνπο 

ηνπ ζπζηήκαηνο, θαη ελ ζπλερεία πξνζδηνξίδεη ηηο ηηκέο παξαγσγήο. Δπνκέλσο γηα ην 

πνζνζηφ θέξδνπο ηζρχεη: 

r
xAp

xAIp



(.)(.)(.)

(.)(.)(.) ][
 

Με άιια ιφγηα πξφθεηηα γηα ελαλ ιφγν δπν νκνηνγελψλ κεγεζψλ ηνπ ππεξπξντφληνο 

–πνπ ιφγσ ηνπ εμσγελνπο πξνζδηνξηζκνχ ηνπ πξαγκαηηθνχ σξνκηζζίνπ, ηαπηίδεηαη 

κε ην θαζαξν πξντφλ- θαη ηνπ θζαξέληνο θεθαιαίνπ (πνπ ελ πξνθεηκέλσ εκπεξηέρεη 

θαη ηα θζαξέληα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα). 
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6 John von Neumann 

6.1 Δηζαγωγή 

 

πσο έρνπκε αλαθέξεη απφ ηελ εηζαγσγή θηφιαο ηεο παξνχζαο δηαηξηβήο κηα απφ ηηο 

ιίγεο πεξηπηψζεηο κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ είλαη απηή ηνπ κνληέινπ 

ηνπ John von Neumann.  

Αξρηθά ζα παξνπζηαζηεί ην κνληέιν ηνπ von Neumann ζηελ αξρηθή ηνπ εθδνρή. ηελ 

ζπλέρεηα ζα παξνπζηαζηεί κηα γεληθεπκέλε εθδνρή, ε νπνία βαζίδεηαη ζε απηήλ ηνπ 

Γ.ηακάηε, πνπ ην παξνπζηάδεη ζαλ έλα κνληέιν επηινγήο ηερληθήο. Σέινο ζα γίλεη ε 

πξνζπάζεηα λα απνδεηρζεί εάλ θαη θαηά πφζνλ έλα ζχζηεκα ζπγθιίλεη ζηελ ιχζε πνπ 

δίδεηαη απφ κνληέιν ηνπ von Neumann. 

6.2 Η αξρηθή εθδνρή 

Ο von Neumann ππνζηεξίδεη «φηη αληηθείκελν ηεο εξγαζίαο ηνπ είλαη ε ιχζε ελφο 

ηππηθνχ, νηθνλνκηθνχ ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ»
308

, κε ηηο αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 

1. Παξάγνληαη εκπνξεχκαηα κέζσ εκπνξεπκάησλ
309

 

2. Δπηηξέπεηαη λα ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο ηερληθά δπλαηέο δηαδηθαζίεο 

παξαγσγήο, απ’ φηη εκπνξεχκαηα. «Σν πξφβιεκα είλαη κάιινλ λα 

θαζνξίζνπκε πνηεο δηαδηθαζίεο πξάγκαηη ζα ρξεζηκνπνηνχληαη θαη πνηεο φρη». 

ην κνληέιν Γεληθήο Ηζνξξνπίαο ηνπ von Neumann, n εκπνξεχκαηα παξάγνληαη 

κέζσ m δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο. Σίζεηαη ην εξψηεκα, πνηεο δηαδηθαζίεο ζα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ σο θεξδνθφξεο, θαη πνηεο ηηκέο ζα πξνθχςνπλ.   

Γηα ην κνληέιν ηνπ von Neumann γίλνληαη νη ππνζέζεηο φηη:
310

 

a. Δίλαη δπλαηφλ m>n  θαη ζπλεπψο, ην πξφβιεκα δελ κπνξεί λα ιπζεί 

κε ηε γλσζηή ιχζε ησλ εμηζψζεσλ
311

. 

                                                           
308

 J. von Neumann (1949) ζει 1. 

309
 ηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ ηνπ von Neumann ηα εκπνξεχκαηα είλαη αλαπαξαγφκελα, θαζψο φια 

εηζέξρνληαη άκεζα ή έκκεζα ζηελ (αλα)παξαγσγή ηεο εξγαζίαο. 

310
 νη ππνζέζεηο a-g γίλνληαη ξεηά απφ ηνλ ηνπ von Neumann λ.Ν, ελψ νη h-i απφ ηνλ D. G. 

Champernowne (1945) , ελψ νη j-k απφ ηνλ D. Simpson (1970) ζει.153-154. 

311
 εδψ κπνξνχκε λα πνχκε φηη ν von Neumann  θάλεη θάπνηα λχμε γηα ηελ χπαξμε κε ηεηξάγσλσλ 

ηερληθψλ. Βι θαη Bidard (1986) 
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b. Τπάξρνπλ ζηαζεξέο απνδφζεηο θιίκαθαο (.Α.Κ) 

c. Οη θπζηθνί ζπληειεζηέο παξαγσγήο, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηεο 

εξγαζίαο, κπνξνχλ λα εθηείλνληαη ζε απεξηφξηζηεο πνζφηεηεο  

d. Οη δηαδηθαζίεο, νη νπνίεο παξάγνπλ ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα, είλαη 

απηέο πνπ ηξνθνδνηνχλ ηελ θαηαλάισζε ησλ εξγαηψλ 

e. Ζ θζνξά «θεθαιαηνπρηθψλ αγαζψλ» πεξηγξάθεηαη, κε ηελ εηζαγσγή 

δηαθνξεηηθψλ βαζκίδσλ θζνξάο, σο μερσξηζηά εκπνξεχκαηα
312

 γηα 

θάζε κηα απφ απηέο
313

 

f. Ζ θάζε κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο είλαη δηάξθεηαο κηαο κνλάδαο 

ρξφλνπ, ελψ δηαδηθαζίεο παξαγσγήο κεγαιχηεξεο δηάξθεηαο, 

δηαζπφληαη ζε απιέο δηαδηθαζίεο κνλαδηαίαο δηάξθεηαοΦ. 

g. Μπνξεί λα ππάξμεη, ε εηδηθή πεξίπησζε, φπνπ έλα εκπφξεπκα κπνξεί 

λα παξαρζεί κφλν απφ θνηλνχ κε νξηζκέλα άιια (είλαη δειαδή δπλαηή 

ε χπαξμε ζχλζεηεο παξαγσγήο). 

h. Οη εξγάηεο θαηαλαιψλνπλ φιν ην εηζφδεκά ηνπο θαη νη θαπηηαιηζηέο        

απνηακηεχνπλ θαη (επαλ)επελδχνπλ φιν ην εηζφδεκά ηνπο 

i. Τπάξρεη ηέιεηνο αληαγσληζκφο, φπνπ κεηαθξάδεηαη ζηελ χπαξμε ελφο 

εληαίνπ ζπληειεζηή επηηνθίνπ (πνζνζηνχ θέξδνπο)  

j. Σφζν ε θαηά ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα πξνζαπμεκέλε κήηξα ησλ 

εηζξνψλ ζε κέζα παξαγσγήο, ε Α
314

, φζν θαη ε κήηξα ησλ εθξνψλ , ε 

Β, είλαη δηαζηάζεσλ nxm
315

. 

k. Γελ ππάξρεη εμσγελήο ή ηειηθή δήηεζε  

Γεδνκέλνπ φηη ηα εκπνξεχκαηα παξάγνληαη κέζσ εκπνξεπκάησλ, ν von Neumann 

ζέιεη λα πξνζδηνξίζεη πνηέο δηαδηθαζίεο ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ , κε πνηά ηαρχηεηα ζα 

απμάλεηαη ε ζπλνιηθή πνζφηεηα εκπνξεπκάησλ (ξπζκφο κεγέζπλζεο ηεο νηθνλνκίαο), 

                                                           
312

 Ζ εηζαγσγή εκπνξεπκάησλ γίλεηαη κε ηελ πξνζζήθε  κηαο γξακκήο θαη κηαο ζηήιεο, ζηελ θαηά ηα 

κηζζηαθά εκπνξεχκαηα πξνζαπμεκέλε κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ θαη ζηελ κήηξα ησλ εθξνψλ. 

313
 βι. Michio Morishima Walras Economics (1970) ch. Capital and money reconsidered 

314
 ζε αληίζεζε κε ηνλ νξηζκφ γξακκψλ θαη ζηειψλ πνπ πηνζεηεί ν  von Neumann  ζηελ παξνχζα 

εξγαζία ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ έσο ηψξα γλσζηφ νξηζκφ γξακκψλ- ζηειψλ. πνπ θάζε ζηνηρείν aij 

παξηζηά ζηελ πνζφηεηα ηνπ εκπνξεχκαηνο η πνπ εηζέξρεηαη άκεζα σο κέζν παξαγσγήο /ή θαη σο 

κηζζηαθφ  εκπφξεπκα ζηελ παξαγσγή κηαο κνλάδαο ηνπ εκπνξεχκαηνο j . 

315
 κσο ε χπαξμε ηεο θαηά ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα πξνζαπμεκέλεο κήηξαο ησλ ηερληθψλ 

ζπληειεζηψλ ραξαθηεξίδεη ηελ χπαξμε ελφο αλαπαξαγσγηθνχ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο. 
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θαζψο θαη πνηέο ηηκέο πνπ ζα πξνθχςνπλ θαη πνίν ζα είλαη ην χςνο ηνπ επηηνθίνπ 

(πνζνζηνχ θέξδνπο). 

 

Οξίδνληαη νη νξζνγψληεο κήηξεο Α θαη Β, δηαζηάζεσλ n(εκπνξεχκαηα) x 

m(δηαδηθαζίεο). Άγλσζηνη  είλαη ην δηάλπζκα ησλ n ηηκψλ (p), ην πνζνζηφ θέξδνπο 

(r) θαζψο θαη ην δηάλπζκα ησλ m επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο (x) θαη ν ξπζκφο 

κεγέζπλζεο ηνπ ζπζηήκαηνο (g) 

Δπνκέλσο ηζρχνπλ νη ζρέζεηο: 

gAxBx  (1) 

rpA pB   (2) 

Αλ ζηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο  ηζρχνπλ απζηεξά νη αληζφηεηεο, ηφηε πξέπεη  λα 

ηζρχνπλ γηα ηελ (1) θαη ηελ (2), ην p=0 θαη ην x=0 αληίζηνηρα. Πξάγκα πνπ ζεκαίλεη,  

ζηελ πξψηε εμίζσζε, φηη αλ θαηαλαιψλνληαη ιηγφηεξα εκπνξεχκαηα απφ φζα 

παξάγνληαη ηφηε p=0, δειαδή ηα εκπνξεχκαηα γίλνληαη ειεχζεξα. Δλψ ζηελ δεχηεξε 

αλ κηα δηαδηθαζία είλαη κε θεξδνθφξα ηφηε απηή δελ ρξεζηκνπνηείηαη, δειαδή ην x=0. 

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ν von Neumann εηζάγεη ηελ πεξίπησζε χπαξμεο ειεπζέξσλ 

εκπνξεπκάησλ- ησλ νπνίσλ δειαδή ε ηηκή είλαη ίζε κε κεδέλ-. 

ην ζχζηεκα επνκέλσο  ππάξρνπλ m+n εμηζψζεηο θαη m+n+2 αγλψζηνη. Γηα λα 

μεπεξαζηεί ην πξφβιεκα απηφ παίξλνπκε ζρεηηθά επίπεδα δξαζηεξηφηεηαο θαη 

ζρεηηθέο ηηκέο. Μαο ελδηαθέξνπλ δειαδή, φπσο αλαθέξεη θαη ν λ.N, κφλν νη 

αλαινγίεο x1:….:xm θαη p1:…:pn . Έηζη νη  άγλσζηνη κεηψλνληαη ζε m+n .κσο, θαηά 

ηνλ λ.N επεηδή νη (1) θαη (2) δελ είλαη ηζφηεηεο, αιιά «κάιινλ πεξίπινθεο 

αληζφηεηεο», ηίπνηε δελ εγγπείηαη, φηη ην ζχζηεκα έρεη φλησο ιχζε, παξφηη ν αξηζκφο 

ησλ ζρέζεσλ είλαη ίζνο, κε απηφλ ησλ αγλψζησλ. 

Μάιηζηα παξαηεξεί κηα δπηθή ζπκκεηξία
316

 ησλ φξσλ x,g θαη p,r αληίζηνηρα, ησλ 

ζρέζεσλ (1) θαη (2) θαζψο θαη ησλ φξσλ «κε ρξεζηκνπνηνχκελε δηαδηθαζία» θαη 

ειεχζεξα αγαζά αληίζηνηρα. 
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 Αλαθνξά ζηελ δπηθφηεηα ησλ ηηκψλ κε ηηο ηερληθέο θάλνπλ θαη Ch.Bidard θαη N.Salvadori  (1995), 

φπνπ ελδεηθηηθά αλαθέξνπκε ηα ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία θαηαιήγνπλ: 



278 
 

                                                                                                                                                                      
Οη Bidard θαη Salvadori νξίδνπλ ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα δηαλχζκαηα ℓΑ

h
 

(h=1,2,3,…,s) θαη εμεηάδνπλ θαηά πφζνλ απφ απηέο πξνθχπηνπλ δηαλχζκαηα ηηκψλ παξαγσγήο, πνπ λα 

αλήθνπλ ζηνλ ίδην δηαλπζκαηηθφ ρψξν. Γειαδή πξνζπαζνχλ λα ζρεηίζνπλ ηηο ηηκέο παξαγσγήο κε ηελ 

έκκεζε (λεθξή) εξγαζία πνπ απαίηεζε ε παξαγσγή ησλ κέζσλ παξαγσγήο. Με άιια ιφγηα ειέγρνπλ 

αλ νη ηηκέο παξαγσγήο είλαη πξντφλ γξακκηθνχ κεηαζρεκαηηζκνχ ηεο λεθξήο εξγαζίαο πνπ απαίηεζε ε 

παξαγσγή ησλ κέζσλ παξαγσγήο. 

Οη Bidard θαη Salvadori εμεηάδνπλ αλ θαη θαηά πφζνλ είλαη δπλαηφλ απφ κηα ηερληθή [Α,ℓ] λα 

ζπλεπάγνληαη δηαλχζκαηα ηηκψλ γηα θάζε χςνο ηνπ r, 1 ir R   . Γειαδή ειέγρνπλ εάλ νη ηηκέο 

είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε ηνπ r ή απιψο είλαη κηα αληηζηνηρία (correspondence), αθφκα θαη ζηελ 

πεξίπησζε φπνπ ε δηάζηαζε ηνπ ππν εμέηαζηλ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ είλαη κηθξφηεξε απφ ηνλ αξηζκφ 

ησλ δηαδηθαζηψλ. Αλαθέξνληαη δειαδή, ζηελ πεξίπησζε φπνπ νη ζηήιεο ηεο Α είλαη γξακκηθψο 

εμαξηεκέλεο θαη ζπλεπψο αλαθέξνληαη ζηελ πεξίπησζε κηαο ηδηάδνπζαο κήηξαο Α. 

ην ζεκείν απηφ εμεηάδνπκε ην νηθνλνκηθφ λφεκα ησλ πξνηάζεσλ ησλ Bidard θαη Salvadori. 

Πξόηαζε 1: 

Τπνζηεξίδνπλ φηη ζην δηάζηεκα 1 ir R    ππάξρνπλ s ζηνλ αξηζκφ (φζν θαη ε δηάζηαζε ηνπ Δ) 

γξακκηθψο αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα ηηκψλ παξαγσγήο, πνπ αληηζηνηρνχλ ζε s+1 ηηκέο ηνπ r. Καζψο 

επίζεο, φηη θάζε δηάλπζκα , 1,2,3,..., 1
(1 )

i

i i

w
i s

p r

 
  

 
 είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεην. Γειαδή 

ππνζηεξίδνπλ θάηη ήδε γλσζηφ απφ ηελ βηβιηνγξαθία, φηη ζην νηθνλνκηθά ζεκαληηθφ δηάζηεκα ησλ 

ηηκψλ, δειαδή ζην 1 r R    

Πξόηαζε 2: 

ηελ πξφηαζε απηή, νη Bidard θαη Salvadori, ππνζηεξίδνπλ, φηη ηα s+1 δηαλχζκαηα ηηκψλ παξαγσγήο, 

πνπ παξάγνληαη απφ s+1 δηαθξηηά πνζνζηά θέξδνπο, είλαη κεηαμχ ηνπο γξακκηθψο αλεμάξηεηα, ηφηε 

είλαη απνιχησο δπλαηφλ λα πξνζδηνξηζηνχλ κνλνζήκαληα γηα θάζε χςνο ηνπ r, ηα δηαλχζκαηα p(r), 

ℓA
h
 (h=1,2,…,s+1) θαη ην βαζκσηφ w. 

Πξόηαζε 3: 

ηελ 3ε πξφηαζε νη Bidard θαη Salvadori ππνζηεξίδνπλ φηη φηαλ γηα δεδνκέλν ir  νη ηηκέο παξαγσγήο 

θαη ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην ζπκπίπηνπλ, ηφηε νη κήηξεο Α θαη F, ζπκπίπηνπλ, αλ rank[A]=rank[F]. 

Πξόηαζε 4: 

ηελ ηέηαξηε πεξίπησζε νη ζπγγξαθείο παίξλνπλ ηελ πεξίπησζε, φπνπ ηα δηαλχζκαηα ησλ ηηκψλ είλαη 

γξακκηθψο εμαξηεκέλα, θαη κεηαμχ ηνπο ππάξρνπλ θαη θάπνηα s γξακκηθψο αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα 

ηηκψλ. Γηαηππψλνπλ δειαδή ηηο ζπλζήθεο, φπνπ απφ κηα ηερληθή, [Α,ℓ], κε Α,ℓ≥0, κπνξνχλ λα 
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θνπφο ηνπ von Neumann είλαη λα ιχζεη ην παξαθάησ ζχζηεκα εμηζψζεσλ: 

 0x   (1) 

 p 0  (2) 

 j

1

x 0
m

j

  (3) 

 i

1

p 0
n

i

  (4) 

 gAx Bx  (5) 

 rpA pB  (6) 

Γηαπηζηψλεη φκσο, φηη ππάξρνπλ ιχζεηο ησλ (1-6), νη νπνίεο είλαη δπλαηφλ λα 

ηζρχνπλ γηα  δηαθνξεηηθά x1:….:xm θαη p1:…:pn. Απηφ φκσο πνπ πξνθαιεί εληχπσζε 

είλαη, φηη φιεο ηηο ιχζεηο r θαη g «νθείινπλ λα έρνπλ ηελ ίδηα ηηκή», δειαδή λα 

πξνζδηνξίδνληαη κνλνζήκαληα. 

                                                                                                                                                                      
παξαρζνχλ s+1 δηαλχζκαηα ηηκψλ παξαγσγήο πνπ ζπλαξηψληαη κε ηα αληίζηνηρα s+1 νλνκαζηηθά 

σξνκίζζηα θαη πνζνζηά θέξδνπο. 

Πξόηαζε 5: 

ηελ πξφηαζε απηή νη ζπγγξαθείο πξνζπαζνχλ λα δηαηππψζνπλ ηελ ζπλζήθε εθείλε ε νπνία 

εμαζθαιίδεη, βάζε θαη ησλ ππνζέζεσλ ηεο πξφηαζεο 4, φηη απφ έλα πνζνζηφ θέξδνπο 0r , 

ζπλεπάγνληαη ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο 0p θαη ην νλνκαζηηθφ σξνκφζζην 0w . Γειαδή 

ππάξρεη κηα ζπλάξηεζε( θαη φρη αληηζηνηρία) πνπ ζπλδέεη ην r κε ην δηάλπζκα p θαη ην βαζκσηφ w. 

Πξόηαζε 6: 

ηελ έθηε πξφηαζε έρνπκε κηα ζχλζεζε- γελίθεπζε ησλ 5 παξαπάλσ πξνηάζεσλ, δειαδή γηα έλαλ 

ηπραίν αξηζκφ απφ δείθηεο (-δηαδηθαζίεο) κπνξνχκε λα κεηαβνχκε ζε κηα θαλνληθή ηερληθή θαη κηα 

ζρέζε κεηαμχ r, w θαη r γηα ηηο νηθνλνκηθά ζεκαληηθέο ηηκέο ηνπ r. 
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ηελ ζπλέρεηα o von Neumann πξνηείλεη έλαλ «απιφ ηξφπν», ψζηε λα πξνζδηνξίζεη 

ακέζσο ηα r θαη g.
317

 Τπνζέηεη κάιηζηα γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο φηη: 

Ηζρχεη πάληνηε ην Α+Β>0 ,φπνπ Α, Β 0 

πλερίδνληαο ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ r θαη g, ππνζέηεη κηα ππνζεηηθή ιχζε x,g θαη 

p,r ησλ (1-4).Ο von Neumann απνθιείνληαο ηηο πεξηπηψζεηο ησλ απζηεξψλ 

αληζνηήησλ ζηηο (5) θαη (6), φπνπ ηα x=p=0 ζα παξαβίαδαλ ηηο ζρέζεηο 3 θαη 4 

αληίζηνηρα. 

Οξίδεη ην πνζνζηφ θέξδνπο θαη ην ξπζκφ κεγέζπλζεο ηνπ ζπζηήκαηνο σο εμήο: 

 

 
1

1,2,...

1

m

ij j
m

j

m
j

ij j

j

b x

g Min

a x












 (7) 

 
1

1,2,...

1

m

ij j
m

j

m
j

ij j

j

b x

r Max

a x












 (8) 

Δίλαη εκθαλέο, φηη ε (7) θαη (8) δελ κπνξεί λα πάξεη ηελ ηηκή 
0

0
 , ε νπνία ζπλ ηνηο 

άιινηο αληηβαίλεη ζηηο (1-4) θαη (7). Με απηφλ ηνλ ηξφπν, απινπνηνχληαη νη 

παξαπάλσ ζρέζεηο σο εμήο: 

 
1

1

m

ij j

j

m

ij j

j

b x

g

a x










 (9) 

 
1

1

m

ij j

j

m

ij j

j

b x

r

a x










 (10) 
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 είλαη εκθαλήο ε νκνηφηεηα ηνπ ζπιινγηζκνχ ηνπ κε ηελ ιχζε πνπ δίλεη ν von Charasoff γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο πξηλ θαη αλεμάξηεηα απφ ηηο ηηκέο. 
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κσο ζηηο (7) θαη (8), ηα x,p ζεσξνχληαη δεδνκέλα. Δπνκέλσο ν von Neumann έρεη 

λα ιχζεη ηηο (i-vi) σο πξνο xj θαη pi 

ηελ ζπλέρεηα πξνρσξάκε ζηελ ιχζε ησλ ζρέζεσλ: 

 ' 0x   (11) 

 p' 0  (12) 

 j

1

x ' 0
m

j

  (13) 

 i

1

p ' 0
n

i

  (14) 

 gAx' Bx  (15) 

 rp'A pB'  (16) 

 

Απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο πξνθχπηεη 

 1 1

1 1

' '
( , )

' '

m n

ij j i
j i

j i m n

ij j i
j i

b x p
x p

a x p

 

 

 
 

 

 (17) 

 

Έζησ πάιη φηη ηα x θαη p, νη ππνζεηηθέο ιχζεηο, θαη x΄ θαη p΄ ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ 

ηθαλνπνηνχλ φκσο ηηο ζπλζήθεο (1-4) θαη (a-d) αληίζηνηρα. 

ηελ ζπλέρεηα παξαηεξεί, φηη ε Φ(Υ,Ρ΄) παίξλεη ηελ ειάρηζηε ηεο ηηκή σο πξνο Ρ΄, 

εάλ Ρ’ =Ρ (15),  θαη φηη ε Φ(Υ΄,Ρ) παίξλεη ηελ κέγηζηε ηεο ηηκή σο πξνο Υ΄, εάλ Υ΄ 

=Υ (16). 

Έηζη ην δήηεκα ηίζεηαη απφ ηνλ  λ.N σο εμήο: 

«Οξίδνπκε  ηελ (Υ΄,Ρ΄) φπνπ ην πεδίν νξηζκνχ ηεο  θξάδεηαη απφ ηηο a-d. Έηζη 

δεηνχκε»: «Να βξεζεί έλα ζαγκνεηδέο ζεκείν Υ΄ =Υ, Ρ΄ =Ρ, φπνπ δειαδή ε (Υ,Ρ΄) 

παίξλεη ηελ ειάρηζηε ηνπ ηηκή σο πξνο Ρ΄ θαη ηελ κέγηζηε ηεο ε (Υ΄,Ρ) σο πξνο Υ΄». 
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Απφ ηηο (5) (15
*
) θαη (8) θαζψο θαη (6), (16

*
) θαη (17) πξνθχπηεη: 

 1 1

1 1

' '
( , )

' '

m n

ij j i
j i

j i m n

ij j i
j i

b x p
x p r

a x p

 

 

 
  

 

 (18) 

 

 1 1

1 1

' '
( , )

' '

m n

ij j i
j i

j i m n

ij j i
j i

b x p
x p g

a x p

 

 

 
  

 

 (19) 

 

 

Δπνκέλσο γηα ηνλ von Neumann: «ην πξφβιεκά καο κπνξεί λα ιπζεί, εάλ δειαδή ε  

03 - Norah Jones - Light as a Feather.mp3 Φ(Υ΄,Ρ΄) έρεη έλα ζαγκνεηδέο ζεκείν Υ΄=Υ, 

Ρ΄=Ρ ψζηε r=g= Φ(Υ,Ρ)= ε ηηκή ζην ζαγκνεηδέο ζεκείν»
318

. 

ηελ ζπλέρεηα, θαη ιφγσ ηεο νκνγέλεηαο ηεο Φ(Υ΄,Ρ΄) σο πξνο ηα Υ΄ θαη Ρ΄, ην 

πξφβιεκα δελ αιιάδεη αλ αιιάμνπκε ηελ ηππνπνίεζε ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο 

θαη ησλ ηηκψλ αληίζηνηρα κε : 

 

 
1

1
m

j

j

x


  (20) 

 
1

1
n

i

i

p


  (21) 

ηελ ζπλέρεηα ν von Neumann ρξεζηκνπνηψληαο, θαη απνδεηθλχνληαο έλα ιήκκα 

ζηαζεξνχ ζεκείνπ, θηάλεη θαη ζην βαζηθφ ζπκπέξαζκά ηνπ, φηη ππάξρεη  κία 

ηνπιάρηζηνλ ιχζε ησλ x,p,r,g , φπνπ ηα g,r έρνπλ ηελ ίδηα αξηζκεηηθή ηηκή. Με άιια 

                                                           
318

 Βι. John von Neumann (1937) ζει5 
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ιφγηα ην πνζνζηφ θέξδνπο θαη ν πιηθφο ξπζκφο κεγέζπλζεο ηεο νηθνλνκίαο είλαη ίζνη 

θαη κνλνζήκαληα πξνζδηνξηζκέλνη γηα φιεο ηηο ζρεηηθέο δπλαηέο δηαδηθαζίεο. 

Φζάλεη ζην ζπκπέξαζκα φηη ν κέγηζηνο (θαζαξά ηερληθά δπλαηφο) ζπληειεζηήο 

κεγέζπλζεο ηεο νηθνλνκίαο είλαη ίζνο κε ηνλ ειάρηζην ζπληειεζηή επηηνθίνπ. 

 

6.3 Μηα γεληθεπκέλε εθδνρή 

 

ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη, φπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ, κηα αθφκα εθδνρή 

βαζηζκέλε, ζε απηήλ ηνπ Γ. ηακάηε, ζην άξζξν ηνπ « Μηα γεληθή ιχζε ηνπ 

κνληέινπ γεληθήο ηζνξξνπίαο θαη νηθνλνκηθήο κεγέζπλζεο ηνπ John von Neumann 

γηα, δηαρσξίζηκεο ή κε δηαρσξίζηκεο θαη απιψο ε πνιιαπιψο δηαζπψκελεο ηερληθέο 

παξαγσγήο». ην άξζξν απηφ
319

, απνδεηθλχεηαη φηη «…ππάξρεη έλα κέγηζην πνζνζηφ 

θέξδνπο, ην νπνίν είλαη ίζν κε ηνλ σο πξνο ηηο επελδχζεηο κέγηζην πιηθφ ξπζκφ 

κεγέζπλζεο ηνπ ζπζηήκαηνο». 

Έηζη ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ηα εμήο: 

 Έζησ Α, ε θαηά ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα πξνζαπμεκέλε κήηξα ησλ ηερληθψλ 

ζπληειεζηψλ, αλά κνλάδα άκεζεο εξγαζίαο θαη Β ε κήηξα ησλ εθξνψλ, αλά κνλάδα 

άκεζεο εξγαζίαο
320

. Καη νη δχν κήηξεο, είλαη δηαζηάζεσλ nxm, φπνπ n<m. Έηζη ην 

ππφ εμέηαζε ζχζηεκα, ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ ηερλνινγία [Α, Β]. Δπνκέλσο ην  

ζχζηεκα απνηειείηαη απφ 
m

n

 
 
 

 δηαθνξεηηθέο ηεηξάγσλεο  ηερληθέο παξαγσγήο , νη 

νπνίεο δχλαληαη λα παξάμνπλ θαη ηα n εκπνξεχκαηα. 

ηελ ζπλέρεηα νξίδνληαη νη ηερληθέο [Α
(d)

, B
(d)

], dD={1,2,…, 
m

n

 
 
 

} , φπνπ Α
(d)

 θαη 

B
(d)

, ε θαηά ηα κηζζηαθά εκπνξεχκαηα nxn πξνζαπμεκέλε κήηξα ησλ ηερληθψλ 

ζπληειεζηψλ, αλά κνλάδα άκεζεο εξγαζίαο θαη  ε κήηξα ησλ εθξνψλ, αλά κνλάδα 

άκεζεο εξγαζίαο, αληίζηνηρα. Δπηπιένλ, θακία απφ δπν απηέο κήηξεο δελ έρεη 
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 Γ. ηακάηεο, (1996)  ζει. 207-230.  

320
 Τπνζέηνπκε, φηη θακία ζηήιε θαη γξακκή ηεο Α θαη ηεο Β δελ είλαη γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ 

ππνινίπσλ γξακκψλ θαη ζηειψλ ηεο Α θαη ηεο Β αληίζηνηρα. 
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κεδεληθέο ζηήιεο
321

, δειαδή δελ ππάξρνπλ εηζξνέο ρσξίο εθξνέο θαη ηνχκπαιηλ. 

Δπηπιένλ, γηα ηελ B
(d)

 ηζρχεη, φηη θακία ηεο γξακκή δελ είλαη κεδεληθή, κε άιια 

ιφγηα, φηη δχλαηαη λα παξάγεη, φια ηα n δπλάκελα  λα παξαρζνχλ εκπνξεχκαηα
322

. 

Γίλεηαη γηα κία αθφκα θνξά ε ππφζεζε , φηη θαη ζηηο Α
(d)

 θαη B
(d) 

δελ ππάξρνπλ 

γξακκηθψο εμαξηψκελεο γξακκέο θαη ζηήιεο, δειαδή νη κήηξεο απηέο δελ είλαη 

ηδηάδνπζεο. Δπηπιένλ, φιεο νη ηερληθέο [Α
(d)

,B
(d)

] δηαθέξνπλ αλά δχν  θαηά κία 

δηαδηθαζία παξαγσγήο. 

Δπηπιένλ ιφγσ ηνπ, φηη m>n, δχλαηαη λα ππάξρνπλ θαη ηερληθέο [Α
(f)

,B
(f)

], πνπ 

δηαθέξνπλ απφ θάπνηα άιιε ηερληθή [Α
(g)

,B
(g)

], θαηά κία  ή πεξηζζφηεξεο ή φιεο ηηο n 

δηαδηθαζίεο παξαγσγήο
323

. 

Δθηφο απφ ηηο δηαζέζηκεο 
m

n

 
 
 

, ηερληθέο παξαγσγήο, ππάξρνπλ -ζηελ πεξίπησζε πνπ 

ππάξρνπλ δηαρσξίζηκεο
324

 ή δηαζπψκελεο ηερληθέο- θαη ζ, έζησ ζην πιήζνο, ηερληθέο 

πνπ πεξηιακβάλνπλ ηα αλεμάξηεηα ηκήκαηα ησλ αξρηθψλ 
m

n

 
 
 

 ηερληθψλ. ηελ 

πεξίπησζε πνπ είλαη δηαζπψκελεο παξάγεη k ζηνλ αξηζκφ εκπνξεχκαηα, φπνπ k, 

0≤k<n, ρξεζηκνπνηψληαο k δηαδηθαζίεο παξαγσγήο. Αληίζεηα, ζηελ πεξίπησζε πνπ 

είλαη δηαρσξίζηκεο, παξάγεη k εκπνξεχκαηα, φπνπ k, 0≤k≤n, ρξεζηκνπνηψληαο k 

δηαδηθαζίεο παξαγσγήο. 

πλνςίδνληαο, βιέπνπκε, φηη ππάξρνπλ μ= 
m

n

 
 
 

+ζ  δηαζέζηκεο ηερληθέο, νη νπνίεο 

δχλαληαη λα παξάμνπλ απφ έλα κέρξη θαη ηα n δπλάκελα λα παξαρζνχλ εκπνξεχκαηα. 

Δπηπιένλ γίλεηαη ε ππφζεζε, φηη θακία δηαδηθαζία παξαγσγήο δελ είλαη πιήξσο 

απηνκαηνπνηεκέλε
325

, Δπνκέλσο, ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα αλαπαξαγσγηθφ 

εκπφξεπκα. Έηζη απνθιείεηαη ε πεξίπησζε έλα ζχζηεκα λα δηαιχεηαη ζε δχν ή 

                                                           
321

 aj≥0 θαη bj≥0. 

322
 bij≥0. 

323
 g,fD θαη gf. 

324
 Γηαρσξίζηκεο ελλννχκε ηηο ηερληθέο, πνπ δχλαληαη λα παξάγεη έλα αθαζάξηζην πξντφλ, πνπ πεξηέρεη 

φια ηα n δπλάκελα λα παξαρζνχλ εκπνξεχκαηα, ζε ζεηηθέο πνζφηεηεο, ρξεζηκνπνηψληαο ιηγφηεξεο απφ 

ηηο n δηαδηθαζίεο παξαγσγήο. 

325
 Γειαδή ε άκεζε εξγαζία εηζέξρεηαη άκεζα ή έκκεζα ζε φιεο ηηο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο. 
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πεξηζζφηεξα ,κεηαμχ ηνπο αλεμάξηεηα,  ππνζπζηήκαηα, ηα νπνία παξάγνπλ 

δηαθνξεηηθά -ην έλα απφ ην άιιν- εκπνξεχκαηα. 

Δπηπιένλ γίλεηαη ε ππφζεζε, φηη νη ηερληθέο ,γηα ηηο νπνίεο γίλεηαη ιφγνο ζην άξζξν, 

είλαη ηεηξάγσλεο. 

Δίλαη δπλαηφλ λα ππάξρνπλ, είηε ηερληθέο απιήο παξαγσγήο, είηε ηερληθέο ζχλζεηεο 

παξαγσγήο
326

. ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο κπνξνχκε λα έρνπκε είηε 

δηαζπψκελεο, είηε κε δηαζπψκελεο ηερληθέο παξαγσγήο . Αληίζεηα κηα ηερληθή 

ζχλζεηεο παξαγσγήο, είλαη δπλαηφλ θαη απηή λα είλαη δηαζπψκελε, ή κε δηαζπψκελε. 

κσο ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο έρνπκε 4 ππνπεξηπηψζεηο ηερληθψλ. 

Δίηε απηέο είλαη κε δηαρσξίζηκεο θαη κε δηαζπψκελεο, είηε δηαρσξίζηκεο θαη κε 

δηαζπψκελεο, είηε δηαρσξίζηκεο θαη δηαζπψκελεο, είηε κε δηαρσξίζηκεο θαη 

δηαζπψκελεο.  

Γίλεηαη επηπιένλ ε παξαδνρή, φηη κηα ηερληθή γίλεηαη λα δηαζπάηαη απιά, δειαδή ζε 

δχν ηκήκαηα, είηε πνιιαπιά δειαδή η θνξέο ζε η+1 ηκήκαηα. 

Σειεπηαία ππφζεζε πνπ γίλεηαη είλαη απηή φηη, θάζε ηερληθή είλαη r0-πξνζνδνθφξα
327

. 

ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη κε δηαζπψκελε ή δηαζπψκελε, ηζρχεη αληίζηνηρα: 

 
(d) (d)

0[B  (1 r ) ] 0      (22) 

θαη 

 
(d) (d)

0[B  (1 r ) ] 0     (23) 

Βέβαηα (1+ r0) Α
(d)

]≥0 -1> r0 ,φπνπ r0 έλα βαζκσηφ. 

Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο δερφκαζηε, φηη -1< r0≤0. 

Έηζη γηα κε δηαζπψκελεο θαη δηαζπψκελεο ηερληθέο έρνπκε αληίζηνηρα: 

 
(d) (d) 1 [B  ] 0    (24) 

θαη 

                                                           
326

 ζην άξζξν απηφ ππνηίζεηαη ε χπαξμε «νκαιά» ζπκπεξηθεξφκελσλ δηαζπψκελσλ θαη κε 

δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο. 

327
 Βι. Γ.ηακάηε (1996) ζει 151-203 
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(d) (d) 1 [B  ] 0    (25) 

ηελ ζπλέρεηα νξίδεηαη ην 1xn δηάλπζκα p
λ
 , ησλ ηηκψλ ησλ n δπλάκεσλ λα 

παξαρζνχλ εκπνξεπκάησλ, απφ ηηο μ δηαζέζηκεο ηερληθέο παξαγσγήο. ε θάζε ηερληθή 

αληηζηνηρεί έλα κφλν δηάλπζκα p
λ
  γηα ην νπνίν ηζρχεη: 

 p 0      (26) 

Δπηπιένλ νξίδεηαη ην mx1 δηάλπζκα, x
λ
, ησλ m επηπέδσλ δξαζηεξηνηήησλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Κάζε ηέηνην δηάλπζκα έρεη k ζεηηθέο θαη m-k κεδεληθέο ζπληζηψζεο. Με 

άιια ιφγηα 

 x 0       (27) 

Έηζη ζε θάζε x
λ
 αληηζηνηρεί κηα ηερληθή παξαγσγήο, ελψ ζε θάζε ηερληθή παξαγσγήο 

αληηζηνηρεί έλα δηάλπζκα ηηκψλ p
λ
. 

Βάζεη φισλ απηψλ, πξνζδηνξίδεηαη ην πνζνζηφ θέξδνπο αθνχ ηππνπνηήζνπκε, κε 

νπνηνδήπνηε ηξφπν ηα δηαλχζκαηα ησλ ηηκψλ, ψζηε λα είλαη πιήξσο πξνζδηνξηζκέλα, 

ηφηε βάζεη ηεο ηερλνινγίαο [Α,Β] έρνπκε, γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο r
λ
(p

λ
, x

λ
) ηεο 

ηερληθήο λ 
328

: 

 ( , ) 1
v v

v v v

v v

p Bx
r p x

p Ax
   (28), κε p

λ
, x

λ
≥0.  

Έηζη ζηελ ζπλέρεηα ηίζεηαη ην πξφβιεκα ζηελ ηειηθή ηνπ κνξθή. Πνην ζπγθεθξηκέλα, 

λα βξεζεί εθείλε ε ηερληθή
329

γηα ηελ νπνία ην  r
λ
(p

λ
, x

λ
) λα είλαη κέγηζην. 

ηελ ζπλέρεηα ν ζπγγξαθέαο, αθνχ νξίζεη ηα: 

 Γx
λ
= Γx

α
= x

β
- x

α
 

 Γp
λ
= Γp

α
= p

β
- p

α
 

 Γr
λ
= Γr

α
= r

β
- r

α
 

                                                           
328

 αθνχ έρνπκε μ δηαθνξεηηθέο ηερληθέο παξαγσγήο, επνκέλσο έρνπκε θαη μ δηαθνξεηηθέο ηηκέο γηα ην 

p
λ
, νη νπνίεο δελ είλαη απαξαίηεην λα είλαη φιεο δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο. Με άιια ιφγηα ην r

λ
(p

λ
, x

λ
) 

είλαη ,ζε ηειεπηαία αλάιπζε, δηαθξηηή ζπλάξηεζε ηνπ x
λ.
 

329
, δειαδή ςάρλνπκε  εθείλν ην x

λ
  θαη εθείλεο ηηο  k απφ ηηο m δηαζέζηκεο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, νη 

νπνίεο ζπλεπάγνληαη ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο. 
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 x
λ
=  x

α
, p

λ
= p

α
, r

λ
= r

α
 

Γηα ιφγνπο ζπληνκίαο αλαθέξεηαη ην απνηέιεζκα κίαο κεηαβνιή ηνπ r
λ
: 

 
(1 )[ ]a a a a a a a a a a a a a

a

a a a a a a a a a a a a a a a a

p x p x p x r p x p x p x
r

p x p x p x p x p x p x p x p x

            
  

             
 (29) 

ηελ ζπλέρεηα εμάγνληαη νη αθφινπζεο ζπλζήθεο, ψζηε ην r
λ
 λα είλαη κέγηζην: 

 Γ r
α
≤0 

 Μεηά απφ πξάμεηο, πξνθχπηεη απφ ηελ ζρέζε γηα ηελ κεηαβνιή ηνπ r
λ
: 

[ (1 ) ] [ (1 ) ] [ (1 ) ] 0a a a a a a a a ap r x p r x p r x               

Ζ ζπλζήθε απηή φκσο, έρεη θαη έλα νηθνλνκηθφ λφεκα. Έηζη, γηα λα είλαη ην πνζνζηφ 

θέξδνπο ηεο ηερληθήο λ, κέγηζην, πξέπεη ηα ππεξθέξδε πνπ δεκηνπξγνχληαη απφ κηα 

κεηαβνιή Γx
α
, θαη αληίζηνηρα απφ κηα κεηαβνιή Γp

λ
, -απφ ηελ κεηάβαζε απφ ηελ κηα 

ηερληθή ζε κία άιιε- πξέπεη λα είλαη κηθξφηεξα ε ίζα ηνπ κεδελφο. 

ηελ ζπλέρεηα, θαη βάζεη ησλ νξηζκψλ γηα ηηο κεηαβνιέο ησλ Γx
λ
 θαη Γp

λ
, παίξλνπκε, 

αθνχ ζπκβνιίζνπκε σο C≡[B-(1+r
z
)A], ηελ αθφινπζε ζπλζήθε: 

 p Cx p Cx     (30) 

θαη γηα p
β
Cx

a
=0 ε

330
: 

 p Cx p Cx     (31) 

ηελ ζπλέρεηα, αθνχ πξνζδηνξίζηεθαλ νη ζπλζήθεο κε ηηο νπνίεο ην πνζνζηφ θέξδνπο 

είλαη γηα κία ηερληθή, είλαη κέγηζην, εμεηάδεηαη θαη ην δήηεκα ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ηνπ 

πιηθνχ ξπζκνχ κεγέζπλζεο ηνπ ζπζηήκαηνο.  

Οξίδεηαη
331

 πιένλ ην x
*
 mx1 δηάλπζκα ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηνηήησλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Σν δηάλπζκα απηφ έρεη k ζεηηθέο ζπληζηψζεο θαη m-k κεδεληθέο. 

Γειαδή ηα κεδεληθά ζηνηρεία ζην δηάλπζκα δξαζηεξηνηήησλ είλαη απηά πνπ 

απνθιείνπλ ηηο m-k δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, πνπ δελ κεγηζηνπνηνχλ ην πνζνζηφ 

                                                           
330

 ε απφδεημε απηνχ βξίζθεηαη ζην ππφ εμέηαζε άξζξν, θαη έηζη ζα ήηαλ πεξηηηφ λα αλαθεξζνχκε ζε 

απηήλ. 

331
 ηα ζχκβνια x θαη p είλαη δηαθνξεηηθά δηαλχζκαηα απφ απηά πνπ εκθαλίζηεθαλ ζηελ αξρή ηνπ 

θεθαιαίνπ. 
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θέξδνπο, θαη θαηά ζπλέπεηα δελ ρξεζηκνπνηνχληαη. Έηζη αλ ζηηο κήηξεο Α θαη Β 

απνθιεηζηνχλ νη δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, πνπ αληηζηνηρνχλ ζε κεδεληθέο ζπληζηψζεο 

ηνπ δηαλχζκαηνο  x
*
 , πξνθχπηνπλ νη kxk κήηξεο Α

*
 θαη Β

*
. Δπηπιένλ νξίδεηαη, ην 

δηάλπζκα x kx1 δηάλπζκα ησλ επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ 

κεγηζηνπνηνχζα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηερληθήο, [Α
*
, Β

*
]. Οκνίσο νξίδνπκε θαη ην 1xk 

p
 
δηάλπζκα ησλ ηηκψλ

332
 πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηερληθή [Α

*
, Β

*
]. Σν νπνίν είλαη ζεηηθφ, 

δειαδή 

 p 0  (32) 

πλεπψο γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο r
*
 ηζρχεη: 

 

*
*

*
( , ) 1

pB x
r p x

pA x
   (33) 

πλεπάγεηαη φηη: 

 
* * * *p [ (1 ) ] 0B r A x    (34) 

θαη επεηδή ην x είλαη κε πξνζδηνξηζκέλν θαη ζεηηθφ ηζρχεη: 

 
* * * *p [ (1 ) ] 0B r A    (35)

333
 

ηελ ζπλέρεηα γίλεηαη ε ππφζεζε, φηη ζηελ ηερληθή [Α
*
, Β

*
] αληηζηνηρεί έλαο εληαίνο 

γηα ηα k πξάγκαηη παξαρζέληα εκπνξεχκαηα, εληαίνο πιηθφο ξπζκφο κεγέζπλζεο κ
*
, ν 

νπνίνο λα είλαη ίζνο κε ηνλ κέγηζην ξπζκφ κεγέζπλζεο. Δπνκέλσο: 

 
* *r    (36) 

ρεκαηίδεηαη ην ζχζηεκα θπζηθψλ πνζνηήησλ: 

  * *B x 1       (37) 

Θεσξείηαη φηη (Β
*
- Α

*
)
-1

>0 

Καη γηα ην ζχζηεκα ηηκψλ παίξλνπκε φηη: 

                                                           
332

 ην νπνίν είλαη πιήξσο πξνζδηνξηζκέλν, εμαηξέζεη ελφο βαζκσηνχ.  

333
 πξφθεηηαη δειαδή γηα ην γλσζηφ καο ζχζηεκα ηηκψλ. 
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* *p(I  r H ) 0   (38) 

, φπνπ H
*
= Α

*
(Β

*
- Α

*
)
-1

  (≥0) 

Αληίζηνηρα παίξλνπκε γηα ην ζχζηεκα ησλ θπζηθψλ πνζνηήησλ: 

 
* *(I  ) 0    (39) 

, φπνπ Ε
*
= Β

*
- Α

*
)
-1

 Α
*
 (≥0) 

κσο ην p θαη ην x είλαη αξηζηεξφ θαη δεμί ηδηνδηάλπζκα ηεο κήηξαο Ζ
*
 θαη Ε

*
 

αληίζηνηρα. 

πλεπψο
334

: 

  

 
*

* 1
0r




   (40) 

θαη 

 
*

* 1
0




   (41) 

Άξα ππάξρεη ιχζε ζην ζχζηεκα ηνπ von Neumann  , φηαλ r
*
= κ

*
. κσο, φπσο 

αλαθέξεηαη παξαπάλσ, είλαη δπλαηφλ λα ππάξρνπλ παξαπάλσ απφ κία 

κεγηζηνπνηνχζεο ην πνζνζηφ θέξδνπο ηερληθέο. πλεπψο ππάξρνπλ παξαπάλσ απφ 

έλα αληίζηνηρα x
* 

,ηα νπνία κεγηζηνπνηνχλ ην πνζνζηφ θέξδνπο. Σν ζχζηεκα πνπ 

πεξηγξάθεηαη είλαη πξφηππν, αθνχ εηζξνέο, εθξνέο θαη ππεξπξντφλ, έρνπλ ηελ ίδηα 

ζχλζεζε, θαη πξφηππν ιφγν ίζν κε κ
*
, πξάγκα πνπ θαίλεηαη απφ ην ζχζηεκα θπζηθψλ 

πνζνηήησλ
335

.  

                                                           
334

 φπνπ *


 θαη *


 νη κέγηζηεο ηδηνηηκέο ησλ κεηξψλ Ζ
*
 θαη Ε

*
 αληίζηνηρα 

335
 είλαη ζαθήο ε νκνηφηεηα ηνπ κε ην ζχζηεκα ηνπ Charasoff θαη κάιηζηα είλαη φκνηνο ν ηξφπνο 

πξνζδηνξηζκνχ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. 
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ηελ ζπλέρεηα ην άξζξν, πξαγκαηεχεηαη ην πξφβιεκα ηνπ von Neumann  ζαλ 

πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο-κεγηζηνπνίεζεο
336

. Ζ ηειεπηαία κέζνδνο, φκσο δελ είλαη 

ε θαηάιιειε γηα ηελ πξαγκάηεπζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ.
337

  Ζ πξαγκάηεπζε ηνπ, 

δελ ζα παξνπζηαζηεί ζην παξφλ θείκελν, αθνχ κπνξεί εχθνια λα βξεζεί ζην 

πξσηφηππν άξζξν. Δίλαη αξθεηφ λα αλαθεξζεί φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο-κεγηζηνπνίεζεο, δελ αλαδεηνχκε ηνλ κέγηζην πιηθφ ξπζκφ 

κεγέζπλζεο ηνπ ζπζηήκαηνο, αιιά ηνλ κέγηζην νλνκαζηηθφ ξπζκφ κεγέζπλζεο. 

Γειαδή γηα λα είλαη πιήξεο ν παξαπάλσ ηξφπνο επίιπζεο, θαη λα απαληάεη ζην 

πξφβιεκα ηνπ von Neumann , πξέπεη επηπιένλ λα απνδείμεη θάπνηνο , φηη ν κέγηζηνο 

πιηθφο ξπζκφο κεγέζπλζεο ηζνχηαη κε ηνλ κέγηζην νλνκαζηηθφ ξπζκφ κεγέζπλζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Σέινο γηα λα ππάξρεη ιχζε, ζην πξφηππν απηφ ζχζηεκα, πξέπεη 

επηπιένλ λα ηζρχεη εθηφο ηνπ r
*
= κ

*
 θαη p=p

*
>0 θαη x=x

*
>0 

ηελ ζπλέρεηα ζην άξζξν, δχλεηαη ε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο, ζηηο πεξηπηψζεηο:   

 δηαζπψκελσλ θαη κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο 

 κε δηαρσξίζηκσλ θαη κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο 

 δηαρσξίζηκσλ θαη κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο 

 δηαρσξίζηκσλ θαη δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο 

 κε δηαρσξίζηκσλ θαη δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο 

Έηζη, ζα αλαθεξζνχκε ζηε ιχζε γηα θάζε δπλαηφ είδνο ηερληθψλ. Τπνζέηνληαο, φηη 

πιένλ ππάξρνπλ μ=
m

n

 
 
 

 δηαθνξεηηθέο ηεηξάγσλεο  ηερληθέο παξαγσγήο , νη νπνίεο 

δχλαληαη λα παξάμνπλ θαη ηα n εκπνξεχκαηα.  Αλαιπηηθφηεξα ε ηερλνινγία ηνπ 

ζπζηήκαηνο απνηειείηαη απφ
338

: 

 δ,δ≥0 ην πιήζνο δηαζπψκελσλ ηερληθψλ παξαγσγήο , [Α
(α)

,B
(α)

] 

                                                           

336
 Μεγηζηνπνηείηαη ην πνζνζηφ θέξδνπο ( 1

v v
v

v v

p Bx
r

p Ax
  ), σο πξνο x

v 
θαη ν νλνκαζηηθφο ξπζκφο 

νηθνλνκηθήο κεγέζπλζεο 1
v v

v

v v

p Bx
r

p Ax
  , σο πξνο p

v
. 

337
 Ζ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζαλ πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο- κεγηζηνπνίεζεο, πξνυπνζέηεη , φηη ην 

πνζνζηφ θέξδνπο είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε. 

338
 Γ. ηακάηεο, (1996)  ζει. 231-232. 
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 ε,ε≥0 ην πιήζνο δηαρσξίζηκσλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ  παξαγσγήο, 

[Α
(β)

,B
(β)

] 

 ζ,ζ≥0 ην πιήζνο δηαρσξίζηκσλ απιά δηαζπψκελσλ ηερληθψλ  παξαγσγήο, 

[Α
(γ)

,B
(γ

] 

 η,η≥0 ην πιήζνο κε δηαρσξίζηκσλ απιά δηαζπψκελσλ ηερληθψλ  παξαγσγήο, 

[Α
(δ)

,B
(δ)

] 

 θ,θ≥0 ην πιήζνο δηπιά δηαζπψκελσλ ηερληθψλ  παξαγσγήο, [Α
(ε)

,B
(ε)

] 

φπνπ 

δ+ε+ζ+η+θ=μ 

ηελ πεξίπησζε ινηπφλ, πνπ ππάξρεη ιχζε ζην πξφβιεκα ηνπ von Neumann  θαη ε 

ηερλνινγία ραξαθηεξίδεηαη, απφ ηελ χπαξμε θαη ησλ 5 εηδψλ ηερληθψλ, έρνπκε γηα ην 

r
*
  θαη ην  κ

*
: 

(α) (β) (γ) (δ) (ε) (α) (β) (γ) (δ) (ε)Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ε Ε Ε Ε Ε
r*= κ*=min[ι ,ι ,ι ,ι ι ] min[ι ,ι ,ι ,ι ι ]  

Δπνκέλσο, ε ιχζε ζην κνληέιν ηνπ von Neumann  –φηαλ βέβαηα απηή ππάξρεη-, ζα 

είλαη, γηα θάζε είδνο ηερληθψλ, κηα εθ ησλ πέληε , αληίζηνηρα πνπ αλαθέξζεθαλ ζηελ 

παξαπάλσ ζρέζε. 

ηα πιαίζηα ηνπ ζπζηήκαηνο ηνπ von Neumann, επηιέγνληαη εθείλα ηα δηαλχζκαηα 

επηπέδσλ δξαζηεξηνηήησλ γηα ηα νπνία ηζρχεη: 

(42) 1 2 1 2: max[ , ,..., ]: min[ , ,..., ]
v vv v v vvx r r r r r g g g g     

Λεθηηθά εηπσκέλν επηιέγεηαη εθείλν ην(α) κέγηζην(α) απφ ηα πνζνζηά θέξδνπο  ηεο 

θάζε ηερληθήο σο πξνο ην 
vx  ην(ηα) νπνίν (α) είλαη ίζν(α) κε ηνλ (ηνπο) ειάρηζην 

(νπο) ξπζκνχο κεγέζπλζεο ηεο ίδηαο ηερληθήο σο πξνο ην 
vp 339

. 

ηελ ζπλέρεηα ζα δηαπηζησζεί, αλ ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. Θα γίλεη ζαθέο κε άιια ιφγηα αλ ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ 

είλαη κνλνζήκαληε ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ von Neumann. Γηα ιφγνπο 

απινχζηεπζεο ζα ππνζέζνπκε φηη ην ζχζηεκα δελ κεγεζχλεηαη αιιά κέλεη 

δηαρξνληθά ζηαζεξφ. Χο εθ ηνχηνπ 0g  . ηελ ζπλέρεηα ζα εμεηαζηεί ε 

                                                           
339

 Βι. Γ. ηακάηεο (1995) 224 
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ζπκπεξηθνξά ελφο ζπζηήκαηνο ζαλ απηφ ηνπ von Neumann ζηηο παξαθάησ 

πεξηπηψζεηο: 

6.4 Απιήο παξαγωγήο 

 

6.4.1 Πεξίπηωζε 1: Οη ηερληθέο πνπ ζπγθξίλνληαη είλαη κε δηαζπώκελεο 

ηερληθέο απιήο παξαγωγήο. 

 

Γηα ην δηάλπζκα ηηκψλ ηεο θάζε ηερληθήο, ηζρχεη
340

: 

(43) 
(.) (.) (.)(1 )p p A r   

Απφ ηελ ζρέζε (16) πξνθχπηεη: 

(.) (.)

(.)

1

(1 )
p p A

r


  

 είλαη θαλεξφ, φηη  

(.)

(.)

1

(1 )

A

m
r

  
  

(44) 

(.)

(.)

(.) 1 A

m

A

m

r





  

                                                           
340

 ην ηακάηεο (1995) ζει 543, ην πνζνζηφ θέξδνπο νξίδεηαη κε ηελ αθφινπζε δηαδηθαζία: 

Πνιιαπιαζηάδνληαο κε ην δηάλπζκα ηηκψλ ηεο θάζε ηερληθήο κε ην αλάινγν δηάλπζκα 

δξαζηεξηνηήησλ ηνπ ζπζηήκαηνο,
vx  , παίξλνπκε γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο γηα θάζε ηερληθήο 

vr : 

1, , , 0,1,2,3, :
v v

v

v v

p x
r v ij i j m i j

p Ax
     

 

Χζηφζν ζηα πιαίζηα ηεο δηθήο καο αλάιπζεο ζα αθνινπζεζεί κηα πεξηζζφηεξν ζπκβαηηθή παξνπζίαζε 
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Με άιια ιφγηα ζηελ πεξίπησζε απηή ηζρχεη, φηη θαη ζε έλα ραξαδνθηαλφ κνληέιν 

απιήο παξαγσγήο. Γειαδή ην κέγεζνο 
(.)

1

(1 )r
 απνηειεί ηελ κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο 

κήηξαο 
(.)A . 

ηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο μέξνπκε φηη ην πνζνζηφ θέξδνπο 

είλαη αλεμάξηεην απφ ηελ ηππνπνίεζε πνιχ απιά γηαηί είλαη ζπλάξηεζε ηεο κέγηζηεο 

ηδηνηηκήο ηεο κήηξαο ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ. (βι. ζρέζε 17). 

Δίλαη θαλεξφ φηη έλα ραξαδνθηαλφ ζχζηεκα απιήο παξαγσγήο δελ είλαη ηίπνηε άιιν 

απφ έλα ζχζηεκα παξαγσγήο ζαλ απηφ ηνπ von Neumann ζηελ πεξίπησζε κηαο κε 

κεγεζπλφκελεο νηθνλνκίαο
341

. 

πσο θαη ζηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο, είλαη αξθεηφ γηα λα 

απνθαλζνχκε πνηα ηερληθή ζα επηιεγεί, λα γίλεη ε θαηάηαμε ηνπο βάζεη ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο πνπ απνθέξεη ε θάζε κηα. Φπζηθά ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο 

είλαη ηδηαίηεξα απιφο θαη πξνθχπηεη άκεζα απφ ηελ ζρέζε (17). 

Χζηφζν ζα γίλεη πξνζπάζεηα λα ειεγρζεί εθ λένπ αλ ην ζχζηεκα απηφ ζα ζπγθιίλεη 

ζηελ ηερληθή κε ην κέγηζην δπλαηφ r. 

Σν ηειεπηαίν ζα γίλεη κε ηελ θαηαζθεπή ελφο ηδηφηππνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο
342

 

( ,1) ( ,0) ( ) ( )

( ,2) ( ,1) ( ) ( )

(1 )

(1 )

a a b a

a a b a

p p A r

p p A r

 

  
 

(45) ( , ) ( , 1) ( ) ( )(1 )a t a t b ap p A r   

                                                           
341

 Θα ήηαλ απνιχησο δπλαηφλ λα εηζάγνπκε ζηελ έσο ηψξα ζεψξεζε καο θαη ηελ πεξίπησζε ησλ 

κεγεζπλφκελσλ νηθνλνκηψλ. Σν ηειεπηαίν ζα έθαλε φκσο πην πεξίπινθε ηελ παξνχζα αλάιπζε, ρσξίο 

λα καο δίλεη θάηη επηπιένλ. ηελ πεξίπησζε σζηφζν πνπ επηζπκνχζακε λα δνζεί έλαο δπλακηθφο 

ραξαθηήξαο ζηελ παξνχζα αλάιπζε απηφ ζα γηλφηαλ κε ηελ εηζαγσγή ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ θπζηθψλ 

πνζνηήησλ, ήηνη: 

(.) (.) (.) (1 )x A x g    

(.) (.)[ (1 )] 0I A g x     

(.) (.)( ) 0, ( ) [ (1 )]C g x C g I A g     

342
 Βι. Levhari(1965), Bidard(1991) θαη Garegnani(1966)  θαζψο θαη Π.Βνπγηνπθιάθε(1995)  
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Τπνζέηνπκε φηη: 

(46) ( ,0) ( )a ap p  

(47)
( , ) ( )lim a t b

t
p p


 , κε άιια ιφγηα νη ηηκέο ηεο ηερληθήο (α) κεηά απφ t ρξνληθέο 

ζηηγκέο
343

 ζπγθιίλνπλ ζε απηέο ηεο ηερληθήο β. 

Απφ ηελ (20) θαη απφ ηελ (21),(22) θαη ηελ (16)  πξνθχπηεη
344

: 

(48) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] (1 )

t
a b a b b ap p p p A r       

Χζηφζν γηα λα ηζρχεη ε (7) πξέπεη λα ηζρχεη ε :  

(49) 
( ) ( )lim (1 ) 0

t
b a

t
A r


     

Με άιια ιφγηα ε κήηξα ( ) (1 )
t

bA r    πξέπεη λα είλαη ζπγθιίλνπζα. Απφ ηα 

ζεσξήκαηα Perron Frobenius γλσξίδνπκε φηη: 

Ζ (28) ηζρχεη αλ ηζρχεη: 

(50) 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1
(1 ) 1

(1 )

b b b aA a A A A

m m m ma
r

r
        


 

Βιέπνπκε ινηπφλ φηη γηα λα ζπγθιίλεη  ν αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο ζε κηα ηερληθή, 

πξέπεη απηή γηα ηελ δεδνκέλε ηηκή ηνπ r, λα είλαη r-παξαγσγηθή
345

. 

Με άιια ιφγηα ε ηερληθή β ζα επηιεγεί ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ε ηερληθή β 

είλαη 
( )ar -παξαγσγηθή, γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο θαη θαη’ επέθηαζε γηα ηηο ηηκέο 

παξαγσγήο ηεο ηερληθήο α. 

Με άιια ιφγηα ε ηερληθή κε ην r είλαη εθείλε ε ηερληθή ε νπνία δχλαηαη λα είλαη r-

παξαγσγηθή γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο νπνηαζδήπνηε άιιεο ηερληθήο. 

                                                           
343

 Ή δηαθνξεηηθά εηδνκέλν κεηά απφ t αιιαγέο t ηερληθψλ νη ηηκέο ζπγθιίλνπλ ζε απηέο ηεο ηερληθήο 

(β) 

344
 Π.Βνπγηνπθιάθεο (1995) ζει.228-233 

345
 Βι. Γ. ηακάηεο (1996) ζει.151-168 
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Καηά ζπλέπεηα ζηα πιαίζηα ηνπ ζπζηήκαηνο ηνπ von Neumann ε επηινγή ηεο 

ηερληθήο είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε φπσο θαη ζε θάζε ραξαδνθηαλφ 

ζχζηεκα απιήο παξαγσγήο. πνην θαη αλ είλαη ην ηππηθφ εκπφξεπκα, ε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ κέλεη ακεηάβιεηε, θαζψο ην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ ζπζηήκαηφο είλαη 

ζπλάξηεζε ηεο ηδηνηηκήο ηεο κήηξαο ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ (βι. ζρέζε (17)) θαη 

κφλν. Οπνηαδήπνηε αιιαγή ησλ απνιχησλ ηηκψλ ζηελ ζρέζε (21), κε άιια ιφγηα λα 

πνιιαπιαζηαζηνχλ απφ δεμηά κε έλα δηάλπζκα ζηήιεο, πνπ παξηζηά ην ηππηθφ 

εκπφξεπκα, θαη ηα δχν κέιε ηεο ζρέζεο 21, αθήλεη αλεπεξέαζηε ηελ ζρέζε (21), 

αθνχ ε ηζφηεηα εμαθνινπζεί λα ηζρχεη. 

6.4.2 Πεξίπηωζε 2: Οη ηερληθέο πνπ ζπγθξίλνληαη είλαη δηαζπώκελεο 

ηερληθέο απιήο παξαγωγήο. 

 

Έζησ φηη ε κήηξα ηερληθψλ ζπληειεζηψλ είλαη ηεο κνξθήο: 

 
(.) (.)

(.) 11 12

(.)

220

A A
A

A

 
  
 

 

Γηα ην δηάλπζκα ηηκψλ ηζρχεη: 

(51) 
(.) (.)

(.) (.) (.) (.) (.)11 12

(.)

22

(1 ), (.) ,
0

I II I II

A A
p p p p r a b

A

 
         

 

 

Απφ ηελ ζρέζε (24) πξνθχπηεη: 

(.) (.)

(.)

1

(1 )
p p A

r


  

 είλαη θαλεξφ, φηη  

(.)

(.)

1

(1 )

A

m
r

  
  

(52) 

(.)

(.)

(.) 1 A

m

A

m

r





  

Χζηφζν ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηεο κήηξαο 
(.)A είλαη ε κέγηζηε ηδηνηηκή ησλ κεηξψλ πνπ 

βξίζθνληαη  επί ηεο θπξίαο δηαγσλίνπ ηεο κήηξαο 
(.)A . Καηά ζπλέπεηα: 
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(53) 
(.) (.)(.)

11 22max[ , ]
A AA

m m m    

Ζ έσο ηψξα αλάιπζε ζπκπίπηεη κε απηήλ ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ηνπ κέγηζηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο ζε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο. Χζηφζν ζηελ πεξίπησζε ησλ 

ραξαδνθηαλψλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο δελ ρξεηάδεηαη λα γίλεη 

ιφγνο γηα πεξηπηψζεηο, φπνπ ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ βαζηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο είλαη κεγαιχηεξν απφ απηφ ηνπ κε βαζηθνχ ππνζπζηήκαηνο θαη 

ηνχκπαιηλ. Καη νη ιφγνο είλαη ν εμήο, ην πξαγκαηηθφ σξνκίζζην είλαη εμσγελψο 

δεδνκέλν θαη ηέηνην ψζηε λα δηαζθαιίδεηαη: 

 ηη νη ηηκέο φισλ ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ είλαη ζεηηθέο θαη ηέηνηεο 

ψζηε ην πνζνζηφ θέξδνπο λα είλαη ζεηηθφ θαη εληαίν γηα θάζε ηερληθή
346

. 

Καηά ζπλέπεηα ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο είλαη ζεηηθφ, κε άιια ιφγηα: 

(54) (.) (.) 0I IIp p   
 

  

Με άιια ιφγηα θαη ζηελ πεξίπησζε απηή, ην πνζνζηφ θέξδνπο δίδεηαη απφ ηελ ζρέζε 

(25) ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ (26). 

Δίλαη βέβαηα θαλεξφ φηη ην χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο θαη θαηά ζπλέπεηα ε 

θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ, παξακέλεη ακεηάβιεηε κε ηελ ηππνπνίεζε. Με άιια ιφγηα 

αλ ππνζέζνπκε ηελ χπαξμε δχν ηερληθψλ, έζησ ηεο Α θαη ηεο Β θαη πξνο ζηηγκήλ 

ππνζέζνπκε φηη ε β επηιέγεηαη έλαληη ηεο α ηφηε ε κεηαμχ ηνπο θαηάηαμε δελ αιιάδεη: 

Με άιια ιφγηα: 

( ) ( )a br r , πνπ ιφγσ ηεο (7) γίλεηαη: 

(55) 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, 0

a b

a a b b

p x p x
x

p A x p A x
    

                                                           
346

 Τπελζπκίδεηαη φηη, ην πνζνζηφ θέξδνπο ζηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα παξαγσγήο νξίδεηαη σο: 

(.)
(.)

(.) (.)
, 0

p x
r p

p A x
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πσο ζηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο, ζα  γίλεη 

πξνζπάζεηα λα ειεγρζεί εθ λένπ αλ ην ζχζηεκα ζα ζπγθιίλεη ζηελ ηερληθή κε ην 

κέγηζην δπλαηφ r. 

Σν ηειεπηαίν ζα γίλεη κε ηελ θαηαζθεπή ελφο ηδηφηππνπ αιγνξίζκνπ ηεο αγνξάο
347

 

( ,1) ( ,0) ( ) ( )

( ,2) ( ,1) ( ) ( )

(1 )

(1 )

a a b a

a a b a

p p A r

p p A r

 

  
 

(56) ( , ) ( , 1) ( ) ( )(1 )a t a t b ap p A r   

Τπνζέηνπκε φηη: 

(57) ( ,0) ( )a ap p  

(58)
( , ) ( )lim a t b

t
p p


 , κε άιια ιφγηα νη ηηκέο ηεο ηερληθήο (α) κεηά απφ t ρξνληθέο 

ζηηγκέο
348

 ζπγθιίλνπλ ζε απηέο ηεο ηερληθήο β. 

Απφ ηελ (20) θαη απφ ηελ (21),(22) θαη ηελ (16)  πξνθχπηεη
349

: 

(59) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ][ (1 )]a b a b b a tp p p p A r     

Χζηφζν γηα λα ηζρχεη ε (59) πξέπεη λα ηζρχεη ε :  

(60) 
( ) ( )lim[ (1 )] 0b a t

t
A r


   

Με άιια ιφγηα ε κήηξα  πξέπεη λα είλαη ζπγθιίλνπζα. Απφ ηα ζεσξήκαηα Perron 

Frobenius γλσξίδνπκε φηη: 

Ζ (28) ηζρχεη αλ ηζρχεη: 

(61) 
( ) ( )

max max

1
(1 ) 1

(1 )

b bA Ar
r
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 Βι. Levhari(1965), Bidard(1991) θαη Garegnani(1966)  θαζψο θαη Π.Βνπγηνπθιάθε(1995). 

348
 Ή δηαθνξεηηθά εηπσκέλν κεηά απφ t αιιαγέο t ηερληθψλ νη ηηκέο ζπγθιίλνπλ ζε απηέο ηεο ηερληθήο 

(β) 

349
 Π.Βνπγηνπθιάθεο(1995) ζει.228-235 
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Βιέπνπκε ινηπφλ φηη γηα λα ζπγθιίλεη  ν αιγφξηζκνο ηεο αγνξάο ζε κηα ηερληθή, 

πξέπεη απηή γηα ηελ δεδνκέλε ηηκή ηνπ r, λα είλαη r-παξαγσγηθή
350

. 

Με άιια ιφγηα ε ηερληθή β ζα επηιεγεί ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ε ηερληθή β 

είλαη -παξαγσγηθή, γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο θαη θαη’ επέθηαζε γηα ηηο ηηκέο 

παξαγσγήο ηεο ηερληθήο α. 

Με άιια ιφγηα ε ηερληθή κε ην r είλαη εθείλε ε ηερληθή ε νπνία δχλαηαη λα είλαη r-

παξαγσγηθή γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο νπνηαζδήπνηε άιιεο ηερληθήο. 

 

6.5 ύλζεηεο παξαγωγήο 

6.5.1 Πεξίπηωζε 1. Η  ηερληθε  είλαη κε δηαζπώκελε θαη κε 

δηαρωξίζηκε 

Έςτω ότι θ τεχνικι 
( ) ( )[ , ]b bA B  είναι μθ διαςπϊμενθ και κατά ςυνζπεια παράγει μόνο 

βαςικά εμπορεφματα. 

Από το Γ.ταμάτθσ (1996)ςελ232-234 ιςχφουν οι ακόλουκεσ προχποκζςεισ: 

1. Η κάκε τεχνικι είναι τετράγωνθ 

2. Οι μιτρεσ Α,Β είναι μθ ιδιάηουςεσ 

3. Ιςχφει , 0, , 1,2,3...ij ija b i j n    

4. Κάκε τεχνικι είναι μθ διαςπϊμενθ και κατά ςυνζπεια κάκε 
( ) ( )( )a aA B είναι μθ 

διαςπϊμενθ 

5. υνεπεία των προχποκζςεων 2-4 κάκε τεχνικι 
( ) ( )[ , ]a aA  παράγει μόνο βαςικά 

εμπορεφματα. 

6. Κάκε τεχνικι είναι προςοδοφόρα και κατά ςυνζπεια υπάρχουν για αυτιν βιϊςιμα 

ςυςτιματα.351 

7. Η μθ διαςπϊμενθ τεχνικι ( ) ( )[ , ]a aA  είναι μθ διαχωρίςιμθ. 

                                                           
350

 Βι. Γ. ηακάηεο (1996) ζει.156-157 

351
 Γηα ηελ απφδεημε βι. Γ.ηακάηεο (1996) ζει.234 



299 
 

τθν περίπτωςθ αυτι και βαςιηόμενοι ςτισ ωσ άνω προυποκζςεισ, αφοφ υποκζςουμε, 

ςφμφωνα με τθν «χαραηοφιανι» φφςθ του μοντζλου, ότι 0, 0p x   προςδιορίηουμε τθν 

μεγιςτοποιοφςα(εσ) το ποςοςτό κζρδουσ τεχνικι(εσ) 
(.) (.)[ , ]A B . 

τθν περίπτωςθ αυτι υπολογίηεται το ποςοςτό κζρδουσ για τθν εν λόγω τεχνικι και οι τιμζσ 

παραγωγισ, από τισ ςχζςεισ: 

 
*

* 1
0r




   (62) 

Και 

 
(.) 0p p   (63) 

τθν ςυνζχεια εξετάηεται αν υπάρχει κάποιο πρότυπο ςφςτθμα με πρότυπο λογο μ ίςο με 

το 
(.)r . φμφωνα με τον Γ.ταμάτθ ζνασ τζτοιοσ πρότυποσ λόγοσ υπάρχει κακϊσ και ζνα 

διάνυςμα 
(.) (.), 0x x   

6.5.2 Περίπτωςη 2. Οι τεχνικέσ είναι μη διαςπώμενεσ αλλά 

διαχωρίςιμεσ 

6.5.2.1 Υποπερίπτωςη 1. Οι τεχνικέσ παράγουν μόνο βαςικά 

εμπορεύματα. 

Έςτω ότι ςτθν περίπτωςθ αυτι οι τεχνολογία [ , ]A B ςυνίςταται μόνο ςε μθ διαςπϊμενεσ 

και διαχωρίςιμεσ τεχνικζσ ςτισ οποίεσ ιςχφουν οι προχποκζςεισ 1-6 τθσ περίπτωςθσ 1. Σθν 

κζςθ τθσ προχπόκεςθσ 7 παίρνει θ 7.α. 

7.α. Η τεχνικζσ του είδουσ 
( ) ( )[ , ]b bA B  είναι διαχωρίςιμεσ 

Κριτιριο για αν μια τεχνικι είναι διαχωρίςιμθ είναι εάν θ τεχνικι που μεγιςτοποιεί το 

ποςοςτό κζρδουσ είναι μια από τισ τετράγωνεσ τεχνικζσ, ποφ χρθςιμοποιοφν n διαδικαςίεσ 

παραγωγισ (ξ ςτον αρικμό), ι είναι ζνα μζροσ από αυτζσ352. Αυτό που ελζγχεται με άλλα 

λόγια αν το μζροσ τθσ μεγιςτοποιοφςασ τεχνικισ είναι περιςςότερο κερδοφόρο από τθν 

ίδια. 

                                                           
352

Βι. Γ.ηακάηεο (1996) ζει 237 



300 
 

Αυτό που γίνεται είναι να ςπάςει θ τεχνικι 
(.) (.)[ , ]A B  ςε δφο μζρθ και να ςυγκρικεί, πιο 

από τα δφο είναι περιςςότερο κερδοφόρο353. 

Κατά ςυνζπεια ςχθματίηουμε όμοια με τισ προθγοφμενεσ τισ μιτρεσ, 

(.) (.) 1 (.) (.)( ) , ,B A H Z , όμοια με τθν παράγραφο 3354. 

Αν θ τεχνικι (.) (.)[ , ]A B είναι περιςςότερο κερδοφόρα, από κάκε ζνα από τα δφο μζρθ τθσ, 

τότε θ λφςθ είναι και ςε αυτιν τθν περίπτωςθ θ : 

 

(.) (.)

(.) (.)

(.)

(.)

1 1

0

0

r

x x

p p


 
 

  

 

 

 (64) 

Ο τρόποσ με τον οποίο εξετάηεται θ αν το πρϊτο μζροσ τθσ τεχνικισ (.) (.)[ , ]A B  είναι 

μεγαλφτερο από το δεφτερο μζροσ ι από τθν ίδια τθν τεχνικι είναι ο εξισ: 

Σο ςφςτθμα τιμϊν για το πρϊτο μζροσ τθσ τεχνικισ είναι: 

 
(.) (.)

(.) (.) (.) (.)11 11

11 21 11 21(.) (.)

21 21

0 0
[ , ] [ , ] (1 ) (1 )( )

0 0
I II I II I I II I I II

B A
p p p p r p B p B r p A p A

B A

   
         

   

 (65) 

Από το παραπάνω ςφςτθμα προκφπτει ότι: 

 0IIp   (66) 
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Σέηνηα είδε ηερληθψλ φπσο βιέπνπκε απφ ην Γ.ηακάηεο(1996) ζει. 249 είλαη: 

 

1. 

(.) (.)

11 12

(.)

220

A A

A

 
 
 

θαη 

(.) (.)

11 12

(.) (.)

21 22

B B

B B

 
 
 

 

2. 

(.)

11

(.) (.)

21 22

0A

A A

 
 
 

θαη 

(.) (.)

11 12

(.) (.)

21 22

B B

B B

 
 
 

 

3. 

(.)

11

(.)

22

0

0

A

A

 
 
 

θαη 

(.) (.)

11 12

(.) (.)

21 22

B B

B B

 
 
 

 

354
Δπαλαιακβάλεηαη φηη

(.) (.) (.) 1 (.) (.) (.) (.) 1 (.)( ) , ( )A B A H Z B A A     , Βι. . Γ.ηακάηεο 

(1996) ζει 221 
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Και 

 
(.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) 1

11 11 11 11 11(1 ) [ ] 0, [ ]I I I I I I Ip B p A r p I r H H A B A         (67) 

Όμωσ θ μιτρα 
(.)

IH  ζχει μικρότερθ μζγιςτθ ιδιοτιμι από τθν μιτρα 
(.)H  αυτό με τθν ςειρά 

του ςυνεπάγεται ότι το πρϊτο μζροσ τθσ τεχνικισ (.) (.)[ , ]A B  είναι περιςςότερο κερδοφόρο 

από τθν ίδια τθν τεχνικι. Με άλλα λόγια δθλαδι ιςχφει: 

 
(.)

IHH

m m   (68) 

Και  κατά ςυνζπεια: 

 
(.)

Ir r  (69) 

Αν τϊρα το πρϊτο μζροσ τθσ τεχνικισ (.) (.)[ , ]A B  είναι περιςςότερο κερδοφόρο από το 

δεφτερο τότε κα ιςχφουν οι ςχζςεισ: 

 I IIH H

m m   (70) 

Και κατά ςυνζπεια: 

 I IIr r  (71) 

Όμοια με τθν παράγραφο 3 κα εξετάςουμε τι ιςχφει και για τον πρότυπο λόγο του 

ςυςτιματοσ τθσ τεχνικισ (.) (.)[ , ]A B , του πρϊτου μζρουσ τθσ τεχνικισ (.) (.)[ , ]A B  και του 

δεφτερου μζρουσ αντίςτοιχα. Τπενκυμίηουμε ότι ο λόγοσ αυτόσ πρζπει να είναι ίςοσ με τα 

αντίςτοιχα ποςοςτά κζρδουσ για τισ τεχνικζσ.  Ωςτόςο κακϊσ ςτθν παροφςα διατριβι δεν 

αποτελεί αντικείμενο ιδιαίτερθσ μελζτθσ θ περίπτωςθ τθσ μεγεκυνόμενθσ οικονομίασ, 

μποροφμε κάλλιςτα να υποκζςουμε ότι  

 0g   (72) 

Κατά ςυνζπεια μποροφμε να κζςουμε εκτόσ ςυηιτθςθσ τον πρότυπο λόγο του ςυςτιματοσ 

και να επικεντρωκοφμε μόνο ςτθν επιλογι εκείνθσ τθσ τεχνικισ, θ οποία ςυνεπάγεται το 

μζγιςτο δυνατό ποςοςτό κζρδουσ. Σο τελευταίο γίνεται για λόγουσ απλοποίθςθσ και δεν 
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κίγει ςτο ελάχιςτο το χαρακτιρα του μοντζλου ωσ μοντζλο επιλογισ τθσ πλζον κερδοφόρασ 

τεχνικισ355. 

Ωςτόςο θ λφςθ αυτι του μοντζλου του von Neumann ενζχει και μθδενικζσ λφςεισ (βλ. 

0IIp  ) των πράγματι παραχκζντων εμπορευμάτων. Όπωσ υπογραμμίηει ο Γ.ταμάτθσ 

(ςτο 1996 ςελ.241) μθδενικζσ τιμζσ εμπορευμάτων μποροφν να εμφανιςτοφν μόνο τότε, 

δθλαδι μόνο ςτθν περίπτωςθ, όπου οι τεχνικζσ δεν είναι τετράγωνεσ, ςτθν περίπτωςθ 

δθλαδι όπου παράγονται μεν όλα τα εμπορεφματα που δφναται να παραχκοφν, 

χρθςιμοποιείται ωςτόςο ζνασ μικρότεροσ αρικμόσ διαδικαςιϊν από αυτόν των 

εμπορευμάτων. 

υνοψίηοντασ μποροφμε να ποφμε, ότι ςτθν περίπτωςθ μθ διαςπϊμενων διαχωρίςιμων 

τεχνικϊν ςφνκετθσ παραγωγισ υπάρχει λφςθ, όταν: 

1. Ένα από τα δφο μζρθ ςτα οποία (δια)χωρίηεται θ τεχνικι ςυνεπάγεται το 

μεγαλφτερο ποςοςτό κζρδουσ  

2. Για αυτό το μεγιςτοποιοφν το ποςοςτό κζρδουσ μζροσ υπάρχει ζνα πρότυπο 

ςφςτθμα, το οποίο ζχει πρότυπο λόγο ίςο με το ποςοςτό κζρδουσ. 

6.5.2.2 Υποπερίπτωςη 2. Οι τεχνικέσ παράγουν και μη βαςικά 

εμπορεύματα που δεν ειςέρχονται ςτην παραγωγή μη βαςικών 

εμπορευμάτων 

τθν περίπτωςθ αυτι ιςχφουν οι αρχικζσ προχποκζςεισ εξαιρζςει των ςθμείων 5-7. τθν 

περίπτωςθ αυτι, οι μιτρεσ ειςροϊν και εκροϊν είναι τθσ μορφισ: 

(.) (.)

11 12

0 0

A A 
 
 

και 
(.) (.)

11 12

(.) (.)

21 22

B B

B B

 
 
 

 

                                                           
355

 Αλ ππνζέηακε ηελ χπαξμε ελφο κεγεζπλφκελνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο, ζα είρακε επηπιένλ ηηο 

ζρέζεηο: 

1

11 11 11( ) 0, ( )I II x Z B A A 

       απφ ηελ νπνία ζπλεπάγεηαη: 

1
IZ

m




   θαζψο θαη 0Ix   

Χζηφζν νη κήηξεο IH  θαη I είλαη φκνηεο θαηά ζπλέπεηα: 

I IH Z

m m  θαη ηζνδχλακα: 

Ir r g    



303 
 

τθν περίπτωςθ αυτι δεν υπάρχει λφςθ ςτο πρόβλθμα του von Neumann κακϊσ: 

1. Είτε θ πλζον κερδοφόρα τεχνικι χρθςιμοποιεί όλεσ τισ διαδικαςίεσ παραγωγισ και 

ωσ εκ τοφτου είναι τετράγωνθ 

2. Είτε είναι μζροσ μιασ τεχνικισ ,θ οποία χρθςιμοποιεί όλεσ τισ n διακζςιμεσ 

διαδικαςίεσ παραγωγισ, και για να παράξει τα n δυνάμενα να παραχκοφν 

εμπορεφματα χρθςιμοποιεί λιγότερεσ απο n τεχνικζσ 

Και ςτισ δφο αυτζσ περιπτϊςεισ δεν υπάρχει πρότυπο ςφςτθμα, κακϊσ και ςτισ δφο 

περιπτϊςεισ δεν υπάρχει κοινι ςφνκεςθ ειςροϊν και εκροϊν356. 

6.5.3 Περίπτωςη 3. Οι τεχνικέσ είναι διαςπώμενεσ και απλά 

διαχωρίςιμεσ 

6.5.3.1 Υποπερίπτωςη 1. Οι τεχνικέσ παράγουν μόνο βαςικά εμπορεύματα 

Έςτω θ τεχνικι (.) (.)[ , ]A B  είναι μια τετράγωνθ διαςπϊμενθ και διαχωρίςιμθ τεχνικι 

ςφνκετθσ παραγωγισ. Η μορφι των μθτρϊν 
(.)A και 

(.)B  είναι θ εξισ: 

(.) (.)

11 12

(.)

220

A A

A

 
 
 

και 
(.) (.)

11 12

(.)

220

B B

B

 
 
 

 

Κατά ςυνζπεια θ τεχνικι «ςπάει» ςε δφο μζρθ: 

1. το τμιμα 
(.) (.)

11 11[ , ]A B , το οποίο παράγει k εμπορεφματα μζςω k διαδικαςιϊν 

παραγωγισ 

2. Και ςε ζνα δεφτερο τμιμα 
(.) (.)

12 12

(.) (.)

22 22

,
A B

A B

     
    
        

το οποίο μζςω (n-k) διαδικαςιϊν 

παράγει n εμπορεφματα. Πρόκειται ςαφϊσ για μια μθ τετράγωνθ τεχνικι 

παραγωγισ  

Βάςει των 2 παραπάνω ςυμπεραίνουμε ότι θ τεχνικι (.) (.)[ , ]A B  είναι διαχωρίςιμθ. 

Από το Γ.ταμάτθσ (1996) ςελ 246 βλζπουμε ότι: 

 
(.) (.) 1[ ] 0B A    (73) 

                                                           
356

 Βι. Γ.ηακάηε (1996) ζει 245 
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Από τθν ςτοιχειϊδθ γραμμικι άλγεβρα γνωρίηουμε ότι: 

 
11 11 11 11 12 22

22

(.) (.) 1 (.) (.) 1 (.) (.) (.) (.) 1

12 22(.) (.) 1

(.) (.) 1

22

[ ] [ ] [ ][ ]
[ ]

0 [ ]

B A B A B A B A
B A

B A

  





     
   

  
 (74) 

Όμοια με τον Γ.ταμάτθ υποκζτουμε ότι τόςο το πρϊτο μζροσ τθσ τεχνικισ  όςο και το 

δεφτερο είναι προςοδοφόρα και κατά ςυνζπεια παραγωγικά357: 

 11 11

(.) (.) 1[ ] 0B A    (75) 

 
(.) (.) 1

22 22[ ] 0B A    (76) 

Ομοίωσ με τισ παραπάνω περιπτϊςεισ ςχθματίηουμε τισ όμοιεσ μιτρεσ 

(.) (.) (.) (.) 1[ ]H A B A    και 
(.) (.) (.) 1 (.)[ ]B A A   . Και οι δφο μιτρεσ είναι τθσ μορφισ: 

         
(.) (.)

(.) 11 12

(.)

220

H H
H

H

 
  
 

  

 Καη 
(.) (.)

(.) 11 12

(.)

220

Z Z
Z

Z

 
  
 

 

Σο γεγονόσ ότι οι μιτρεσ αυτζσ είναι όμοιεσ ςυνεπάγεται ωσ γνωςτόν ότι ζχουν τισ ίδιεσ 

ιδιοτιμζσ. Όμωσ το ίδιο ςυμβαίνει και για τισ υπομιτρεσ που βρίςκονται επί τισ κυρίασ 

διαγωνίου (δθλαδι είναι όμοιεσ και ζχουν ωσ εκ τοφτου τισ ίδιεσ ιδιοτιμζσ). Κατά ςυνζπεια 

ιςχφουν οι ςχζςεισ: 

 
(.) (.)H Z

m m   (77) 

 
(.) (.)
11 11H Z

m m   (78) 

 
(.) (.)
22 22H Z

m m   (79) 

Από  το ςφςτθμα τιμϊν προκφπτει, όπωσ και ςτισ παραπάνω περιπτϊςεισ: 
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 ηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ ηνπ von Neumann (θαη θαηά ζπλέπεηα ζε θάζε ραξαδνθηαλφ κνληέιν 

παξαγσγήο) ε έλλνηα ηνπ παξαγσγηθνχ κηαο ηερληθήο θαη ηνπ πξνζνδνθφξνπ ζπκπίπηνπλ, θαζψο ζηα 

κνληέια απηά, ιφγσ ηνπ φηη ε εξγαζία αλαπαξάγεηαη κέζα ζην ζχζηεκα, ην θαζαξφ πξντφλ θαη ην 

ππνπξντφλ είλαη έλλνηεο ηαπηφζεκεο. 



305 
 

 
(.) (.)
11 22

(.) (.) (.)
11 22

(.) (.) (.)1 1 1
max[ ( ), , ( )] min[ , ]

H H

I II m mH H H

m m m

r r r  
  

      (80) 

Κατά ςυνζπεια δφναται να ιςχφει διαηευκτικά: 

 
(.) (.)
11 22 (.)H H

m m I IIr r     (81) 

 
(.) (.)
11 22 (.)H H

m m I IIr r     (82) 

 
(.) (.)
11 22 (.)H H

m m I IIr r     (83) 

Ασ εξετάςουμε κατά πόςον ςτισ 3 παραπάνω περιπτϊςεισ το ςφςτθμα του von Neumann 

ζχει λφςθ358. 

Περίπτωςη 1. 
(.) (.)
11 22 (.)H H

m m I IIr r     

τθν περίπτωςθ αυτι το πρϊτο τμιμα τθσ τεχνικισ (.) (.)[ , ]A B  είναι θ πλζον 

κερδοφόρα τεχνικι. Τπάρχει πρότυπο ςφςτθμα για το οποίο ιςχφει: 

 
(.) (.) (.) (.)

Ir r     (84), θαη ην νπνίν παξάγεη ηα 

εκπνξεχκαηα 1 έσο k
359

 

Περίπτωςη 2. 
(.) (.)
11 22 (.)H H

m m I IIr r     

τθν περίπτωςθ αυτι το δεφτερο τμιμα τθσ τεχνικισ (.) (.)[ , ]A B  είναι θ πλζον 

κερδοφόρα τεχνικι. Τπάρχει πρότυπο ςφςτθμα για το οποίο ιςχφει: 

 
(.) (.) (.) (.)

II IIr r     (85), ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη 

δπλαηφλ λα ππάξμνπλ θαη κεδεληθέο ηηκέο ησλ πξάγκαηη παξαρζέλησλ 

εκπνξεπκάησλ
360

. 

                                                           
358

 Δπεηδή απφ ηελ βηβιηνγξαθία (βι. Γ.ηακάηεο 1996 ζει 249) έρεη ήδε απνδεηρζεί ζε πνηεο 

πεξηπηψζεηο ην ζχζηεκα ηνπ von Neumann, αξθνχκαζηε ζην λα επαλαιάβνπκε απιά ηα απνηειέζκαηα 

ηεο ελ ιφγσ αλάιπζεο. 

359
 Τπελζπκίδνπκε φηη ε κήηξα 

(.)

11  είλαη δηαζηάζεσλ kxk. 

360
 Δίλαη δειαδή κηα θιαζηθή πεξίπησζε χπαξμεο ζπζηεκάησλ παξαγσγήο πνπ ρξεζηκνπνηψληαο 

ιηγφηεξεο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, απφ φηη ηα παξαγφκελα εκπνξεχκαηα, δχλαληαη λα παξάμνπλ φια ηα 
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Περίπτωςη 3. 
(.) (.)
11 22 (.)H H

m m I IIr r     

τθν περίπτωςθ αυτι δεν υπάρχει λφςθ ςτο πρόβλθμα του von Neumann. 

Κατά ςυνζπεια υπάρχει πάντοτε λφςθ όταν ιςχφει θ περίπτωςθ 1. Ποιο ςυγκεκριμζνα ςτθν 

περίπτωςθ των διαχωρίςιμων απλά διαςπϊμενων τεχνικϊν ςφνκετθσ παραγωγισ, υπάρχει 

πάντοτε λφςθ ςτο πρόβλθμα του von Neumann όταν το πρϊτο μζροσ τθσ τεχνικισ είναι το 

πλζον κερδοφόρο. Ποιο ςυγκεκριμζνα όταν ιςχφει: 

 
(.)
11

(.) (.)
11

(.) (.) (.)1 1
max[ ( )] min[ ]

H

I mH H

m m

r r 
 

      (86) 

6.5.3.2 Υποπερίπτωςη 2. Οι διαχωρίςιμεσ απλά διαςπώμενεσ τεχνικέσ 

παράγουν και μη βαςικά εμπορεύματα 

6.5.3.2.1 Περίπτωςη 1. Στο πρώτο τμήμα παράγονται μη βαςικά εμπορεύματα 

και ςτο δεύτερο βαςικά και μη βαςικά εμπορεύματα που δεν 

ειςέρχονται ςτην ίδια την παραγωγή τουσ 

Για τθν λφςθ του προβλιματοσ  ιςχφει, ότι πραγματευκικαμε και ςτθν προθγοφμενθ 

περίπτωςθ. 

6.5.3.2.2 Περίπτωςη 2. Στο πρώτο τμήμα παράγονται μόνο βαςικά 

εμπορεύματα και ςτο δεύτερο βαςικά και μη βαςικά εμπορεύματα 

που δεν ειςέρχονται ςτην ίδια την παραγωγή τουσ 

τθν περίπτωςθ αυτι θ 
(.)A  είναι προφανϊσ τθσ μορφισ: 

 
(.) (.)

(.) 11 12

0 0

A A
A

 
  
 

 

Από το Γ.ταμάτθσ 1996 ςελ 253 για τθν λφςθ τθσ υποπερίπτωςθσ αυτισ ιςχφει: 

 
(.)
11

(.) (.)
11

(.) (.) (.)1 1
max[ ( )] min[ ]

H

I mH H

m m

r r 
 

      (87) 

                                                                                                                                                                      
ελ ιφγσ εκπνξεχκαηα. Ζ χπαξμε ησλ κεδεληθψλ απηψλ ηηκψλ εκπνξεπκάησλ πνπ αλαθέξακε 

πξνεγνπκέλσο κφλν ηπραία κπνξεί λα είλαη. Βι. Γ.ηακάηε 1996 ζει. 241-242. 
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6.5.4 Η λύςη για κάθε δυνατό είδοσ τεχνικών 

Έτςι, κα αναφερκοφμε ςτθ λφςθ για κάκε δυνατό είδοσ τεχνικϊν. Τποκζτοντασ, ότι πλζον 

υπάρχουν ξ=
m

n

 
 
 

 διαφορετικζσ τετράγωνεσ  τεχνικζσ παραγωγισ , οι οποίεσ δφνανται να 

παράξουν και τα n εμπορεφματα.  Αναλυτικότερα θ τεχνολογία του ςυςτιματοσ 

αποτελείται από361: 

 η,η≥0 το πλικοσ διαςπϊμενων τεχνικϊν παραγωγισ , *Α(α),B(α)] 

 θ,θ≥0 το πλικοσ διαχωρίςιμων μθ διαςπϊμενων τεχνικϊν  παραγωγισ, *Α(β),B(β)] 

 κ,κ≥0 το πλικοσ διαχωρίςιμων απλά διαςπϊμενων τεχνικϊν  παραγωγισ, *Α(γ),B(γ] 

 ι,ι≥0 το πλικοσ μθ διαχωρίςιμων απλά διαςπϊμενων τεχνικϊν  παραγωγισ, 

*Α(δ),B(δ)] 

 κ,κ≥0 το πλικοσ διπλά διαςπϊμενων τεχνικϊν  παραγωγισ, *Α(ε),B(ε)] 

όπου 

η+θ+κ+ι+κ=ξ 

τθν περίπτωςθ λοιπόν, που υπάρχει λφςθ ςτο πρόβλθμα του von Neumann  και θ 

τεχνολογία χαρακτθρίηεται, από τθν φπαρξθ και των 5 ειδϊν τεχνικϊν, ζχουμε για το r*  και 

το  μ*: 

(α) (β) (γ) (δ) (ε) (α) (β) (γ) (δ) (ε)Ζ Ζ Ζ Ζ Ζ Ε Ε Ε Ε Ε
r*= κ*=min[ι ,ι ,ι ,ι ι ] min[ι ,ι ,ι ,ι ι ]  

Επομζνωσ, θ λφςθ ςτο μοντζλο του von Neumann  –όταν βζβαια αυτι υπάρχει-, κα είναι, 

για κάκε είδοσ τεχνικϊν, μια εκ των πζντε , αντίςτοιχα που αναφζρκθκαν ςτθν παραπάνω 

ςχζςθ. 

 

6.6 υμπεράςματα για το μοντέλο του von Neumann 

το ςθμείο αυτό, ολοκλθρϊνοντασ κα ιταν χριςιμο να αναφζρουμε  επιγραμματικά και 

μερικά από τα ςυμπεράςματα του ίδιου του ςυγγραφζα, όπωσ παρουςιάηονται ςτο εν λόγω 

άρκρο: 

                                                           
361

 Γ. ηακάηεο, (1996) ζει. 231-232. 
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1. Σο πρόβλθμα του von Neumann  είναι μάλλον ζνα πρόβλθμα μεγιςτοποίθςθσ, παρά 

ζνα πρόβλθμα ελαχιςτοποίθςθσ-μεγιςτοποίθςθσ. ε αυτό ςτόχο αποτελεί θ 

μεγιςτοποίθςθ του κζρδουσ. 

2. Μθδενικζσ τιμζσ πράγματι παραχκζντων εμπορευμάτων ενζχουν πάντα τυχαίεσ 

λφςεισ. Αφοφ, όπωσ προείπαμε, για να υπάρχει λφςθ πρζπει να ιςχφει  p=p*>0 

3. Η προςζγγιςθ του προβλιματοσ, ςαν πρόβλθμα ελαχιςτοποίθςθσ-μεγιςτοποίθςθσ, 

δεν απαντά ςτο ερϊτθμα του von Neumann , αφοφ προςδιορίηει, όχι τον υλικό 

ρυκμό μεγζκυνςθσ του ςυςτιματοσ, αλλά τον ονομαςτικό ρυκμό μεγζκυνςθσ. 

Σίποτα όμωσ δεν μπορεί να  μασ εγγυθκεί, ότι οι ρυκμοί αυτοί είναι μεταξφ τουσ 

ίςοι. 

4. ε αντίκεςθ με το μοντζλο του von Neumann , ςτο υπό εξζταςθ άρκρο ςε 

ςυγκεκριμζνεσ ςυνκικεσ είναι δυνατόν να μθν υπάρχει ιςορροπία 

5. Ένα άλλο ηιτθμα που παρουςιάηει ενδιαφζρον είναι αυτό των μθδενικϊν τιμϊν 

εμπορευμάτων. Η φπαρξθ όμωσ μθδενικϊν τιμϊν είναι δυνατι ςτθν περίπτωςθ 

διαςπϊμενων ι διαχωρίςιμων τεχνικϊν παραγωγισ, όπου θ μεγιςτοποιοφςα το 

ποςοςτό κζρδουσ τεχνικι, παράγει ναι μεν τα n εμπορεφματα, χρθςιμοποιϊντασ, 

όμωσ λιγότερεσ από n διαδικαςίεσ παραγωγισ. Πρόκειται δθλαδι για  μια «τυχαία»  

λφςθ. Σο τελευταίο διαφωτίηει περιςςότερο και το προθγοφμενο (το δεφτερο 

δθλαδι)ςυμπζραςμα. Οι μθδενικζσ τιμζσ των εμπορευμάτων όμωσ, ςχετίηονται με 

τον όρο «ελεφκερα αγακά». Όμωσ τα ελεφκερα αγακά, είναι ςυνικωσ μθ 

παραγόμενα εμπορεφματα, ςτα οποία ςυνικωσ θ προςφορά τουσ εκτείνεται είτε 

ςε απεριόριςτεσ είτε ςε μεγαλφτερεσ από τισ αναγκαίεσ ποςότθτεσ. Σο τελευταίο 

όμωσ, αντιβαίνει ςτο κφριο χαρακτθριςτικό του υπό εξζταςθ ςυςτιματοσ, δθλαδι 

ςτο ότι όλα τα εμπορεφματα είναι (ανα)παραγόμενα. Άρα το γεγονόσ, ότι ςτο 

μοντζλο του von Neumann  υπάρχουν εμπορεφματα τα οποία δφναται να 

παραχκοφν και πράγματι παράγονται, αλλά ωςτόςο ζχουν μθδενικζσ τιμζσ, 

οφείλεται ςτθν αξίωςι να υπάρχει ζνα ενιαίο για όλα τα εμπορεφματα ποςοςτό 

κζρδουσ. Επομζνωσ θ φπαρξθ μθδενικϊν τιμϊν είναι αποτζλεςμα τθσ μακθματικισ 

πραγμάτευςθσ του ηθτιματοσ, και δεν χριηει οικονομικισ ερμθνείασ ςτο παρόν 

υπόδειγμα. 

6. Σο ςφςτθμα ,που προκφπτει από το μοντζλο του von Neumann  ,είναι ζνα πρότυπο 

ςφςτθμα, το οποίο αποτελεί μάλλον μακθματικι ςυνκικθ για τθν φπαρξθ ενόσ 

μζγιςτου υλικοφ ρυκμοφ μεγζκυνςθσ, για όλα τα παραγόμενα εμπορεφματα. Ενϊ 

δεν υπάρχει κανζνασ λόγοσ, τα απαραίτθτα για τθν παραγωγι εμπορεφματα, 
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δθλαδι θ ηιτθςθ ςτθν περίπτωςθ μασ, να ζχει τθν ςφνκεςθ ενόσ πρότυπου 

εμπορεφματοσ. Πρόκειται, εν ολίγοισ, για «μια χωρίσ οικονομικό νόθμα μακθματικι 

ςυνκικθ». 

7. Σζλοσ ςτο ςφςτθμα του von Neumann  ,θ ςυνικθσ αξίωςθ για τθν φπαρξθ  μιασ 

μοναδικισ λφςθσ, ςτο ςφςτθμα γενικισ ιςορροπίασ δείχνει να μθν ικανοποιείται. 

Αυτό γίνεται ξεκάκαρο, αν αναλογιςτοφμε το γεγονόσ, ότι δφνανται να υπάρχουν  

παραπάνω από μια μεγιςτοποιοφςεσ το ποςοςτό κζρδουσ και τον υλικό ρυκμό 

μεγζκυνςθσ του ςυςτιματοσ, τεχνικζσ. 

8. Σζλοσ, όταν οι υπό εξζταςθ τεχνικζσ είναι πολυδιαςπόμενεσ, τότε ςτο μοντζλο του 

von Neumann , όςο μεγαλφτεροσ είναι ο βακμόσ διαςπαςιμότθτασ του ςυςτιματοσ, 

τόςο μικρότεροσ είναι ο αρικμόσ των πράγματι παραχκζντων εμπορευμάτων ςε 

ςχζςθ με τα δυνάμενα να παραχκοφν εμπορεφματα. 

υμπεραςματικά, το άρκρο « Μια γενικι λφςθ του μοντζλου γενικισ ιςορροπίασ και 

οικονομικισ μεγζκυνςθσ του John von Neumann για, διαχωρίςιμεσ ι μθ διαχωρίςιμεσ και 

απλϊσ θ πολλαπλϊσ διαςπϊμενεσ τεχνικζσ παραγωγισ», προςδίδει μια νζα οπτικι ςτο 

μοντζλο του von Neumann . Αποδεικνφει τθν φπαρξθ ενόσ μζγιςτου ποςοςτοφ κζρδουσ, όχι 

με τθν χριςθ ενόσ Fixed Point Theorem, αλλά με τθν εξζταςθ γραμμικϊν ςυςτθμάτων 

παραγωγισ, που ανταποκρίνονται ςϋ όλεσ τισ δυνατζσ περιπτϊςεισ362. Επιπλζον κζτει το 

πρόβλθμα, όχι ςαν ζνα κοινό πρόβλθμα γραμμικοφ προγραμματιςμοφ, δθλαδι ενόσ 

προβλιματοσ ελαχιςτοποίθςθσ-μεγιςτοποίθςθσ, αλλά ςαν ζνα πρόβλθμα επιλογισ τθσ 

πλζον κερδοφόρασ τεχνικισ363. Επιπλζον αςχολείται και με  το πρόβλθμα τθσ φπαρξθσ 

μθδενικϊν τιμϊν εμπορευμάτων. Σζλοσ αποδεικνφει, ότι πζρα από τθν περίπτωςθ φπαρξθσ 

παραπάνω του ενόσ ςθμείων ιςορροπίασ, είναι δυνατι και θ μθ φπαρξθ αυτισ.  

 

 

 

 

 

                                                           
362

 κε ηελ ρξήζε ησλ ζεσξεκάησλ Peron-Frobenius γηα δηαζπψκελεο θαη κε δηαζπψκελεο κήηξεο 

363
 ην νπνίν δελ αξθείηαη ζηελ πξαγκάηεπζε ησλ καζεκαηηθψλ ζπλζεθψλ χπαξμεο ηεο ηζνξξνπίαο, 

αιιά αζρνιείηαη θαη κε ηα ζπλεπαγφκελα  νηθνλνκηθά δεηήκαηα πνπ αλαθχπηνπλ  
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7 (Re-)Switch points 

ηελ παξαπάλσ ζχληνκε ηζηνξηθή αλαδξνκή ζην δήηεκα ηεο επηινγήο ηερληθψλ 

παξαγσγήο, είδακε φηη έγηλε ινγνο γηα ην θαηλφκελν ηεο αιιαγήο (Switching) θαη 

ελαιιαγήο (reswitching) ηερληθψλ γηα δεδνκέλν χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. Σα 

ζεκεία φπνπ ιακβάλνπλ ρψξα ηα παξαπάλσ θαηλφκελα, ηα ζεκεία δειαδή φπνπ ην 

ζχζηεκα κεηαβαίλεη απφ κηα ηερληθή ζε κηα άιιε, νλνκάδνληαη switch θαη reswitch 

points αληίζηνηρα. Σα ζεκεία απηά, έρνπλ ηηο εμήο ηδηφηεηεο γηα δχν ηερληθέο 

παξαγσγήο, έζησ ηελ ],[ )()( aaA   θαη ηελ ],[ )()( bbA  : 

 Σν πνζνζηφ θέξδνπο ησλ δχν ηερληθψλ είλαη ίζν: 

)()( ba rr   (1) 

 Οη δχν ηερληθέο έρνπλ ην ίδην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην: 

)()( ba ww  (2) 

 Οη δχν ηερληθέο έρνπλ ην ίδην δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο
364

 

)()( ba pp  (3) 

 ζνλ αθνξά ηελ έληαζε θεθαιαίνπ ζηα switch points δελ είλαη ε ίδηα ζηηο δχν 

ηερληθέο, ζηελ γεληθή πεξίπησζε.  Ο ιφγνο πξνθαλήο θαζψο: 

 rKww q

(.)

max

(.)
 (4)  

Απφ ηηο ζρέζεηο (2) θαη (4) πξνθχπηεη: 

 rKwrKw q
bb

q
aa )()(

max

)()(

max  

 rKKww q
b

q
aba )( )()()(

max

)(

max  

q
b

q
a

ba

KK
r

ww )()(

)(

max

)(

max 


 (5) 

                                                           
364

 ηελ πεξίπησζε ησλ κε γεηηνληθψλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο, φπσο είλαη γλσζηφ απφ ηελ 

βηβιηνγξαθία βι. Κ.Baradwaj (1970) ζει.412 
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Απφ ηελ ζρέζε (5) βιέπνπκε φηη θαλέλαο ιφγνο δελ ππάξρεη γηα ηνλ νπνίνλ ε 

έληαζε θεθαιαίνπ πξέπεη λα είλαη ίζε αλάκεζα ζηα δχν ζπζηήκαηα. Σν ηειεπηαίν 

κπνξεί λα ζπκβεί ζηηο εηδηθέο πεξίπηψζεηο φπνπ
365

 : 

1. Σν πνζνζηφ θέξδνπο είλαη ίζν κε ην κεδέλ θαη ε δηάθνξα απφ ηα κέγηζηα 

πνζνζηά θέξδνπο ησλ δχν ηερληθψλ δηάθνξε ηνπ κεδέλνο 

2. Σν πνζνζηφ θέξδνπο είλαη δηάθνξν ηνπ κεδελφο θαη ε δηάθνξα απφ ηα 

κέγηζηα πνζνζηά θέξδνπο ησλ δχν ηερληθψλ ίζε κε ην κεδέλ 

3. Σνζν ην  πνζνζηφ θέξδνπο φζν θαη ε δηάθνξα απφ ηα κέγηζηα πνζνζηά 

θέξδνπο ησλ δχν ηερληθψλ είλαη ίζα κε ην κεδέλ. 

4. Μηα ηέηαξηε εθδνρή φπνπ ε έληαζε θεθαιάίνπ δχλαηαη λα είλαη ίζε ζηα 

(re)switch points είλαη νη ηηκέο λα έρνπλ ηππνπνηεζεί κε ην ηππηθφ 

εκπφξεπκα ηνπ Sraffa. 

Απφ ηελ παξνπζίαζε ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο ηνπ Sraffa, γλσξίδνπκε 

φηη ε παξαγφκελε w-r ζρέζε είλαη ε αθφινπζε
366

: 

R

r
w 1 (6) 

Με άιια ιφγηα ε πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία νη εληάζεηο θεθαιαίνπ είλαη ίζεο 

αλάκεζα ζηηο δχν ηερληθέο είλαη λα έρνπλ ην ίδην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο, ή 

ηζνδχλακα ηελ ίδηα ηδηνηηκή. 

 Σα switch points
367

, φπσο ζα δνχκε ζηελ ζπλέρεηα δχλαληαη λα 

κεηαηνπίδνληαη, λα εκθαλίδνληαη , ή λα εμαθαλίδνληαη κε ηελ ηππνπνίεζε, 

                                                           
365

 Καζψο αλ 0)()(  q
b

q
a KK  ηφηε: 

0
)(

max

)(

max 


r

ww ba

  

 Δίηε  r=0 θαη 0)(

max

)(

max  ba ww  

 Δίηε   0r  θαη 0)(

max

)(

max  ba ww  

 Δίηε   0r  θαη 0)(

max

)(

max  ba ww  

 

366
 Βι. θαη παξνχζα δηαηξηβή ζει.106, θαζψο θαη ηεθαλνπνχινπ Ε. (2009), Rocncaglia A (1978) θαη 

Ahmad S (1986) 

367
 Bl θαη Bhaduri A, (1970) 
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αθφκα θαη ζηελ απινπζηεπκέλε πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ 

απιήο παξαγσγήο.  

Σα reswitch points, απφ ηελ άιιε κεξηά έρνπλ αθξηβψο ηηο ίδηεο ηδηφηεηεο κε ηα switch 

points θαζψο θαη ζε απηά ηζρχνπλ νη ίδηεο ηηκέο παξαγσγήο, ην ίδην πνζνζηφ θέξδνπο 

θαη νλνκαζηηθφ σξνκίζζην. Δπηπιένλ ηζρχνπλ φζα πξναλαθέξζεθαλ γηα ηελ έληαζε 

θεθαιαίνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Δπηπιένλ ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο (joint production) παξαγσγήο είλαη δπλαηφλ 

λα εκθαληζηνχλ ςεπδή ζεκεία (ελ)αιιαγήο ησλ ηερληθψλ (fake (re)switch points). 

ηα ελ ιφγσ ζεκεία ηέκλνληαη δχν ή πεξηζζφηεξεο αιιά φρη φιεο νη w-r επζείεο ησλ 

ππν ζχγθξηζε ηερληθψλ. Σα ζεκεία απηά έρνπλ ηηο εμήο ηδηφηεηεο: 

1. Έρνπλ ην ίδην πνζνζηφ θέξδνπο 

2. Έρνπλ ην ίδην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην, αιιά: 

3. Γελ έρνπλ ην ίδην δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο 

4. Γελ κπνξεί λα εηπσζεί ηίπνηα γηα ηελ έληαζε θεθαιαίνπ, θαζψο δχλαηαη λα 

δηαθέξεη αλάκεζα ζηηο ππν ζχγθξηζε ηερληθέο (ζεκ. ηππηθά ππνζπζηήκαηα 

φπσο ζα θαλεί ζηελ παξνχζα δηαηξηβή). 

κσο είλαη γλσζηφ απφ ηελ βηβιηνγξαθία
368

, φηη αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε φπνπ 

ζπγθξίλνληαη κε γεηηνληθέο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο είλαη δπλαηφλ ζηα fake switch 

points λα κελ ζπλεπάγνληαη ην ίδην δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο. 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ θαη φπσο ζα δεηρζεί ζηελ ζπλέρεηα
369

 ηα ζεκεία απηά, φπσο θαη 

ηα πξαγκαηηθά (reswitch), θαη αληίζεηα κε ηα φζα ππνζηεξίδνπλ νη C.Bidard θαη 

Δ.Klimovsky,  ηα ζεκεία απηά είλαη πξαγκαηηθά switch point, ζηα νπνία ζε φξνπο 

ησλ w-r  θαη cost minimization criterion, ζπληειείηαη κηα κεηάβαζε απφ κηα ηερληθή 

ζε κία άιιε. 

Έλα δήηεκα πνπ ηίζεηαη ζρεηηθά κε ηα switch points είλαη θαη πνίο  ν κέγηζηνο 

αξηζκφο ηνπο. ην εξψηεκα απηφ δφζεθε απάληεζε πξψηε θνξά απφ ηελ K. Baradwaj 

ην 1970
370

. 

                                                           
368

 Βι. K. Baradwaj (1970) ζει .412 

369
 Δπίζεο βι. K.Manoudakis(2009)  

370
 Βι.Κ.Baradwaj (1970) ζει 209-229 
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Έζησ ινηπφλ φηη ππάξρνπλ δπν ηερληθέο απιήο παξαγσγήο, έζησ [ , ]A  θαη [ , ]B h . 

πνπ Α είλαη ε κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ, δηαζηάζεσλ mxm θαη ην  έλα 

mx1 δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσληαλή εξγαζία. Οκνίσο ε Β είλαη κηα nxn κήηξα 

ησλ ηερληθψλ ζπληειεζηψλ θαη h έλα 1xn δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε εξγαζηαθή 

δχλακε.  

Οη ηερληθέο απηέο γηα ηελ Bharadwaj έρνπλ s θνηλά παξαγφκελα εκπνξεχκαηα. Καηά 

ζπλέπεηα ε ηερληθή [ , ]A  παξάγεη (m-s) εκπνξεχκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

απνθιεηζηηθά ζε απηήλ. Οκνίσο ε [ , ]B h  παξάγεη (n-s) εκπνξεχκαηα πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη απνθιεηζηηθά ζε απηήλ. 

Ζ Bharadwaj ςάρλεη ηηκέο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, φπνπ ηζνχληαη νη ηηκέο παξαγσγήο 

ησλ δπν ηερληθψλ θαζψο θαη ηα νλνκαζηηθά σξνκίζζηα, ήηνη ηα ζεκεία (ελ)αιιαγήο. 

Κάλεη επηπιένλ ηελ δηαπίζησζε, φηη ζηελ πεξίπησζε πνπ δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ 

θαηά πεξηζζφηεξεο απφ κηα δηαδηθαζίεο παξαγσγήο θαη νη ηηκέο ηππνπνηεζνχλ κε έλα 

θνηλφ ζηηο δπν ηερληθέο ηππηθφ εκπφξεπκα, ηφηε (νη ηηκέο) ελδέρεηαη λα δηαθέξνπλ 

αλάκεζα ζηηο δπν ηερληθέο ζηα switch points
371

. 

Ζ ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο ζηα switch points εμάγεηαη , ιχλνληαο ην πνιπψλπκν: 

( ) [ ] [ ] 0, 1,2,...
i i i

F r p A B er w h e e m n s           (1) 
372

 (8) 

Ta switch points επνκέλσο είλαη νη επαλαιακβαλφκελεο ιχζεηο (ηηκέο) ηνπ 

πνιπσλχκνπ (1), νη νπνίεο πεξηνξίδνληαη εληφο ηνπ νηθνλνκηθά ζεκαληηθνχ πεδίνπ 

ηηκψλ ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο: 

1 1 , min[ , ]
A B

r R R R R     

Καηά ζπλέπεηα: 

: ( ) 0r p r   (9) 

Σν γεληθφ ζπκπέξαζκα πνπ εμάγεηαη είλαη γηα n βαζηθά εκπνξεχκαηα θνηλά ζε δπν 

ππφ ζχγθξηζε ηερληθέο, ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ελαιιαγήο είλαη n. Ζ 

ππφζεζε ηεο χπαξμεο γεηηνληθψλ ηερληθψλ είλαη κάιινλ απίζαλε γηα ηελ Bharadwaj, 

                                                           
371

 Έρνληαο εληνπίζεη ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο ηελ  χπαξμε ησλ fake switch point, ε 

νπνία κε ζαθήλεηα δηαηππψζεθε αξγφηεξα απφ ηνπο Ch.Bidard θαη Δ.Klimovksy (2000) γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο,. 

372
 Ζ Bharadwaj αλαγλσξίδνληαο ην γεγνλφο φηη νη κήηξεο Α θαη Β θαζψο θαη ηα δηαλχζκαηα  θαη h 

είλαη δηαθνξεηηθψλ δηαζηάζεσλ, γηα λα κπνξέζεη λα ιχζεη ην πνιπψλπκν (1) πξνζαπμάλεη ηελ κήηξα 

Α(Β) θαη ην (h) θαηά ηηο δηαδηθαζίεο πνπ παξάγνπλ ηα εκπνξεχκαηα πνπ παξάγεη απνθιεηζηηθά ε 

ηερληθή  [ , ]B h ([ , ]A ) σο κε βαζηθά. Καηά ζπλέπεηα [ , ] ( )rank A B m n s      
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αθνχ ζεσξεί κε ξεαιηζηηθή ηελ χπαξμε ηερληθψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ ίδην αξηζκφ 

θαη είδνο ησλ βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ θαη ηαπηφρξνλα δηαθέξνπλ ζε κηα κφλν κέζνδν 

παξαγσγήο είλαη κάιινλ απίζαλν λα ζπκβεί. 

 

7.1 Με βαζηθά εκπνξεύκαηα 

 

Γηα ηελ Bharadwaj ε πεξίπησζε δχν ηερληθψλ, νη νπνίεο δηαθέξνπλ ζε κηα ή 

πεξηζζφηεξεο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο ησλ θνηλψλ βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ, ηα switch 

points βξίζθνληαη κε ηνλ ίδην ηξφπν φπσο παξαπάλσ. 

Ηδηαίηεξε ζεκαζία δίδεηαη απφ ηελ Bharadwaj ζε δπν πεξηπηψζεηο: 

3. Δάλ ππάξρεη ελαιιαθηηθή δηαδηθαζία παξαγσγήο γηα έλα κε βαζηθφ 

εκπφξεπκα, ηφηε ζα ππάξμνπλ αιιαγέο ζηελ κέζνδν παξαγσγήο ησλ κε 

βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ 

4. Σα κε βαζηθά εκπνξεχκαηα κπαίλνπλ ζην ηππηθφ εκπφξεπκα, θαη σο εθ 

ηνχηνπ εηζέξρνληαη έκκεζα ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ησλ 

βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ. 

 

7.1.1 Πεξίπηωζε 1. 

 

Έζησ φηη γηα έλα κε βαζηθφ εκπφξεπκα, ππάξρεη κηα ελαιιαθηηθή κέζνδνο 

παξαγσγήο. Έζησ φηη έλα θνηλφ γηα ηηο δχν ηερληθέο κε βαζηθφ εκπφξεπκα ιεηηνπξγεί 

σο numeraire. 

ηελ πεξίπησζε απηή, νη δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ κφλν θαηά ηελ δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ηνπ κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, γηα ην νπνίν γίλεηαη ιφγνο. Χο εθ ηνχηνπ 

ν αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ελαιιαγήο ζα δίδεηαη απφ ηελ δηάζηαζε ηεο επαπμεκέλεο 

κήηξαο [ ]A B  . 

 

7.1.2 Πεξίπηωζε 2 

Έζησ φηη δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο γηα έλα βαζηθφ 

εκπφξεπκα. Δπηπιένλ γίλεηαη ε ππφζεζε ηα κε βαζηθά εκπνξεχκαηα, εκπεξηέρνληαη 

ζην ηππηθφ εκπφξεπκα. Ζ Bharadwaj εμεηάδεη πσο ηα παξαπάλσ ζα επηξξεάζνπλ ηνλ 

αξηζκφ ησλ ζεκείσλ ελαιιαγήο. 
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H Bharadwaj θάλεη ηηο αθφινπζεο παξαηεξίζεηο: 

3. Δάλ ην κε βαζηθφ εκπφξεπκα πνπ εμεηάδνπκε δελ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ δηθή 

ηνπ παξαγσγή, ηφηε ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ ζεκείσλ ελαιιαγήο είλαη ίζνο κε 

ηνλ αξηζκφ ησλ δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο ηεο ελ ιφγσ ηερληθήο 

4. Δάλ ην κε βαζηθφ εκπφξεπκα, ρξεζηκνπνείηαη ζηελ ίδηα ηελ δηθή ηνπ 

παξαγσγή, ηφηε κε ην κε βαζηθφ εκπφξεπκα ζαλ numeraire, νη ηηκέο ησλ 

βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ δελ κπνξεί λα είλαη ζεηηθέο. 

ηελ ζπλέρεηα εμεηάδεη ηελ πεξίπησζε φπνπ ηφζν βαζηθά, φζν θαη κε βαζηθά 

εκπνξεχκαηα εκπεξηέρνληαη ζην ηππηθφ εκπφξεπκα. Καη δηαπηζηψλεη φηη: 

3. ζα εθ ησλ κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ ηα νπνία εηζέξρνληαη έκκεζα ε άκεζα 

ζηελ ίδηα ηελ δηθή ηνπο παξαγσγή θαη ηαπηφρξνλα ζην ηππηθφ εκπφξεπκα, 

πξνζηίζεληαη ζηνλ αξηζκφ ησλ ιχζεσλ γηα ην πνιπψλπκν (1) 

4. Οη ιχζεηο πνπ πξνζηίζεληαη ζηηο ιχζεηο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, δελ 

ιακβάλνληαη ππφςε θαζψο ηζνχληαη κε ησλ αξηζκφ αλαπαξαγσγήο γηα ηα κε 

βαζηθά εκπνξεχκαηα. Με άιια ιφγηα  δηαπηζηψλεηαη, ζε ζπκθσλία θαη κε ην 

Srafa, φηη νη ηηκέο παξαγσγήο γηα θάζε εκπφξεπκα ζα είλαη ίζεο κε κεδέλ. 

πγθεθαιαηψλνληαο κπνξνχλ λα εμαρζνχλ, ηα αθφινπζα ζπκπεξάζκαηα: 

5. ηα switch points, δηαθέξνπλ νη δπν ππφ εμέηαζηλ ηερληθέο θαηά κηα 

δηαδηθαζία παξαγσγήο ελφο βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο. ηελ πεξίπησζε απηή ν 

κέγηζηνο αξηζκφο ησλ switch points είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκφ ησλ 

εκπνξεπκάησλ πνπ εηζέρνληαη άκεζα θαη έκκεζα ζηελ δηαδηθαζία φισλ ησλ 

εκπνξεπκάησλ ησλ δπν ππφ εμέηαζηλ ηερληθέο.  

6. ηελ πεξίπησζε φπνπ δπν ηερληθέο δηαθέξνπλ θαηά κηα κέζνδν παξαγσγήο 

ελφο κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο, ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ switch points είλαη 

ίζνο κε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ ησλ δπν ηερληθψλ, 

ζπλ ηνλ αξηζκφ ησλ κε βαζηθψλ εκπνξεπκάησλ πνπ εηζέξρνληαη άκεζα θαη 

έκκεζα ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ κε βαζηθνχ εκπνξεχκαηνο θαηά ην 

νπνίν δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο. 

7. Ζ επηινγή ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο, δελ επηξξεάδεη ησλ αξηζκφ ησλ switch 

points 

8. Ζ θαηάηαμε ησλ εκπνξεπκάησλ ζε βαζηθά θαη κε βαζηθά εκπνξεχκαηα γηα 

έλα ζπζηεκα παξαγσγήο, ρξεζηκνπνηεί πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο απφ φηη ε 

θαηάηαμή ελφο ζπζηήκαηνο ζε δηαζπψκελν ή κε δηαζπψκελν. 
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7.2 Φεπδή ζεκεία (ελ)αιιαγήο 

 

Βαζηδφκελνη ζην άξζην ησλ  Ch.Bidard θα E.Klimovsky’s “Switches and Fake 

switches in methods of production”, ζα (απφ)δεηρζεί αλ ηα ζεκεία απηά είλαη ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα θαη αληίζεηα απφ φηη  πηζηεχνπλ ν Bidard θαη ε Klimovsky an 

πξαγκαηηθά ζεκεία (ελ)αιιαγήο (real switch points)
373

. 

7.2.1  (Πξν)ππνζέζεηο 

 

Έζησ φηη παξάγνληαη n εκπνξεχκαηα κέζσ m δηαζέζηκελσλ δηαδηθαζηψλ 

παξαγσγήο. Ηζρχεη κε άιια ιφγηα 

 n m  (1) 

Σα ζπζηήκαηα παξαγσγήο πνπ δεκηνπξγνχληαη απφ ηηο δηαδηθαζίεο απηέο 

ρξεζηκνπνηνχλ γξακκηθέο ηερληθέο ζχλζεηεο παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα 

δεκηνπξγνχληαη m+1 δηαθνξεηηθέο ηεηξάγσλεο ηερληθέο παξαγσγήο θαη m+1 w-r 

ζρέζεηο. 

Οη  m+1 w-r ζρέζεηο,  έρνπλ εμαρζεί γηα κηα θνηλή γηα φια ηα ηππηθά 

ππνζπζηήκαηα ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ.. 

Βάζεη φισλ ησλ παξαπάλσ ππνζέζεσλ ζα πξνζπαζήζνπκε λα απνδείμνπκε ηελ 

χπαξμε ησλ fake switch points
374

.  

                                                           
373

 Bι. θαη Schefold (1989) θαζψο θαη Bidard (1984) 

374
 Πξσηνχ φκσο ζπλερίζνπκε ζηελ απφδεημε ηεο χπαξμεο ή κε ησλ fake switch points, ζα γίλεη κηα 

ζχληνκε αλαθνξά, ζην πσο νη Bidard θαη Klimovsky πεξηγξάθνπλ ηα ελ ιφγσ fake switch points: 

Αξρηθά αο δνχκε πσο νξίδνπλ νη θαη Klimovsky ηα switch points ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο 

παξαγσγήο : 

“Let there k+1 commodities and k+1 methods of production. A switch point is a level 
*r  of the rate of 

profits such that the k+1 methods are equally profitable for some price-and-wage vector.” Bidard Ch. 

and Ed. Klimovsky (2004). Απηφο ν νξηζκφο ησλ Bidard-Klimovsky γηα ηα switch points δείρλεη λα 

επζηαζεί ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο. 
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Απινπνηψληαο ηα δεδνκέλα, φκνηα κε ηνπο C. Bidard θαη Δ. Klimovsky, 

εμαηάδνπκε ηελ εηδηθή πεξίπησζε 2 εκπνξεπκάησλ (Υ,Τ), ηα νπνία παξάγνληαη απφ 3 

δηαζέζηκεο κεζφδνπο παξαγσγήο, έζησ ηηο 1,2,3.  Καηά ζπλέπεηα πξνθχπηνπλ ηξεηο 

ηεηξάγσλεο  ηερληθέο παξαγσγήο, νη νπνίεο απνηεινχληαη απφ ηηο κεζνδνπο (1,2) 

(1,3), (2,3). Καηά ζπλέπεηα  ζρεκαηίδνληαη νη κήηξεο εηζξνψλ θαη εθξνψλ 

, , 1,2,3ij ijA B i j  , αληίζηνηρα.   

Έζησ φηη νη ηηκέο παξαγσγήο ηππνπνηνχληαη απφ νπνηνδήπνηε θνηλφ ηππηθφ 

εκπφξεπκα γηα ηηο 3 ηερληθέο.  Χο ζπλήζσο πξνθχπηνπλ νη w-r ζρέζεηο θακπχιεο. 

ηελ πεξίπησζε απηή γηα δεδνκέλν r, δχν απφ ηηο ηξείο w-r θακπχιεο ηέκλνληαη ζε 

έλα δεδνκέλν ζεκείν. Καηά ζπλέπεηα γηα ηνπο Bidard θαη Klimovsky: 

Σα ζεκεία πνπ ηέκλνληαη νη ελ ιφγσ ηερληθέο δελ είλαη αιεζηλά αιιά ςεπδή 

ζεκεία (ελ)αιιαγήο, αθνχ αληηηείλνπλ ζην νξίζκφ ηεο 2
εο

 ππνζεκείσζεο πνπ είδακε 

παξαπάλσ 

                                                                                                                                                                      
Χζηφζν ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο: 

“In a multiple-product system, let 
*r  be a switch point. The price-and-wage vector is the same for all 

of the k+1 systems. Therefore, whatever the numeraire is, the k+1 wage-profits curves have a common 

point (
* *,r w ).”  

 

ηελ βηβιηνγξαθία αιιά θαη ζε πξνεγνχκελεο παξαγξάθνπο είδακε φηη ην ζεκείν πνπ ηέκλνληαη φιεο 

νη w-r επζείεο νλνκάδεηαη switch point θαη έρεη ηηο αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 

 ια ηα έλαιιαθηηθά ηππηθά ππνζπζηήκαηα ζε έλα switch point έρνπλ ην ίδην πνζνζηφ 

θέξδνπο θαη ην ίδην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην 

 ια ηα ηππηθά ππνζπζηήκαηα (ηππνπνηεκέλα θπζηθά θαζ’ ίδην ηξφπν) ζπλεπάγνληαη ην ίδην 

δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο γηα ην δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο. 

  ηα switch points φια ηα ηππηθά ππνζπζηήκαηα έρνπλ ηελ ίδηα ηηκηαθή έληαζε θεθαιαίνπ 

πσο είλαη θπζηθφ ηηο ίδηεο ηδηφηεηεο έρνπλ θαη ηα reswitch points. 

ην αληίπνδα ηα fake switch points φπνπ ηέκλνληαη δχν ή πεξηζζφηεξεο αιιά ζε θακία πεξίπησζε φιεο 

νη w-r θακπχιεο πνπαληηζηνηρνχλ ζε ηππηθά ππνζπζηήκαηα. Σν ηειεπηαίν ζπλεπάγεηαη φηη νη 

παξαπάλσ ηδηφηεηεο δελ ηζρχνπλ γηα φια ηα ηππηθά ππνζπζηήκαηα αιιά γηα κεξηθά απφ απηά. 

Έλα fake switch point κπνξεί λα εληνπηζηεί θάησ πάλσ ε πέξα απφ ηελ πεξηβάιινπζα ησλ w-r 

θακππιψλ. ηαλ έλα  fake switch βξίζθεηαη θάησ απφ ηελ πεξηβάιινπζα ησλ w-r θακππιψλ δελ 

ππάξρεη θάπνην ηδηαίηεξν πξφβιεκα θαζσο βξίζθεηαη ζην ζεκείν ηνκήο δπν ππνδεέζηεξσλ ηερληθψλ νη 

νπνίεο εμ’ νξηζκνχ δελ επηιέγνληαη. Σν πξφβιεκα αλαθχπηεη φηαλ ηα fake switch point βξίζθνληαη 

ζηελ εμσηεξηθή πεξηβάιινπζα ησλ w-r θακππιψλ.  
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Δάλ ην “fake switch point” είλαη πάλσ ζηελ πεξηβάιινπζα ησλ w-r θακππιψλ, 

ηφηε ζχκθσλα κε ηνπο Bidard θαη Klimovsky ζπληειείηαη κηα κεηάβαζε ζε έλα 

ζεκείν φπνπ δελ ππάξρεη αιιαγή ηερληθψλ. 

Δπηπιένλ ηα πξαγκαηηθά ζεκεία (ελ)αιιαγήο γηα ηνπο Bidard θαη Klimovsky δελ 

εκθαλίδνληαη ή εμαγαλίδνληαη κε ηελ ηελ αιιαγή ηεο ηππνπνίεζεο ησλ ηηκψλ 

παξαγσγήο. 

Με άιια ιφγηα ην w-r θξηηήξνην δελ είλαη γηα ηνπο Bidard-Klimovsky έλα 

θξηηήξην κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ηερληθψλ παξαγσγήο, ιφγσ ηνπ φηη ζπλεπάγεηαη 

ηελ κεηάβαζε ζε έλα ζεκείν, ζην νπνίν θαη΄απηνχο δελ κπνξεί λα εηπσζεί ηίπνηα γηα 

ην πνηα ηερληθή είλαη ελ ηέιεη ε πιένλ θεξδνθφξα. 

Οη Bidard θαη Klimovsky πξνζπαζνχλ λα απνδείμνπλ ηελ χπαξμε ησλ fake switch 

points, θηλνχκελνη ζην αθφινπζν αλαιπηηθφ πιαίζην: 

Οη ηηκέο ηππνπνηνχληαη κε έλα ηππηθφ εκπφξεπκα έζησ ην  u, u≥0 

Γηα δεδνκέλν r, 0r 0 , ηέηνην ψζηε ε δηεχζπλζε ηνπ θαζαξνχ πξντφληνο λα είλαη ε 

ίδηα κε απηή ηνπ ηππηθνχ πξντφληνο.  

Έζησ φηη ην  r, 

0 i i 0 0r 0:b -a (1 r ) w u, m 1,2,3, ,m     (2) 

, έλα ηέηνην r ππάξρεη εάλ ην ηππηθφ εκπφξεπκα βξίζθεηαη ζηελ γσλία πνπ 

ζρεκαηίδεηαη απφ ηα δηαλχζκαηα: 

 i i i ib -a   and  b -a (1 R).  (3) 

Οη Bidard θαη Klimovsky ππνζηεξίδνπλ φηη ην 0r είλαη έλα fake switch point, θαη o 

ιφγνο είλαη γηαηί γηα 0r , θάζε ζχζηεκα ην νπνίν πεξηέρεη ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία I 

κπνξεί λα παξάμεη 0w κνλάδεο ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο. 

. 
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7.2.2  Real θαη  “Fake” switch points 

 

Ο θχξηνο ζηφρνο ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ είλαη λα (απν)δείμεη φηη ηα «fake switch 

points» είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα real switch points
375

. Σν ηειεπηαίν ζα δεηρζεί 

ηφζν ζε φξνπο ηνπ αξηζκηηηθνχ παξαγείγκαηνο ησλ  Bidard θαη Klimovsky φζν θαη 

ζηελ γεληθή πεξίπησζε κε ηελ ρξήο ελφο κε δηαζπψκελνπ ζπζηήκαηνο ζχλζεηεο 

παξαγσγήο. 

7.2.3 Σν αξηζκηηηθό παξάδεηγκα 

 

Τπελζπκίδνληαη ηα αξηζκηηηθά δεδνκέλα νπ αξηζκηηηθνχ παξαδείγκαηνο ησλ Bidard 

θαη Klimovsky: 

Έζησ νη κήηξεο A≥0 θαη  and B≥0, κε A+B>0, είλαη νη nxm  κήηξεο ησλ εηζξνψλ θαη 

ησλ εθξνψλ αληίζηνηρα.  Έζησ ℓ, ℓ>0 ην 1xm δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε δσλαληή 

εξγαζία  
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Γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο πξνθχπηεη: 

ijijijij wrApp  )1( , i≠j, i,j=1,2,3 

Καηά ζπλέπεηα γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο θαη γηα ηηο παξαγφκελεο w-r ζρέζεηο 

πξνθχπηεη: 

)408(

],[

12

12

raw

aap
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 Γηα λα είκαζηε πεξηζζφηεξν αθξηβείο ζα ήηαλ νξζφηεξν λα πνχκε φηη φζν ςεπδή είλαη ηα fake 

switch points, άιιν ηφζν ςεπδή  είλαη θαη ηα real switch points 
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 )22038(

)]105(),103([

13

13

rbw

rbrbp





 

)10018(

)]103(),101([

23

23

rcw

rcrcp





 

Οη ηηκέο γηα θάζε ηερληθή ij ηππνπνηνχληαη σο εμήο: 

1, 1ijp 
 

Καηα ζπλέπεηα γηα ηελ  w-r θάζε ηερληθήο ηζρχεη: 

)408(12 rw   

r

r
w

103

)22038(
13






 

r

r
w

101

)10018(
23






 

Σα απνηειέζκαηα γηα ηηο ηηκέο παξαγσγήο είλαη γηα ηελ πξψηε ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ 

κε p(x)=1 : 

 

p(x)=1 

r w12 w13 w23 

0,005 7,800 12,098 16,667 

0,01 7,600 11,548 15,455 

0,015 7,400 11,016 14,348 

0,02 7,200 10,500 13,333 

0,025 7,000 10,000 12,400 

0,03 6,800 9,515 11,538 

0,035 6,600 9,045 10,741 

0,04 6,400 8,588 10,000 
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0,045 6,200 8,145 9,310 

0,05 6,000 7,714 8,667 

0,055 5,800 7,296 8,065 

0,06 5,600 6,889 7,500 

0,065 5,400 6,493 6,970 

0,07 5,200 6,108 6,471 

0,075 5,000 5,733 6,000 

0,08 4,800 5,368 5,556 

0,085 4,600 5,013 5,135 

0,09 4,400 4,667 4,737 

0,095 4,200 4,329 4,359 

0,1 4,000 4,000 4,000 

0,105 3,800 3,679 3,659 

0,11 3,600 3,366 3,333 

0,115 3,400 3,060 3,023 

0,12 3,200 2,762 2,727 

0,125 3,000 2,471 2,444 

0,13 2,800 2,186 2,174 

0,135 2,600 1,908 1,915 

0,14 2,400 1,636 1,667 

0,145 2,200 1,371 1,429 

0,15 2,000 1,111 1,200 
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0,155 1,800 0,857 0,980 

0,16 1,600 0,609 0,769 

0,165 1,400 0,366 0,566 

0,17 1,200 0,128 0,370 

0,175 1,000 -0,105 0,182 

0,18 0,800 -0,333 0,000 

0,185 0,600 -0,557 -0,175 

0,19 0,400 -0,776 -0,345 

0,195 0,200 -0,990 -0,508 

0,2    0,000 -1,200 -0,667 

0,205 -0,200 -1,406 -0,820 

0,21 -0,400 -1,608 -0,968 

0,215 -0,600 -1,806 -1,111 

Πηλαθαο 1 

Καζψο θαη ε w-r ζρέζε: 

 

 

 

 

 

 

 

 

w-r για P(x)=1
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ρήκα 1 

ρεηηθά κε ηελ έληαζε θεθαιαίνπ ζε φξνπο ηηκψλ παξαγσγήο ηζρχνπλ ηα 

αθφινπζα
376

: 

Απφ ηελ ζρέζε ησλ ηηκψλ παξαγσγήο πξνθχπηεη: 

(4) 

, φπνπ Κq ε ηηκηαθή έληαζε θεθαιαίνπ ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο q. 

Καηά ζπλέπεηα γηα ηηο ηηκηαθέο εληάζεηο θεθαιαίνπ Κij , i≠j, i,j=1,2,3 ηζρχεη: 

12

8 40

0,2

r
K

r




  

13

38 220

3 10
19

110

r

rK

r






 

23

18 100

1 10
9

50

r

rK

r






 

 

Γηα ηηο εληάζεηο θεθαιαίνπ πξνθχπηεη ν αθφινπζνο πίλαθαο γηα p(x)=1:  

r k12 k13 k23 

0,005 40,000 73,631 95,238 

0,01 40,000 73,948 90,909 

0,015 40,000 74,284 86,957 

0,02 40,000 74,643 83,333 

0,025 40,000 75,026 80,000 

0,03 40,000 75,435 76,923 

                                                           
376

 Γ.ηακάηεο (1997a) 

( )
q q

w
w K R r K

R r
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0,035 40,000 75,875 74,074 

0,04 40,000 76,347 71,429 

0,045 40,000 76,856 68,966 

0,05 40,000 77,407 66,667 

0,055 40,000 78,005 64,516 

0,06 40,000 78,656 62,500 

0,065 40,000 79,367 60,606 

0,07 40,000 80,147 58,824 

0,075 40,000 81,008 57,143 

0,08 40,000 81,961 55,556 

0,085 40,000 83,022 54,054 

0,09 40,000 84,212 52,632 

0,095 40,000 85,556 51,282 

0,1 40,000 87,083 50,000 

0,105 40,000 88,837 48,780 

0,11 40,000 90,870 47,619 

0,115 40,000 93,255 46,512 

0,12 40,000 96,092 45,455 

0,125 40,000 99,524 44,444 

0,13 40,000 103,759 43,478 

0,135 40,000 109,116 42,553 

0,14 40,000 116,111 41,667 

0,145 40,000 125,628 40,816 

0,15 40,000 139,333 40,000 

0,155 40,000 160,769 39,216 

0,16 40,000 199,048 38,462 
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0,165 40,000 286,863 37,736 

0,17 40,000 696,667 37,037 

0,175 40,000 -696,667 36,364 

0,18 40,000 -174,167 n/a 

0,185 40,000 -77,407 35,088 

0,19 40,000 -36,667 34,483 

0,195 40,000 -14,218 33,898 

0,2 0,000 0,000 33,333 

0,205 40,000 9,812 32,787 

0,21 40,000 16,992 32,258 

0,215 40,000 22,473 31,746 

Πίλαθαο 2  

And the relation: 

 

ρήκα 2 

 

Γηα ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ κε: 

2, 1ijp 
 

Γηα ηελ w-r ζρέζε θάζε ηερληθήο ηζρχεη: 

)408(12 rw   
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r

r
w

105

)22038(
13






 

23

(18 100 )

3 10

r
w

r




  

Σα απνηειέζκαηα γηα βάζεη ηεο ηππνπνίεζεο p(y)=1 είλαη ηα εμήο γηα ην w: 

p(y)=1 

r w12 w13 w23 

0,005 7,800 7,455 5,932 

0,01 7,600 7,306 5,862 

0,015 7,400 7,155 5,789 

0,02 7,200 7,000 5,714 

0,025 7,000 6,842 5,636 

0,03 6,800 6,681 5,556 

0,035 6,600 6,516 5,472 

0,04 6,400 6,348 5,385 

0,045 6,200 6,176 5,294 

0,05 6,000 6,000 5,200 

0,055 5,800 5,820 5,102 

0,06 5,600 5,636 5,000 

0,065 5,400 5,448 4,894 

0,07 5,200 5,256 4,783 

0,075 5,000 5,059 4,667 

0,08 4,800 4,857 4,545 

0,085 4,600 4,651 4,419 

0,09 4,400 4,439 4,286 

0,095 4,200 4,222 4,146 

0,1 4,000 4,000 4,000 
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0,105 3,800 3,772 3,846 

0,11 3,600 3,538 3,684 

0,115 3,400 3,299 3,514 

0,12 3,200 3,053 3,333 

0,125 3,000 2,800 3,143 

0,13 2,800 2,541 2,941 

0,135 2,600 2,274 2,727 

0,14 2,400 2,000 2,500 

0,145 2,200 1,718 2,258 

0,15 2,000 1,429 2,000 

0,155 1,800 1,130 1,724 

0,16 1,600 0,824 1,429 

0,165 1,400 0,507 1,111 

0,17 1,200 0,182 0,769 

0,175 1,000 -0,154 0,400 

0,18 0,800 -0,500 0,000 

0,185 0,600 -0,857 -0,435 

0,19 0,400 -1,226 -0,909 

0,195 0,200 -1,607 -1,429 

0,2 0,000 -2,000 -2,000 

0,205 -0,200 -2,407 -2,632 

0,21 -0,400 -2,828 -3,333 

0,215 -0,600 -3,263 -4,118 

ΠΙΝΑΚΑ 3. 

 

Καη δηαγξακκαηηθά ε w-r ζρέζε: 
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w-r for p(y)=1
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Figure 3 

 

Οκνίσο βαζηδφκελνη ζην ζχζηεκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο πξνθχπηεη γηα ηελ ηηκηαθή 

έληαζε θεθαιαίνπ: 

( )
q q

w
w K R r K

R r
   

  

, φπνπ Κq ε ηηκηαθή έληαζε θεθαιαίνπ ηνπ ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο q. 

Οη ηηκηαθέο εληάζεηο θεθαιαίνπ είλαη γηα ηελ πεξίπησζε απηή Κij , i≠j, i,j=1,2,3 νη 

αθφινπζεο: 

12

8 40

0,2

r
K

r
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18 100
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r
 

 

Γηα ηηο εληάζεηο θεθαιαίνπ πξνθχπηεη γηα ηελ δεδνκέλε πεξίπησζε: 

 

r k12 k13 k32 

0,005 40 48,99701 36,69404 

0,01 40 49,65326 37,41746 

0,015 40 50,33414 38,17235 

0,02 40 51,04167 38,96104 

0,025 40 51,77809 39,7861 

0,03 40 52,54602 40,65041 

0,035 40 53,34842 41,5572 

0,04 40 54,18876 42,51012 

0,045 40 55,07104 43,5133 

0,05 40 56 44,57143 

0,055 40 56,98122 45,68992 

0,06 40 58,02139 46,875 

0,065 40 59,12858 48,13394 

0,07 40 60,31262 49,47526 

0,075 40 61,58568 50,90909 

0,08 40 62,96296 52,44755 
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0,085 40 64,4638 54,10536 

0,09 40 66,11313 55,90062 

0,095 40 67,94381 57,85593 

0,1 40 70 60 

0,105 40 72,34264 62,37006 

0,11 40 75,05828 65,01548 

0,115 40 78,27427 68,00349 

0,12 40 82,18623 71,42857 

0,125 40 87,11111 75,42857 

0,13 40 93,59886 80,2139 

0,135 40 102,6955 86,1244 

0,14 40 116,6667 93,75 

0,145 40 141,5079 104,2184 

0,15 40 200 120 

0,155 40 527,5362 147,7833 

0,16 40 -288,235 214,2857 

0,165 40 -64,5862 666,6667 

0,17 40 -14,1414 -230,769 

0,175 40 8,615385 -48 

0,18 40 21,875 0 

0,185 40 30,76923 23,71542 

0,19 40 37,30715 38,96104 
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0,195 40 42,43736 50,42017 

0,2 Γ.Ο. 46,66667 60 

0,205 40 50,29092 68,64989 

0,21 40 53,49487 76,92308 

Πηλαθαο 4 

 

Σα παξαπάλσ κπνξνχκε λα ηα ζπλνςίζνπκε ζην παξαθάησ δηάγξακκα: 

 

 

ρεκα 4 

Δίλαη θαλεξφ φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο ηππνπνίεζεο ησλ ηηκψλ κε p(x)=1 ππάξρεη 

κφλν έλα Switch point. Αληίζεηα φηαλ νη ηηκέο ηππνπνηνχληαη κε p(Y)=1 ππάξρνπλ 3 

Switch points (γηα ηα νπνία ζα απνθαλζνχκε αξγφηεξα αλ είλαη real ή fake) γηα 

r=0.05,r=0.1, r=0.15. 

Σππνπνηψληαο ηηο ηηκέο κε p(x)=1ππάξρεη κφλν έλα switch point ζην r=0.1. αιιά ηα 

πξάγκαηα είλαη δηαθνξεηηθά αλ νη ηηκέο παξαγσγήο ηππνπνηεζνχλ κε p(Y)=1. 

Τπάξρεη θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε έλα “real” switch point γηα r=0,1 θαη δπν “fake” 

switch points γηα  r=0.05 θαη r=0.15. 

Έγηλε θαλεξφ ζε φξνπο ηνπ αξηζκηηηθνχ παξαδείγκαηνο φηη ην switch point r=0.1 δελ  

επηξξεάδεηαη απφ ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο, ζε αληίζεζε κε ηα switch points γηα  

r=0.05 ,r=0.15,ηα νπνία εκθαλίδνληαη κφλν αλ νη ηηκέο ηππνπνηεζνχλ κε ηελ  p(Y)=1. 
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Βαζηδφκελνη ζην w-r θξηηήξην, δελ ππάξρεη θάπνηνο ζεκαληηθφο ιφγνο, έλεθα ηνπ 

νπνίνπ ηα “fake” switch points λα κελ ζπλεπάγνληαη κηα κεηάβαζε απφ κηα ιηγφηεξν 

θεξδνθφξα ηερληθή ζε κηα πεξίζζνηεξν. Με άιια ιφγηα γηα δεδνκέλν νλνκαζηηθφ 

σξνκίζζην εάλ ην r (ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε έλα “fake” switch point) δελ επηιέγνληαλ 

ηφηε ζα επηιέγνληαλ ππήξρε κηα ηερληθή ε νπνία δελ απνθέξεη ηα κεγαιχηεξα δπλαηά 

θέξδε γηα ηνπο θαπηηαιηζηέο. 

Δίλαη γλσζηφ απφ ηελ βηβιηνγξαθία377, φηη ζε ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηψζεηο είλαη 

δπλαηφλ ηα ραξαθηηξηδφκελα σο real switch points λα εκθαλίδνληαη ή λα 

εμαθαλίδνληαη ή θαη λα κεηαηνπίδνληαη γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο αθφκα θαη 

ζηελ trivial πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο. 

Οη Bidard θαη Klimovsky, ππνζηεξίδνπλ φηη ηα fake switch points κπνξνχλ λα 

εκθαλίδνληαη θαη λα εμαθαλίδνληαη κφλν ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο 

παξαγσγήο. Χζηφζν, φπσο είδακε θαη ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην, απφ ηελ 

Bharadwaj’s378 γλσξίδνπκε φηη είλαη δπλαηφλ δπν ηερληθέο λα ζπλεπάγνληαη έλα 

δηαθνξεηηθφ δηάλπζκα ηηκψλ ζηα switch points, ζηελ πεξίπησζε πνπ ηερληθέο 

παξαγσγήο δελ είλαη γεηηνληθέο 

ηελ πεξίπησζε απηή, δελ κεηαβάιιεηαη κφλν ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο 

ζηα switch points αιιά επίζεηο επηξξεάδεηαη θαη ε εκθάληζε (εμαθάληζε) γηα ηα 

switch points απφ ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. 

Γαλεηδφκελνη ηνλ νξηζκφ ησλ H.Kurz θαη N.Salvadori
379

  γηα ηελ χπαξμε κηαο 

ειαρηζηνπνηνχζαο ην θφζηνο ηερληθήο παξαγσγήο, ε νπνία φπσο είδακε δελ είλαη 

δπλαηφλ λα απνθέξεη θάπνηα άιιε ηερληθή επηπιένλ θέξδε
380

: 

  

  



(1 )

(1 )

1

I I II II

I I I I

I

p r p A wl

p p A r wl

p d  

Με άιια ιφγηα εηζάγνπκε ηηο ηηκέο πνπ πξνθχπηνπλ γηα maxIR
, ζην θξηηήξην ηεο 

κεγηζηνπνίεζεο ησλ θεξδψλ γηα ηελ ηερληθή [ , ]II IIA l .  Δάλ ε ζπλζήθε (3) ηθαλνπνηείηαη 

                                                           
377

 Th Mariolis, (1994) 

378
 Kr. Bharadway (1970) 

379
 H.D.Kurz and Neri Salvadori, (1995) 

380
 Ch. Bidard (1990) 
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ηφηε δελ πξνθχπηνπλ ππεξθέξδε θαη ε ηερληθή is [ , ]I IA l  επηιέγεηαη σο ε 

ειαραηζηνπνηνχζα ην θφζηνο. 

ηελ πεξίπησζε ηψξα ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο νη παξαπάλσ ζπλζήθεο ζα γίλνπλ:: 

  

  



(1 ) (1)

(1 ) (2)

1(3)

I II I II II

I I I I I I

I

p B r p A wl

p B p r p A wl

p d , φπνπ maxIr R
 

Γηα ηηο αθφινπζεο ηππνπνηήζεηο ηηκψλ: 

1, 1ijp 
 

Πξνθχπηνπλ γηα ηελ w-r θάζε ηερληθήο stand: 

)408(12 rw  (4) 

r

r
w

103

)22038(
13






(5) 

r

r
w

101

)10018(
23






(6) 

Αξρηθά γηα ηελ ηερληθή (12) θαη γηα max(12) 0,2r R 
 πξνθχπηνπλ ηα αθφινπζα: 

Σν δηάλπζκα ηηκψλ ηεο ηερληθήο (12)είλαη ην  12 [1,1]p  . 

Δθαξκφδνληαο ηελ ζχλζήθε (1)γηα ηηο ηερληθέο  (13) θαη (23) πξνθχπηεη: 

  12 13 12 13 13(1 ) (9)p B r p A wl θαη 

  12 23 12 23 23(1 ) (10)p B r p A wl  

  12 23 12 23 23(1 ) (10)p B r p A wl  

Αξρηθά εμεηάδνπκε ηελ θνξά ηεο ζπλζήθεο (9) γηα r=0.1: 

   48 70 48 70
 

Με ηνλ ίδην ηξφπν εμαηάδνπκε ηελ θνξά ηεο ζπλζήθεο (10) ζην switch point r=0.1: 

   48 70 48 70  
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Πξνθχπηεη φηη ζην switch point r=0.1 νη ηηκέο παξαγσγήο ησλ ηερληθψλ (13) θαη (23) 

are είλαη ίζεο κε απηέο ηεο ηερληθήο (12) θαη γηα ηππνπνίεζε κε p1=1. 

Γηα ηππνπνίεζε κε : 

2, 1ijp 
 

Γηα ηελ w-r θάζε ηερληθήο πξνθχπηεη: 

)408(12 rw   

r

r
w

105

)22038(
13




  

23

(18 100 )

3 10

r
w

r




  

Αξρηθά γηα ηελ ηερληθή (12) πξνθχπηεη γηα max(12) 0,2r R 
 

12 [1,1]p  381 

Αξρηθά εμεηάδνπκε ηη ζπκβαίλεη ζην switch point r=0.1. ζχκθσλα κε ην cost 

minimization criterion ηζρχεη: 

12 13 12 13 13 13(1 ) [40,70] [48,70]p B p A r w      

Δπνκέλσο ε ηερληθή (13) ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο θαζψο δελ ζπλαπάγνληαη επηπιένλ 

θφζηε απφ ηελ ρξήζε απν ηελ ρξήζε ηεο ηερληθήο απηήο. 

Με ηνλ ίδην ηξφπν πξνθχπηεη γηα ηελ ηερληθή (23): 

12 23 12 23 23 23(1 ) [48,70] [48,70]p B p A r w      

Ζ ηερληθή (13)  ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο θαζψο δελ πξνθχπηνπλ επηπιένλ θφζηε. Με 

άιια ιφγηα θαη νη ηξεηο ηερληθέο ειαρηζηνπνηνχλ ην θφζηνο.  

Δίλαη θαλεξφ φηη ζην “real” switch point r=0.1θαη νη ηξεηο ηερληθέο είλαη ηζάμηεο. ην 

αξηζκηηηθφ παξάδεηγκα ησλ Bidard θαη Klimovsky πξνθχπηεη: 

12 13 23 [1,1]p p p    

                                                           
381

Σν δηάλπζκα  [1,1] ηζρχεη γηα θάζε r, 0 0.2r   
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Δπηπιένλ εμεηάδνπκε ηη ζπκβαίλεη ζην “fake” switch point r=0.05. χκθσλα κε ην 

cost minimization criterion πξνθχπηεη: 

12 13 12 13 13 13(1 ) [40,70] [48,69]p B p A r w
 
    

 

Δπνκέλσο ζηελ πεξίπησζε απηή ηίπνηε δελ κπνξεί λα εηπσζεί ζρεηηθά κε ην εάλ ε 

ηερληθή (23) ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο ή φρη.   Με άιια ιφγηα ην cost minimization 

criterion δελ κπνξεί λα νδεγήζεη ην ζχζηεκα ζε κηα θπξίαξρε -ζε φξνπο Bidard- 

ηερληθή.  

Με ηνλ ίδην ηξφπν γηα ηελ ηερληθή (23) ηζρχεη: 

12 23 12 23 23 23(1 ) [40,70] [47.2,68.2]p B p A r w
 
    

 

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ηίπνηε δελ κπνξεί λα εηπσζεί γηα ην αλ ε ηερληθή (23) 

ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο ή φρη.  Με άιια ιφγηα ην cost minimization criterion δελ 

κπνξεί λα νδεγήζεη ζηελ επηινγή ηεο ειαρηζηνπνηνχζαο ην θφζηνο ηερληθήο.  

Σα δηαλχζκαηα ηηκψλ γηα ηηο ηερληθέο απηέο είλαη: 

12

13

23

[1,1]

[0.778,1]

[0.6,1]

p

p

p





  

ην “fake” switch point r=0.15, βάζεη πάιη ζην cost minimization criterion ηζρχεη: 

12 13 12 13 13 13(1 ) [40,70] [47.429,70.428]p B p A r w      

Δπνκέλσο ε ηερληθή (13)δελ ζπλεπάγεηαη επηπιένλ θφζηε. 

Οκνίσο γηα ηελ ηερληθή (23): 

12 23 12 23 23 23(1 ) [48,70] [48,71]p B p A r w       

Δπνκέλσο ε ηερληθή (23) ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο αθνχ δελ απνθέξεη επηπιένλ 

θέξδε. Με άιια ιφγηα ε ηερληθή (23) είλαη ε ειαρηζηνπνηνχζα ην θφζηνο. 

Σέινο γηα ην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο γηα ηηο παξαπάλσ ηερληθέο ηζρχεη: 

12

13

23

[1,1]

[1.285,1]

[1.667,1]

p

p

p
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πλεπάγεηαη, φηη ζηα “fake switch” points νη ηερληθέο, νη νπνίεο ηέκλνληαη, δελ έρνπλ 

ην ίδην δηάλπζκα ηηκψλ παξαγσγήο
382

. Σν ηειεπηαίν φκσο ζε θακία πεξίπησζε δελ 

ζεκαίλεη φηη ζηα ελ ιφγσ ζεκείν δελ ζπληειείηαη κηα κεηάβαζε απφ ηελ κηα ηερληθή 

ζηελ άιιε. 

ηελ ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε ηη ζπκβαίλεη ζηελ γεληθή πεξίπησζε γηα ηα “fake” 

switch points  

 

7.2.4 Η γεληθή πεξίπηωζε 

 

ε φξνπο ηνπ w-r θξηηεξίνπ, κηα κε δηαζπψκελε παξαγσγηθή ηερληθή ζχλζεηεο 

παξαγσγήο
383

 joint production technique, έζησ ε (a) επηιέγεηαη έλαληη ηεο (b) φηαλ 

ηζρχεη: 

a bw w , ην νπνίν ζπλεπάγεηαη: 

1 1[ (1 )] [ (1 )]a a a b b bB A r y B A r y      ,γηα ηππνπνίεζε κε y, 0y
384

.  

Με ηνλ ίδην ηξφπν γηα ηελ πεξίπησζε πεξηζζφηεξσλ ησλ δχν ηερληθψλ: 

a b cw w w   

1 1 1[ (1 )] [ (1 )] [ (1 )]a a a b b b c c cB A r y B A r y B A r y            

1ip y  ,i=a,b,c. 

Αξρηθά γηα ηελ πεξίπησζε ελφο “real” switch points (θαηά ηνπο Bidard θαη 

Klimovsky),  ηζρχεη: 

a b cw w w   

1 1 1[ (1 )] [ (1 )] [ (1 )]a a a b b b c c cB A r y B A r y B A r y           

Γηα λα είλαη ε χπαξμε ελφο switch point αλεμάξηεην απφ ηελ ηππνπνίεζε, πξέπεη λα 

ηζρχεη: 

1 1 1[ (1 )] [ (1 )] [ (1 )]a a a b b b c c cB A r B A r B A r          , 

                                                           
382

 ην ζεκείν απηφ είλαη απαξαίηεην λα αλαθέξνπκε, φηη φρη κφλν ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο 

παξαγσγήο αιιά θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ κε γεηηνληθψλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο ην w-r θξηηήξην 

θαη ην θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο δελ ζπλάδνπλ.  

383
Με άιια ιφγηα ηζρχεη: 0)]1([ 1  rAB  

384
 Σν Y κπνξεί λα είλαη θάζε nx1 δηάλπζκα, πνπ παξηζηά ελα νπνηνδήπνηε ηππηθφ εκπφξεπκα 
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 Με άιια ιφγηα είλαη αλαγθαίν φια ηα δηαλχζκαηα 1[ (1 )]i i iB A r   , γηα  i=1,2,3λα 

είλαη ίζα
385

. 

Αληίζεηα ζηελ πεξίπησζε ησλ “fake” switch points ηζρχεη: 

a b cw w w   

1 1 1[ (1 )] [ (1 )] [ (1 )]a a a b b b c c cB A r y B A r y B A r y           

Έζησ φηη ην fake switch point – βξίζθεηηα ζηελ εμσηεξηθή πεξηβάιινπζα ησλ w-r 

θακππιψλ,ηφηε ηζρχεη: 

a b cw w w   

1 1 1[ (1 )] [ (1 )] [ (1 )]a a a b b b c c cB A r y B A r y B A r y           

Δίλαη θαλεξφ, φηη ζηελ πεξίπησζε απηή, ζχκθσλα κε ην w-r θξηηήξην, ην ζχζηεκα  

ιεηηνπξγεί είηε κε ηελ ηερληθή α είηε κε ηελ ηερληθή β. Δάλ ην ζχζηεκα ιεηηνπξγεί  κε 

ηελ (c) ηφηε απηφ ιεηηνπξγεί θάησ απν ηηο παξαγσγηθέο ηνπ δπλαηφηεηεο
386

. 

Παξφια απηά ηα fake switch points, ζχκθσλα κε ην  w-r θξηηήξην είλαη πξαγκαηηθά 

ζεκεία ελαιιαγήο –παξφηη νη Bidard θαη Klimovky- ππνζηεξίδνπλ ην αληίζεην. Σν 

γεγνλφο φηη νη ηηκέο παξαγσγέο δελ είλαη ίζεο ζε απηά ηα ζεκεία γηα φιεο ηηο ηερληθέο 

δελ δείρλεη λα επηξξεάδεη ηελ ηειηθή επηινγή ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο.  Δίδακε φηη ηα 

«fake switch points»εκθαλίδνληαη θαη εμαθαλίδνληαη κε ηελ ηππνπνίεζε ησλ 

ηηκψλ
387

. Σν ηειεπηαίν σζηφζν δελ είλαη θάηη θαηλνχξην θαζψο ην θαηλφκελν απηφ 

φπσο έρνπκε δεη ζηελ παξνχζα εξγαζία, αιιά θαη ζηελ βηβιηνγξαθία κπνξεί λα 

εληνπηζηεί αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ  κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο 

παξαγσγήο
388

, θαη απηφ γηαηί ε ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ επηξξεάδεη ηελ ζρεηηθή ζέζε 

ησλ w-r θακππιψλ
389

. κσο ζχκθσλα κε ην  cost minimization criterion δελ είλαη 

                                                           
385

 Οκνίνσο δχν ηερληθέο i=a,b νη νπνίεο ζπγθξίλνληαη, κπνξνχλ λα  θαηαηαρζνχλ αλεμάξηεηα απφ ηελ 

ηππνπνίεζε αλ ηα δπαλχζκαηα 1[ (1 )]i i iB A r    είλαη απνιχησο ή θαηά ηάμε ζπγθξίζηκα. 

386
 Βάζεη ηεο γλσζηήο ζρέζεο

nw K r  ,, ζηελ πεξίπησζε, φπνπ ηζρχεη a b cw w w   ζηαζεξψλ 

φισλ ησλ άιισλ ε παξαγσγηθφηεηα ηεο εξγαζία ζα πξέπεη λα κεησζεί (θαζψο γηα δεδνκέλν r ε έληαζε 

θεθαιαίνπ είλαη ζηαζεξή). Σν ηειεπηαίν σζηφζν δελ δείρλεη λα είλαη κηα νξζνινγηθή ζπκπεξηθνξά.  

387
 Ζ χπαξμε ελφο πξαγκαηηθνχ ζεκείνπ (ελ)αιιαγήο ζην r=0.1 δελ δείρλεη λα ζρεηίδεηαη κε ηελ θχζε 

ηνπ σο πξαγκαηηθφ switch point αιιά πεξηζζφηεξν κε ηελ ηδηφηεηα ηνπ σο πξφηππν ιφγν ησλ 

πξφηππσλ-ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ πνπ ζπγθξίλνληαη  

388
 Βι. Θ.Μαξηφιεο (1994) 

389
 Σν ηειεπηαίν αλάγεη ηελ ζχγθξηζε ηερληθψλ ζε κηα ζχγθξηζε ηππηθψλ ππνζπζηεκάησλ. 
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δπλαηφλ λα απνθαλζνχκε πνηα ηερληθή ζα επηιεγεί.  Σν ηειεπηαίν δελ πξέπεη λα καο 

πξνθαιεί εληχπσζε θαζψο γλσξίδνπκε απφ ηελ βηβιηνγξαθία
390

 φηη ζηελ πεξίπησζε 

ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο ην w-r θξηηήξην δελ ζπκβαδίδηεη κε απηφ ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο.  

7.2.5  πκπεξάζκαηα  

ηελ παξνχζα αλάιπζε σο ηψξα έγηλε ε πξνζπάζεηα λα (απν)δεηρζεί ζε φξνπο ηνπ 

αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο ησλ Bidard θαη Klimovsky, φηη ε χπαξμε ησλ “Fake” 

switch points,δελ επηξξεάδεη ηα γλσζηά γχξσ απφ ηελ επηινγή ησλ ηερληθψλ.  

Σν γεγνλφο φηη ζηα switch points απηά, δελ ππάξρεη ην ίδην δηάλπζκα ηηκψλ, δελ 

επηξξεάδεη ζην ειάρηζην ηελ επηινγή ηεο ηερληθήο. χκθσλα κε ην w-r θαη ην 

θξηηήξην ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο, αλεμαξηήησο αλ απηά ζπκβαδίδνπλ, ελ 

ηέιεη επηιέγεηαη θάπνηα ηερληθή
391

. 

Έλα άιιν ραξαθηεξηζηηθφ, ζχκθσλα κε νπνίν ηα ελ ιφγσ switch points 

ραξαθηεξίδνληαη ςεπδή, είλαη ην γεγνλφο φηη ηα ζεκεία απηά εκθαλίδνληαη ή 

εμαθαλίδνληαη κε κηα αιιαγή ζηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, φπσο άιισζη ε είλαη 

γλσζηφ απφ ηελ βηβιηνγξαθία. 

Σν γεγνλφο φηη ζην παξαπάλσ αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα ην switch point r=0.1 δελ 

επηξξεάδεηαη απφ κηα αιιαγή ζηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ  νθείιεηαη ζην γεγνλφο, 

φηη: 

Σν ζεκείν r=0.1 απνηειεί ηνλ πξφηππν ιφγν κεηαμχ ηνπ ππεξπξντφληνο θαη ησλ 

κέζσλ παξαγσγήο, γηα θάζε ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ.  

χκθσλα κε ηελ  νηθνλνκηθή ζεσξία ζην ζεκείν r=0.1 ν πξφηππνο απηφο ιφγνο είλαη 

ίζνο ζε φια ηα ηππηθά ππνζπζηήκαηα
 392

.  

Με άιια ιφγηα θαη εθθξαζκέλν ζε καζεκαηηθνχο φξνπο ζηελ πεξίπησζε πνπ ηζρχεη 

ην παξαπάλσ ηφηε νη γξακκέο θαη νη ζηήιεο ηεο κήηξαο BA  είλαη γξακκηθψο 

εμαξηεκέλεο 

Καηα ζπλέπεηα θαη βάζεη φισλ ησλ παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε φηη ην αξηζκεηηθφ 

παξάδεηγκα πνπ πξαγκαηεχηεθαλ νη Bidard θαη Klimovksy απνηειεί κηα εηδηθή 

πεξίπησζε θαη ζε θακία πεξίπησζε δελ απνηειεί ηνλ θαλφλα. 

                                                           
390

 Βι. Γ. ηακάηεο (1997) 

391
 Σν ηειεπηαίν απνδείθηεθε ζε φξνπο ηνπ παξαπάλσ αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο 

392
 πσο είλαη μεθάζαξν γίλεηαη αλαθνξά ζε ηππηθά ππνζπζηήκαηα, γηα πεξηζζφηεξα βι. Γ.ηακάηεο 

(1999) and Γ.ηακάηεο(1995) 
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8 ΠΡΟΓΙΟΡΙΜΟ ΣΙΜΧΝ ΚΑΙ ΚΑΣΑΣΑΞΗ ΣΔΥΝΙΚΧΝ Δ 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΤΣΗΜΑΣΑ ΜΔ ΓΤΟ ΠΡΧΣΑΡΥΙΚΔ (ΜΗ 

ΑΝΑΠΑΡΑΓΧΜΔΝΔ) ΔΙΡΟΔ 

 

8.1 Δηζαγωγή 

 

Χο ηψξα είρακε δεη ηελ πεξίπησζε πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηνπο λενξηθαξδηαλνχο 

νηθνλνκνιφγνπο σο επί ην πιείζηνλ. Σελ πεξίπησζε δειαδή φπνπ ππάξρεη κφλν κηα 

κε αλαπαξαγφκελε εηζξνή, ε εξγαζία. 

ην ζεκείν απηφ ππνζέηνπκε ηελ χπαξμε ελφο αθφκα κε αλαπαξαγφκελνπ 

ζπληειεζηή παξαγσγήο. Γηα ιφγνπο ηζηνξηθήο ζπκβαηφηεηαο κε ηνπο θιαζηθνχο 

νηθνλνκνιφγνπο θαη ηνλ Adam Smith  ζεσξνχκε φηη ν λένο απηφο ζπληειεζηήο είλαη ε 

γε. 

Ζ χπαξμε ελφο δεχηεξνπ κε αλαπαξαγφκελνπ ζπληειεζηή, ήηαλ κηα θαλεξή αδπλακία 

ηεο λενξηθαξδηαλήο ζεσξίαο, ε νπνία εχζηνρα είρε εληνπηζηεί απφ πνιινχο 

νηθνλνκνιφγνπο  λενθιαζηθνχο θαη κε. 

Παξαθάησ ζα εμεηαζηεί, ην πψο πξνζδηνξίδνληαη νη ηηκέο παξαγσγήο θαη ην αλ έρεη 

λφεκα λα κηιάεη θάπνηνο γηα θαηάηαμε ηερληθψλ παξαγσγήο ζηα πιαίζηα ηνπ 

θξηηεξίνπ ηεο κεγηζηνπνηήζεο ησλ θεξδψλ. 

 

8.2  Τπνζέζεηο Τπνδείγκαηνο 

 

1. Ζ ηερλνινγία είλαη γξακκηθή θαη θαηά ζπλέπεηα ραξαθηεξίδεηαη απφ ηαζεξέο 

Απνδφζεηο Κιίκαθαο. Απφ θάζε δηαδηθαζία παξάγεηαη απζηεξά έλα κφλν 

εκπφξεπκα. Με άιια ιφγηα κηιάκε γηα κηα γξακκηθή ηερληθή απιήο 

παξαγσγήο. 

2. Παξάγνληαη n εκπνξεχκαηα κέζσ n δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα 

κηιάκε γηα ηεηξάγσλεο ηερληθέο παξαγσγήο 

3. Παξάγεηαη έλα αθαζάξηζην πξντφλ, κε ηελ απφ θνηλνχ ρξήζε δπν κε 

αλαπαξαγφκελσλ ζπληειεζηψλ, νη νπνίνη απαζρνινχληαη πιήξσο -ηεο 
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εξγαζίαο (L) θαη ηεο γεο (Σ)- θαη ησλ n παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ (έρνπλ 

ηαπηφρξνλα θαη ηνλ ξφιν ησλ κέζσλ παξαγσγήο) ζε ζηαζεξέο αλαινγίεο. Σα 

κέζα παξαγσγήο θζείξνληαη εμ’ νινθιήξνπ. 

4. Σελ νηθνλνκία πνπ πεξηγξάθεηαη ηελ ραξαθηεξίδεη ηέιεηνο αληαγσληζκφο, 

πξάγκα πνπ ζεκαίλεη ηελ χπαξμε εληαίσλ ακνηβψλ ησλ παξαγσγηθψλ 

ζπληειεζηψλ. Πην ζπγθεθξηκέλα ην πνζνζηφ θέξδνπο, ην νλνκαζηηθφ 

σξνκίζζην θαη ε ακνηβή ηνπ παξαγσγηθνχ ζπληειεζηή γε (αο ηελ νλνκάζνπκε 

ελνίθην) είλαη εληαία, ή κε καζεκαηηθνχο φξνπο απιά βαζκσηά. 

5. ιεο νη δηαδηθαζίεο έρνπλ ηελ ίδηα δηάξθεηα. 

6. Ζ νηθνλνκία δελ κεγεζχλεηαη 

7. πσο είλαη απηνλφεην ε ηερληθή είλαη παξαγσγηθή θαη r-πξνζνδνθφξα 

8. Ζ ηερληθή πνπ εμεηάδνπκε είλαη κε δηαζπψκελε 

 

8.3 Πξνζδηνξηζκόο ηωλ ηηκώλ παξαγωγήο 

 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ πξνυπνζέζεσλ γηα ην ζχζηεκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ηεο 

ηερληθήο ηζρχεη, αθνχ νξίζνπκε επηπιένλ ζαλ Σ ην 1xn δηάλπζκα ησλ εηζξνψλ ζε γή, 

W ην βαζκσηφ πνπ παξηζηά ηελ ακνηβή ηνπ παξαγσγηθνχ ζπληειεζηή γε
393

: 

 (1 )p pA r w WT     (88) 

Σν ζχζηεκα (1) απνηειείηαη απφ n ζρέζεηο θαη πεξηέρεη n+3 αγλψζηνπο
394

. Καηά 

ζπλέπεηα νη ηηκέο ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε πξνζδηνξίδνληαη δηαθνξεηηθά. 

Αλαιπηηθφηεξα εηζάγνληαο κηα εμίζσζε ηππνπνίεζεο νη βαζκνί ειεπζεξίαο 

κεηψλνληαη ζε 2. Έζησ φηη ε ηππνπνίεζε γίλεηαη κε ην ηππηθφ εκπφξεπκα q, 0q   

 1pq   (89) 

Οξίδνληαο εμσγελψο κηα απφ ηηο ηξείο κεηαβιεηέο ηεο θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο 

w,r,W, κεηψλνληαη νη άγλσζηνη ζε n+1. Καηά ζπλέπεηα ππάξρεη έλαο βαζκφο 

ειεπζεξίαο πνπ πξέπεη λα εμαιείθεη. Ο ελαπνκέλσλ βαζκφο ειεπζεξίαο κπνξεί 

                                                           
393

 Βι θαη Bidard (1999), Kurz/Salvadori (1994), Schefold (1974) 

394
 ε αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε ηεο κηαο κε αλαπαξαγφκελεο εηζξνήο, φπνπ νη άγλσζηνη είλαη n+2.  
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εμαιεηθεί κφλνλ αλ ζεσξεζεί ζηαζεξή κηα αθφκα κεηαβιεηή ηεο θαηαλνκήο ηνπ 

εηζνδήκαηνο, ή αλ παξζνχλ ζρεηηθέο ηηκέο. 

Καηά ζπλέπεηα γηα ηελ ιχζε ηεο ζρέζεο  (1) ρξεζηκνπνηψληαο θαη ηελ ζρέζε (2) 

ηζρχεη: 

  

 
1( )[ (1 )]pq w WT I A r q     (90) 

Γηα λα ιπζεί ινηπφλ ε ζρέζε (3) πξέπεη λα δνζνχλ εμσγελψο  δχν εθ ησλ κεηαβιεηψλ 

θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο. 

Απφ ηελ ζρέζε (3) κπνξνχλ λα πξνζδηνξηζηνχλ θαη νη κεηαβιεηέο ηεο θαηαλνκήο ηνπ 

εηζνδήκαηνο. 

Αξρηθά γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηζρχεη απφ ηελ ζρέζε (3): 

 
 [ ]p I A w WT q

r
pAq

  
  (91) 

Γηα ηελ ακνηβή ηνπ παξαγσγηθνχ ζπληειεζηή γε ηζρχεη: 

 
 [ (1 )]p I A r w q

W
Tq

  
  (92) 

Δλψ γηα ην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην ηζρχεη αληίζηνηρα: 

 
 [ (1 )]p I A r WT q

W
q

  
  (93) 

Αλ πξνζπαζήζνπκε λα βάινπκε ζε έλα δηάγξακκα ηηο κεηαβιεηέο ηεο θαηαλνκήο ηνπ 
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εηζνδήκαηνο ζα είλαη ηεο κνξθήο
395

: 

 

Πξφθεηηαη γηα κηα εθ δηακέηξνπ αληίζεηε θαηάζηαζε απφ ηελ θιαζηθή w-r ζρέζε πνπ 

ίζρπε ζηελ πεξίπησζε ηεο κηαο κε αλαπαξαγφκελεο εηζξνήο. Πιένλ δελ ππάξρεη κηα 

ζρέζε  κεηαμχ νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ θαη πνζνζηνχ θέξδνπο, αιιά κηα ζρέζε 

πνζνζηνχ θέξδνπο νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ θαη ελνηθίνπ. 

8.4  Καηάηαμε ηερληθώλ κε δύν κε αλαπαξαγόκελεο εηζξνέο 

 

ηελ ζπλέρεηα εμεηάδνπκε ηελ πεξίπησζε φπνπ ππάξρνπλ δχν δηαζέζηκεο ηερληθέο, νη 

νπνίεο ραξαθηεξίδνληαη απφ ηελ χπαξμε δχν κε αλαπαξαγφκελσλ εηζξνψλ, ηεο 

εξγαζίαο θαη ηεο γεο. Καηά ζπλέπεηα ππνζέηνπκε ηελ χπαξμε ησλ ηερληθψλ 

(.) (.) (.)[ , , ], (.) ,A T a b , νη νπνίεο ππαθνχνπλ ζηηο πξνυπνζέζεηο πνπ αλαθέξζεθαλ 

ζηελ παξάγξαθν 2. 

ηελ πεξίπησζε ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο κε ηελ χπαξμε κηαο αλαπαξαγφκελεο 

εηζξνήο είρακε ην w-r θξηηήξην, γηα ην νπνίν γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο κπνξεί δηαδεπθηηθά λα ηζρχεη: 

χκθσλα ινηπφλ κε ην w-r θξηηήξην γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, 

έζησ 
*r , 

( ) ( )0 min[ , ]a b

m mr R R  δχλαηαη λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

(1) ( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

(2) ( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

(3) ( ) ( )a bw w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Χζηφζν ζηελ πεξίπησζε ηεο χπαξμεο  δχν κε αλαπαξαγφκελσλ εηζξνψλ ηα 

πξάγκαηα είλαη δηαθνξεηηθά. Γελ κπνξνχκε πιένλ λα αλαθεξφκαζηε ζε έλα w-r 

θξηηήξην αιιά ζε έλα w-r-W θξηηήξην. Πην ζπγθεθξηκέλα γηα λα απνθαλζνχκε πνηα 

ηερληθή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζα πξέπεη λα ζεσξεζεί φρη κηα κφλν κεηαβιεηή 

θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο ζηαζεξή, αιιά δχν.  Πνην ζπγθεθξηκέλα απηφ πνπ 

                                                           
395

 Πξφθεηηαη γηα ην αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα ζην J.S.Metcalfe and Ian Steedman (1972) ζει.156, ζην 

νπνίν έρνπκε απζαίξεηα επηιέμεη ζαλ ηηκή ηνπ εκπνξεχκαηνο 2 ηελ κνλάδα. 
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κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη κφλν ζρεηηθέο ηηκέο ησλ ήδε ηππνπνηεκέλσλ 

ηηκψλ εκπνξεπκάησλ θαη ζπληειεζηψλ παξαγσγήο. Με άιια ιφγηα απφ ηηο ζρέζεηο 

(1) θαη (2) πξνθχπηεη: 

 

(.) (.) (.) (.) (.) (.) (.) (.)

(.) (.) (.)

(.) (.) (.)

(.) (.)
(.) (.) (.) (.) (.)

(.) (.) (.)

(.) (.)

(1 )

(1 )

(1 ) ,

p p A r w W T

p p w
A r T

W W W

p w
p p A r w T p w

W W

    

    

      

 

Αθνχ πνιιαπιαζηάζνπκε κε  ην ηππηθφ εκπφξεπκα q πξνθχπηεη: 

 

(.)
(.) (.) (.) 1

(.)

(.) (.) (.) 1

[ (1 )]
, (.) ,

[ (1 )]

p q T I A r q
w a b

I A r q





  
 

 
 

Καη αλ ππνζέζνπκε πάιη φηη 
(.)

1p q  πξνθχπηεη: 

 

(.) (.) (.) 1
(.)

(.) (.) (.) 1

1 [ (1 )]
, (.) ,

[ (1 )]

T I A r q
w a b

I A r q





  
 

 
 (4) 

Καηά ζπλέπεηα γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο, έζησ 
*r , 

( ) ( )0 min[ , ]a b

m mr R R  δχλαηαη λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

(1) 
( ) ( )a b

w w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

(2) 
( ) ( )a b

w w , ζηελ πεξίπησζε απηή νη δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 

(3) 
( ) ( )a b

w w , ζηελ πεξίπησζε απηή ε ηερληθή α είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Απφ ηελ (4) πξνθχπηεη γηα ηηο (1)-(3) 

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

[ (1 )] [ (1 )]

a a b b

a a b b

T I A r q T I A r q

I A r q I A r q

 

 

     


   
(4), ζηελ πεξίπησζε απηή ε 

ηερληθή b είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

[ (1 )] [ (1 )]

a a b b

a a b b

T I A r q T I A r q

I A r q I A r q

 

 

     


   
(5), ζηελ πεξίπησζε απηή νη 

δχν ηερληθέο είλαη εμίζνπ θεξδνθφξεο 
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( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

[ (1 )] [ (1 )]

a a b b

a a b b

T I A r q T I A r q

I A r q I A r q

 

 

     


   
(6), ζηελ πεξίπησζε απηή ε 

ηερληθή α είλαη πεξηζζφηεξν θεξδνθφξα 

Σξνπνπνηψληαο ειαθξψο ηηο ζρέζεηο (4)-(6) πξνθχπηνπλ αληίζηνηρα θαη δηαδεπθηηθά: 

 
( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] [ (1 )]

1 [ (1 )] [ (1 )]

a a a a

b b b b

T I A r q I A r q

T I A r q I A r q

 

 

    


    
 (7) 

 

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] [ (1 )]

1 [ (1 )] [ (1 )]

a a a a

b b b b

T I A r q I A r q

T I A r q I A r q

 

 

    


    
 (8) 

 

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] [ (1 )]

1 [ (1 )] [ (1 )]

a a a a

b b b b

T I A r q I A r q

T I A r q I A r q

 

 

    


    
 (9) 

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε βιέπνπκε φηη δελ αιιάδεη θάηη επί ηεο νπζίαο, αθνχ 

ζηελ γεληθήγ πεξίπησζε, φπνπ ππάξρνπλ δχν πξσηαξρηθέο (κε αλαπαξαγφκελεο 

εηζξνέο),  ππάξρνπλ θαη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε n ζρέζεηο θαη n+3 άγλσζηνη. Ζ ιχζε 

(θαη θαηα ζπλέπεηα ε εμάιεηςε ησλ βαζκψλ ειεπζεξίαο) ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ 

γίλεηαη, κε ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ παξαγσγήο θαη ηαπηφρξνλα : 

1. Σνλ εμσγελή πξνζδηνξηζκφ ησλ 2 εθ ησλ ηξηψλ κεηαβιεηψλ ηεο θαηαλνκήο 

ηνπ εηζνδήκαηνο, είηε 

2. Σνλ ππνινγηζκφ «ζρεηηθψλ» κεηαβιεηψλ δηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο
396

 

Παξφιε ην θαηλνκεληθά εθ λένπ πεξηπινθν ηνπ ζέκαηνο, ηα ζπκπεξάζκαηα γχξσ απφ 

ηελ θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ παξακέλνπλ ηα ίδηα, θαζψο: 

1. Ζ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ κεηαβάιιεη ηελ θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο. 

Καηα ζπλέπεηα θαη ζηελ πεξίπησζε απηή γίλεηαη ιφγνο γηα θαηάηαμε ηππηθψλ 

ππνζπζηεκάησλ θαη νπρί ηερληθψλ παξαγσγήο. 

2. Σφζν ε ζέζε, φζν θαη ην ζρήκα  ηεο w-r-W πιένλ θακπχιεο κεηαβάιιεηαη κε 

ηελ ηππνπνίεζε. 

                                                           
396

 ηελ πεξίπησζε απηή γίλεηαη ιφγνο γηα πνζνζηφ θέξδνπο (νλνκαζηηθν σξνκηζζίν, γαηνπξφζνδν) ζε 

φξνπο νλνκαζηηθψλ κηζζψλ (πνζνζηνχ θέξδνπο, γαηνπξνζφδνπ) ή ζε φξνπο γαηνπξνζφδνπ 

(γαηνπξνζφδνπ, πνζνζηνχ θέξδνπο) αληίζηνηρα. 
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3. Απηφ πνπ αιιάδεη ζηελ πεξίπησζε ηεο χπαξμεο δχν πξσηαξρηθψλ εηζξνψλ 

είλαη φηη θαιφχκαζηε λα εηζάγνπκε εμσγελψο, θαη θπζηθά απζαίξεηα, δχν εθ 

ησλ ηξηψλ πιένλ κεηαβιεηψλ ηεο θαηαλνκήο ηνπ εηζνδήκαηνο. 

4. Ζ κνλαδηθή πεξίπησζε κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ κε δχν 

πξσηαξρηθέο εηζξνέο, είλαη ε πεξίπησζε ησλ γεηηνληθψλ ηερληθψλ απιήο 

παξαγσγήο. Καζψο φπνην θαη αλ είλαη ην ηππηθφ εκπφξεπκα, ε θνξά ησλ 

ζρέζεσλ (7)-(9) δελ αιιάδεη κε ηελ ηππνπνίεζε
397

. 

Καηά ζπλέπεηα ε θχξηα θαηεγνξία ησλ λενθιαζηθψλ νηθνλνκνιφγσλ φηη ε χπαξμε 

ελφο επηπιένλ κε αλαπαξαγφκελνπ ζπληειεζηή παξαγσγήο, απνδπλακψλεη ηελ 

λενξηθαξδηαλή θξηηηθή, δελ επζηαζεί θαζψο ζε φξνπο a la Leontief-Sraffa, θαζηζηά 
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 Έζησ φηη ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] [ (1 )]

1 [ (1 )] [ (1 )]

a a a a

b b b b

T I A r q I A r q

T I A r q I A r q

 

 

    


    
  

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] [ (1 )]

1 [ (1 )] [ (1 )]

a a a a

b b b b

T I A r q I A r q

T I A r q I A r q

 

 

    


    
  

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

( ) ( ) (*) 1 ( ) ( ) (*) 1

1 [ (1 )] [ (1 )]

1 [ (1 )] [ (1 )]

a a a a

b b b b

T I A r q I A r q

T I A r q I A r q

 

 

    


    
 

Αλ νη δχν ζρέζεηο δηαθέξνπλ θαηά ηελ δηαδηθαζία i ηφηε γηα ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ηζρχεη: 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

a a a a

j jb b b b

T I A r q I A r q
e e

T I A r q I A r q

 

 

     


     
 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

a a a a

j jb b b b

T I A r q I A r q
e e

T I A r q I A r q

 

 

     


     
 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

1 [ (1 )] 1 [ (1 )]

a a a a

j jb b b b

T I A r q I A r q
e e

T I A r q I A r q

 

 

     


     
  

ηελ πεξίπησζε απηή,  φπνην θαη αλ είλαη ην ηππηθφ εκπφξεπκα θαη γηα δεδνκέλε θαηαλνκή ηνπ 

εηζνδήκαηνο, ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ δελ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε θαζψο ηα δηαλχζκαηα () 

θαη  () πνπ πξνθχπηνπλ είλαη θαηά ηάμηλ ζπγθξίζεκα.  
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ηελ κνλνζήκαληε θαηάηαμε αθφκα πην δχζθνιε λα επηηεπρζεί, θαη εληειψο 

ζπκπησκαηηθή.    
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πκπεξάζκαηα  

 

ηελ παξνχζα δηαηξηβή, αξρηθά έγηλε ν νξηζκφο ηεο ηερληθήο παξαγσγήο θαη θαη’ 

επέμηαζε ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο.  Βαζηδφκελνη ζε απηά έγηλε θαη ν 

ππνινγηζκφο ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. 

Οη ηηκέο παξαγσγήο, ζε κηα νηθνλνκία a ℓa Sraffa- Leontief , νη ηηκέο παξαγσγήο δελ 

εμαξηψληαη απφ ηερλνινγηθνχο παξάγνληεο, αιιά εμαξηψληαη θαη απφ ηελ θαηαλνκή 

ηνπ εηζνδήκαηνο
398

. Σν ηειεπηαίν φπσο είδακε έξρεηαη θαη ζε αληίζεζε κε ηα φζα ε 

λενθιαζηθή ζεσξία πξνηείλεη κε ηελ ρξήζε ησλ δηάθνξσλ Non-Substitution 

Theorems. Χζηφζν είδακε, φηη γηα λα πξνζδηνξηζηνχλ απφιπηα νη ηηκέο (θαη φρη λα 

εμαρζνχλ ζρεηηθέο ηηκέο) , πξέπεη λα ηππνπνηεζνχλ νη ηηκέο. Ζ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ 

γίλεηαη κε ηελ ρξήζε δηάθνξσλ εμηζψζεσλ ηππνπνίεζεο
399

. Δίδακε φηη κε ηελ 

εηζαγσγή κηαο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο ελδέρεηαη λα κεηαβιεζνχλ δηάθνξα κεγέζε ηνπ 

ελφο ζπζηήκαηνο παξαγσγήο, ηδηαίηεξα ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ 

απιήο παξαγσγήο.  

Πην ζπγθεθξηκέλα, είδακε φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο 

παξαγσγήο, είλαη δπλαηφλ κε ηελ ηππνπνίεζε είλαη δπλαηφλ λα αιιάμεη: 

1. Οη δηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο παξαγσγήο, κε άιια ιφγηα ν αξηζκφο ησλ 

παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ θαη θαηα ζπλέπεηα ν αξηζκφο ησλ 

ρξεζηκνπνηνχκελσλ δηαδηθαζηψλ παξαγσγήο. Απηφο είλαη ν ιφγνο πνπ κεηά 

ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, πξνθχπηεη έλα ηππηθφ ππνζχζηεκα, ην νπνίν 

ρξεζηκνπνηεί κηα ηερληθή ],[ LN , δηαθνξεηηθή απφ ηελ ηερληθή ],[ A  ηελ 

νπνία ρξεζηκνπνηεί ην δεδνκέλν ζχζηεκα παξαγσγήο 

2. Με ηελ ηππνπνίεζε κπνξνχλ λα κεηαβιεζνχλ ηφζν νη απφιπηεο, φζν θαη νη 

ζρεηηθέο ηηκέο ησλ παξαγφκελσλ εκπνξεπκάησλ. 

                                                           
398

 Ζ ζρέζε πνζνζηνχ θέξδνπο- νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ w-r, είλαη θαη απηή πνπ ζε ηειεπηαία 

αλάιπζε αληηθαηνπξηίδεη θαη ηελ θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο  

399
 Δίδακε φηη  ε ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ παξαγσγήο γίλεηαη κε ηελ ρξήζε δηάθνξσλ ηππηθψλ 

εκπνξεπκάησλ. Ηδηαίηεξε κλεία έγηλε δε  ζε απηά ησλ Sraffa, Miayo, Βαζηιάθε θαη ζε απηφ ησλ 

Π.Βνπγηνπθιάθε Θ. Μαξηφιε. 
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3. Με ηελ ηππνπνίεζε ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ  ηερληθψλ απιήο 

παξαγσγήο κεηαβάιιεηαη ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο
400

 αιιά θαη ην κέγηζην 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην.  

4. Με ηελ ηππνπνίεζε ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ  ηερληθψλ απιήο 

παξαγσγήο κεηαβάιιεηαη ε έληαζε θεθάιαηνπ ηνπ ζπζηήκαηνο . 

5. Βαζηδφκελνη ζηελ παξαηεξίζεηο 4. θαη 5. ζπλεπάγεηαη φηη είλαη δπλαηφλ λα 

αιιάδεη ην ζρήκα, ε ζέζε ή ε θιίζε ηεο w-r επζείαο
401

.  

ηελ ζπλέρεηα κεηά απφ κηα εθηεηακέλε αλαθνξά ζηελ ζρέζε νλνκαζηηθνχ 

σξνκηζζίνπ, πνζνζηνχ θέξδνπο (w-r). ηελ ζπλέρεηα γίλεηαη ε γξαθηθή 

αλαπαξάζηαζή ηεο θαη εμάγνληαη ζπκπεξάζκαηα  γχξσ απφ ην ζρήκα, ηελ ζέζε θαη 

ην ζρήκα ηεο θαη αλ θαη θαηα πφζνλ εμαξηψληαη απηά απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ 

παξαγσγήο. Καηα ζπλέπεηα κηα w-r θακπχιε είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ 

πνζνζηνχ θέξδνπο ζηελ πεξίπησζε ηεο απιήο παξαγσγήο
402

, κπνξεί λα είλαη 

γξακκηθή, θνίιε ή θπξηή. Δίδακε επίζεο φηη ε έληαζε θεθαιαίνπ απνηειεί θαη ηελ 

θιίζε ηεο w-r θακπχιεο. Μάιηζηα ζηελ πεξίπησζε ησλ γξακκηθψλ w-r θακππιψλ ε 

έληαζε θεθαιαίνπ είλαη ζηαζεξή θαη δελ κεηαβάιεηαη κε ηελ κεηαβνιή ηνπ πνζνζηνχ 

θέξδνπο
403

. 

Αλαθεξφκελνη ζηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ είδακε ηα ηέζζεξα ηππηθά εκπνξεχκαηα 

ηα νπνία γλσξίδνπκε απφ ηελ βηβιηνγξαθία. Σν ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Sraffa ην 

νπνίν δελ είλαη άιιν απφ ην δεμί ηδηνδηάλπζκα ηεο κήηξαο ησλ ηερληθψλ 

ζπληειεζηψλ. Δίδακε φηη ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Sraffa απαληάηαη ζε κε 

δηαζπψκελεο ηερληθέο παξαγσγήο. Δπηπιένλ ζηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ 

ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο είλαη δπλαηή ε εκθάληζε ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο 

ηνπ Miayo, ην νπνίν απνηειείηαη αθελφο απφ ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Sraffa (ήηνη ην 

δεμί ηδηνδπλάληζκα ηεο κήηξαο ησλ ηελρηθψλ ζπληειεζηψλ) θαη αθεηέξνπ απφ έλα 

                                                           
400

 Καζψο ζηελ πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο, ην κέγηζην πνζνζηφ 

θέξδνπο πνπ πξνθχπηεη, είλαη ζπλάξηεζε ηεο κέγηζηεο ηδηνηηκήο ηεο κήηξαο ησλ ηερληθψλ 

ζπληειεζηψλ. 

401
 πσο είδακε ην ηειεπηαίν έρεη ηδηαίηεξε ζεκαζία γηα ηελ ηζρχ ή κε ηνπ  w-r θξηηεξίνπ 

402
 Αιιά θαη ησλ well-behaved  ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο. 

403
 πσο είδακε ε έληαζε θεθαιαίνπ είλαη έλα θαηεμνρήλ ηηκηαθφ κέγεζνο. Οη ηηκέο παξαγσγήο φπσο 

έρεη πνιιάθηο αλαθεξζεί  εμαξηψληαη απφ ηελ θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο- θαη θαη’ επέθηαζηλ απφ ην 

πνζνζηφ θέξδνπο-. Καηα ζπλέπεηα ε έληαζε θεθαιαίνπ σο ζπλάξηεζε ησλ ηηκψλ παξαγσγήο 

εμαξηάηαη θαη απφ ην χςνο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. 
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θάζεην ζην δηάλπζκα ησλ ηηκψλ  εκηζεηηθφ δηάλπζκα ζηήιεο. Αληίζηνηρα ζηελ 

πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο ζπλαληάηαη ην αληίζηνηρν ηνπ 

ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο ηνπ Sraffa, απηφ ηνπ Βαζηιάθε θαη ην αληίζηνηρν ηνπ Miayo 

γηα ηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ απιήο παξαγσγήο ησλ Μαξηφιε-

Βνπγηνπθιάθε. Ζ ηδηφηεηα ησλ ηππηθψλ εκπνξεπκάησλ απηψλ είλαη φηη ε ηηκή ησλ 

είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ δηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο, θαη σο εθ ηνχηνπ ζπλεπάγνληαη 

γξακκηθέο w-r θακπχιεο 

ηελ ζπλέρεηα  αλαθέξνληαη νη ηδηφηεηεο ησλ ζεκείσλ (ελ)αιιαγήο ησλ ηερληθψλ 

παξαγσγήο
404

 ((re)witch points). ηα ζεκεία ινηπφλ, φπνπ δχν ή πεξηζζφηεξεο 

ηερληθέο ηέκλνληαη: 

1. Οη ηερληθέο απηέο έρνπλ γηα δεδνκέλν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην ην ίδην πνζνζηφ 

θέξδνπο 

2. Οη ελ ιφγσ ηερληθέο έρνπλ ηηο ίδηεο ηηκέο παξαγσγήο. 

Μαιηζηα ζηελ ηειεπηαία παξαηήξεζε νη C.Bidard θαη E.Klimovsky, έρνπλ 

απνθαλζεί φηη ζηελ πεξίπησζε ησλ ζπζηεκάησλ ζχλζεηεο παξαγσγήο, είλαη δπλαηφλ 

ζε ζεκεία πνπ εθάπηνληαη κεξηθέο κφλν, αιιά φρη φιεο νη ππν ζχγθξηζε ηερληθέο 

παξαγσγήο, λα κελ έρνπλ ην ίδην δηάλπζκα ηηκψλ. Σα ζεκεία απηά ηα νλνκάδνπλ 

ςεπδή ζεκεία ελαιιαγήο (fake switch points) θαη ζηα νπνία φπσο πηζηεχνπλ δελ 

ππάξρεη θάπνηα πξαγκαηηθή (ελ)αιιαγή ηερληθψλ
405

 (ζε αληίζεζε βέβαηα κε ηα real 

switch points). 

Βαζηδφκελνη ζηα παξαπάλσ πξναπαηηνχκελα  γίλεηαη ε αλαθνξά ζην ζέκα θαζεαπηφλ 

ηεο παξνχζαο δηαηξηβήο.  χκθσλα ινηπφλ κε ηνλ νξηζκφ ηνπ Γ. ηακάηε, ε επηινγή 

ηεο ηερληθήο έγθεηηαη ζηελ επηινγή εθείλεο ηεο ηερληθήο,  σο πιένλ θεξδνθφξαο, ε 

                                                           
404

 Σα ζεκεία δειαδή φπνπ νη w-r θακπχιεο δπν ηερληθψλ ηέκλνληαη, ή θαηα ηνπο Kurz-Salvadori, 

ζεκεία φπνπ δχν ή πεξηζζφηεξεο ηερληθέο ειαρηζηνπνηνχλ ην θφζηνο. 

405
 πσο έδεημε παιαηφηεξα ν Γ. ηακάηεο (ΥΥΥΥ) ηα ζεκεία απηά δελ απνηεινχλ ςεπδή ζεκεία 

αιιαγήο, αιιά αληίζεηα πξαγκαηηθά. Δπίζεο ζην Κ. Μαλνπδάθεο (2009), ζε φξνπο ηνπ w-r θξηηεξίνπ, 

γίλεηαη αληηιεπηφ φηη θαλέλαο ιφγνο δελ ππάξρεη γηα λα κελ γίλεη ε κεηάβαζε απφ ην έλα ηππηθφ 

ππνζχζηεκα ζην άιιν.  Σν βαζηθφ ζπκπέξαζκα πνπ εμάγεηαη είλαη φηη ηφζν ηα ςεπδή φζν θαη ηα 

πξαγκαηηθά ζεκεία, εμαξηψληαη απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ, θαη δχλαηαη λα εκθαληζηνχλ, λα 

εμαθαληζηνχλ ή λα κεηαηνπηζηνχλ κε ηελ αιιαγή ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο.  Απφ ηελ απηήλ ηελ 

άπνςε θάζε ζεκείν fake ή κε δχλαληαη λα είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, θαη ζχκθσλα κε ηελ νπηηθή 

ησλ Bidard θαη Klimovsky, fake. 
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νπνία γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο (νλνκαζηηθφ σξνκίζζην) επηθέξεη ην 

κεγαιχηεξν δπλαηφ νλνκαζηηθφ σξνκίζζην (πνζνζηφ θέξδνπο).  

Σν πξφβιεκα ηεο επηινγήο ηεο πιένλ θεξδνθφξαο ηερληθήο, ππήξμε θαη ην 

αληίθεηκελν δηακάρεο, κεηαμχ ησλ δχν ζεκαληηθφηεξσλ «ζρνιψλ» νηθνλνκηθήο 

ζθέςεο ηηο δεθαεηίεο ηνπ ’50, ’60, ’70, ηεο λενθιαζηθήο θαη ηεο λενξηθαξδηαλήο. 

Πεδίν ηεο δηακάρεο ήηαλ ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο, πνπ πξφηεηλε ε 

λενθιαζηθή ζεσξία. Βάζε ηεο ζπλάξηεζεο απηήο παξάγεηαη κηα νκνηνγελήο εθξνή κε 

ηελ ρξεζή ηνπ νκνηνγελνχο ζπληειεζηή θεθάιαην, θαη ηεο δσληαλήο εξγαζίαο. ηελ 

πεξίπησζε απηή ππήξρε κηα κνλνζήκαληε, γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ πνζνζηνχ 

θέξδνπο θαη νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ, θαη θαηα ζπλέπεηα κηα κνλνζήκαληε θαηάηαμε 

κεηαμχ ησλ ηερληθψλ. Γπλαηφηεηα  κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ, είλαη 

δεδνκέλε ζχκθσλα κε ηελ λενθιαζηθή ζεσξία.. Απφ ηελ άιιε πιεπξά θαη ε 

λενξηθαξδηαλή ζεσξία δέρεηαη ηελ δπλαηφηεηα θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ, σζηφζν 

ζεσξνχλ φηη είλαη δπλαηφλ λα εκθαληζηνχλ θάπνηα παξάδνμα θαηλφκελα, ζηα πιαίζηα 

ησλ δηαζπψκελσλ ζπζηεκάησλ παξαγσγήο, φπσο απηά ηνπ reswitching ε ηνπ reverse 

capital deeping.  Χζηφζν φπσο ζα δνχκε θαη νη δχν ζεσξίεο δείρλνπλ λα ζέηνπλ εθηφο 

ζπδήηεζεο ην δήηεκα ηνπ ξφινπ ηεο εμίζσζεο ηππνπνίεζεο ζην πξφβιεκα ηεο 

επηινγήο ησλ ηερληθψλ. 

Ζ επηινγή ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο, γίλεηαη κε ηελ ρξήζε δηάθνξσλ θξηηεξίσλ. 

Μεηαμχ απηψλ παξνπζηάζηεθαλ ην w-r θξηηήξην, ην cost minimization criterion, ν 

αιγφξηζκνο ηνπ Bidard, θαη ην θξηηήξην ηνπ von Neumann. 

πσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ, ζχκθσλα κε ην w-r θξηηήξην, επηιέγεηαη εθείλε ε 

ηερληθή, ε νπνία, γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο (νλνκαζηηθφ σξνκίζζην) 

ζπλεπάγεηαη ην κεγαιχηεξν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην (πνζνζηφ θέξδνπο).   

Σν w-r θξηηήξην σο γλσζηφλ αλαθέξεηαη θαη ζαλ θξηηήξην κεγηζηνπνίεζεο ησλ 

θεξδψλ (profit maximization criterion). πσο είδακε ε εμέηαζε ηνπ θξηηήξηνπ απηνχ 

κπνξεί λα γίλεη ηφζν ζε καζεκαηηθνχο φζν θαη ζε δηαγξακκαηηθνχο φξνπο. πσο 

είδακε ζηελ καζεκαηηθή δηεξεχλεζε είλαη δπλαηφλ λα ηζρχνχλ δηαδεπθηηθά: 

),(),( )()( yrwyrw ba  , ζηελ πεξίπησζε απηή επηιέγεηαη ε ηερληθή (β) έληαληη ηεο (α), 

αθνχ γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο θαη δεδνκέλε ηππνπνίεζε απνθέξεη ην 

κεγαιχηεξν νλνκαζηηθφ σξνκίζζην 
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),(),( )()( yrwyrw ba  , ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη αδηάθνξν πνηα απφ ηηο δχν 

ηερληθέο ζα επηιεγεί 

),(),( )()( yrwyrw ba  , ζηελ πεξίπησζε απηή επηιέγεηαη ε ηερληθή (α) έληαληη ηεο (β) 

κσο φπσο γίλεηαη θαλεξφ απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, αιιά θαη ζε πεξηζζφηεξε 

αλάιπζε ζε πξνεγνχκελα  θεθάιαηα., ε επηινγή ησλ ηερληθψλ εμαξηάηαη απφ ηελ 

ηππνπνίεζε ησλ εκπνξεπκάησλ ζηελ γεληθή πεξίπησζε. Αθνχ ηφζν νη ηηκέο 

παξαγσγήο, σο απφιπηα κεγέζε, φζν θαη ην πνζνζηφ θέξδνπο εμαξηψληαη απφ ηελ 

ηππνπνίεζε. Έγηλε θαλεξφ παξαπάλσ, φηη ηα κεγέζε ηα νπνία εκπεξηέρεη ην 

νλνκαζηηθφ σξνκίζζην (ην r θαη ην ν ιφγνο 
u

pAu


 εμαξηψληαη απφ ην νλνκαζηηθφ 

σξνκίζζην). Καηά ζπλέπεηα ε θνξά ησλ παξαπάλσ αληζψζεσλ κπνξεί λα κεηαβιεζεί 

κε κεηαβαιιφκελν ηππηθφ εκπφξεπκα. Χζηφζν φπσο έρεη δείμεη ν Γ.ηακάηεο, ζηελ 

πεξίπησζε ησλ κε δηαζπψκελσλ γεηηνληθψλ ηερληθψλ παξαγσγήο (δειαδή ηερληθψλ 

πνπ δηαθέξνπλ θαηα ηε δηαδηθαζία παξαγσγήο, ελφο κφλν εκπνξεχκαηνο) ε ηζρχο ησλ 

παξαπάλσ ζρέζεσλ είλαη δεδνκέλε, θαη θαηα ζπλέπεηα ε κνλνζήκαληε θαηάηαμε ησλ 

ηερληθψλ παξαγσγήο. Χζηφζν ην ηειεπηαίν δελ  αλαηξεί ηελ πηζαλφηεηα εκθάληζεο 

ηνπ θαηλνκέλνπ ηεο ελαιιαγήο ησλ ηερληθψλ (reswitching). Ζ εθηεηακέλε αλαθνξά 

ζηνλ ξφιν ηεο ηππνπνίεζεο ησλ ηηκψλ, έγηλε γηα λα θαηαζηεί ζαθέο, φηη κε ην w-r 

θξηηήξην δελ θαηαηάζνληαη ηερληθέο παξαγσγήο αιιά ηππηθά ππνζπζηήκαηα. Αθνχ ε 

w-r ζρέζε κπνξεί λα κεηαβιεζεί κε ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ θαη θαη’ επέθηαζε ε 

ηηκή ηνπ νλνκαζηηθνχ σξνκηζζίνπ γηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο. ηαλ νη 

ηερληθέο παξαγσγήο είλαη κε δηαζπψκελεο δελ ππάξρεη θαλέλαο ιφγνο ε θαηάηαμε λα 

είλαη κνλνζήκαληε
406

 ζηελ γεληθή πεξίπησζε. Αιιά είλαη κφλνλ ηφηε κνλνζήκαληα 

θαηαηάμεκεο αλ νη ηερληθέο απηέο είλαη γεηηνληθέο. Καζψο ζηελ πεξίπησζε απηή ηα 

δηαλπζκάηα ηηκψλ ησλ ελ ιφγσ ηερληθψλ (ηππηθψλ ζπζηεκάησλ νξζφηεξα) είλαη θαηά 

ηαμελ ζπγθξίζηκα.  

Απφ ηελ άιιε πιεπξά νη δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο δελ κπνξνχλ λα 

θαηαηαρζνχλ κνλνζήκαηα ζηελ γεληθή πεξίπησζε, αδηάθνξν δελ αλ απηέο είλαη 

                                                           
406

 πσο έδεημε ν Θ. Μαξηφιεο ε θαηάηαμε αθφκε θαη κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε, ελψ  ν Γ. ηακάηεο (1990β) απφ ηελ άιιε πιεπξά, έδεημε φηη ε θαηάηαμε κε γεηηνληθψλ 

ηερληθψλ κεηαβάιιεηαη κε ηελ ηππνπνίεζε ρσξίο φκσο λα αιιάδεη ε πιένλ θεξδνθφξα ηερληθή απφ 

απηέο. 
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γεηηνληθέο ή νρη. ηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ έρεη απνδεηρζεί, φηη κε 

ηελ ηππνπνίεζε κεηαβάιεηαη ην κέγηζην πνζνζηφ θέξδνπο ηνπ ηππηθνχ 

ππνζπζηήκαηνο αιιά θαη ην κέγηζην νλνκαζηηθφ σξνκίζζην. πσο είλαη θπζηθφ ε 

έληαζε θεθαιαίνπ, σο ηηκηαθφ κέγεζνο, κεηαβάιιεηαη θαη απηή κε ηελ ηππνπνίεζε. 

ηελ πεξίπησζε απηή, κε ηελ ηππνπνίεζε δχλαηαη λα κεηαβιεζεί ε  w-r ζην ζχλνιφ 

ηεο. Καηα ζπλέπεηα δχν κε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο παξαγσγήο, κπνξεί κφλν απφ 

ζχκπησζε λα είλαη κνλνζήκαληα θαηαηάμηκεο. 

Απν ηελ άιιε πιεπξά, εμεηάδνληαο δηαγξακκαηηθά ην w-r θξηηήξην, κπνξνχκε λα 

πνχκε φηη επηιέγνληαη ζεκεία ζηελ εμσηεξηθή πεξηβάιινπζα ησλ w-r θακππιψλ 

(γλσζηή θαη ζαλ outer envelope), θαη πνηέ κέζα ζε απηήλ , θαζψο θάηη ηέηνην ζα  κε 

νξζνινγηθφ. Γηαγξακκαηηθά ηα ζεκεία (ελ)αιιαγήο εληνπίδνληαη ζηα ζεκεία πνπ 

ηέκλνληαη νη w-r επζείεο ησλ ηπκπηθψλ ππνζπζηεκάησλ. Σα ζεκεία απηά δχλαηαη λα 

κεηαηνπηζηνχλ λα εμαθαληζηνχλ ή λα εκθαληζηνχλ εθ λένπ κε ηελ κεηαβνιή ηεο 

ηππνπνίεζεο, ιφγσ ηνπ φηη ε θιίζε κηαο w-r επζείαο, κεηαβάιιεηαη κε ηελ 

ηππνπνίεζε. Παξνπζηάδνληαο δηαγξακκαηηθά, ηα φζα αλαπηχμακε παξαπάλσ, 

κπνξνχκε λα πνχκε, φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο κε δηαζπψκελεο απιήο παξαγσγήο, 

απηφ πνπ κπνξεί λα κεηαβιεζεί είλαη ε έληαζε θεθαιαίνπ ηνπ ζπζηήκαηνο, θαη θαηά 

ζπλέπεηα ε θιίζε ηεο w-r επζείαο, κε απφηειεζκα λα κεηαβάιιεηαη ε ζέζε ησλ switch 

points, ρσξίο σζηφζν λα κεηαβάιιεηαη ε πιένλ θεξδνθφξα ηερληθή. Ζ κνλνζήκαληε 

θαηάηαμε (κε δηαγξακκαηηθνχο φξνπο ε κε κεηαβνιή ησλ switch points)  είλαη 

δπλαηήλ κφλν ηφηε, φηαλ νη κε δηαζπψκελεο, ππν ζχγθξηζε ηερληθέο, είλαη γεηηνληθέο. 

ηελ πεξίπησζε απηή, ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ εμαξηάηαη απφ ηερλνινγηθνχο 

παξάγνληεο, θαη φρη απφ ην ηππηθφ εκπφξεπκα
407

.  

Αληίζεηα ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ, ε θιηζε, ε ζέζε θαη ην 

ζρήκαησλ ησλ w-r θακππιψλ κπνξεί λα κεηαβιεζεί κε ηελ ηππνπνίεζε. αλ 

απφηειεζκα ηφζν ηα (re)switch points, φζν θαη ε πιένλ θεξδνθφξα ηερληθή, κπνξνχλ 

λα κεηαβιεζνχλ κε ηελ αιιαγή ηνπ ηππηθνχ εκπνξεχκαηνο. Σν ηειεπηαίν δχλαηαη λα 

ηζρχεη αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε γεηηνληθψλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο 

παξαγσγήο. Καηά ζπλέπεηα ζηελ πεξίπησζε απηή, ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ 

εμαξηάηαη ηφζν απφ ηερλνινγηθνχο παξάγνληεο φζν θαη απφ ην ηππηθφ εκπφξεπκα. 

Χζηφζν ην w-r θξηηήξην ελέρεη έλα πνιχ ζεκαληηθφ δήηεηκα, ην πνηφο ελ ηέιεη είλαη 

                                                           
407

 Δίλαη θαλεξφ φηη ζηελ πεξίπησζε απηή επαιεζεχεηαη θαη ην ζεψξεκα ηεο κε ππνθαηάζηαζεο. 
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απηφο πνπ πέξλεη ηηο παξαγσγηθέο απνθάζεηο. Καηα ζπλέπεηα ην w-r θξηηήξην ελέρεη 

ηελ έλλνηα ηνπ ζπιινγηθνχ θαπηηαιηζηή, ν νπνίνο «απνθαζίδεη» γηα ηελ δηαλνκή ηνπ 

εηζνδήκαηνο, ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ θαη ελ ηέιεη γηα ηελ επηινγή ηεο ίδηαο ηεο 

ηερληθήο (ηππηθνχ ππνζπζηήκαηνο). Βέβαηα ε χπαξμε ηνπ ελ ιφγσ ζπιινγηθνχ 

θαπηηαιηζηή δελ θαίλεηαη λα είλαη αξθεηά ξεαιηζηηθή ζε κηα θαπηηαιηζηηθά δνκηκέλε 

θνηλσλία. Απφ ηελ άιιε πιεπξά ην w-r θξηηήξην δείρλεη λα έρεη εθαξκνγή ζε 

θεληξηθά ζρεδηαδφκελεο νηθνλνκίεο θαζψο θαη ζε ζνζηαιηζηηθέο νηθνλνκίεο. Δπηπιένλ 

ην w-r θξηηήξην, ζεσξεηηθά απφ φηη έρνπκε δεη σο ηψξα, κπνξεί λα εθαξκνζηεί θαη ζε 

γεηηνληθέο ηερληθέο παξαγσγήο, ζε αληίζεζε κε ην cost minimization criterion, ην 

νπνίν θαη παξνπζίαδνπκε παξαθάησ. 

Σν cost-minimization criterion  απνηειεί έλα ελαιιαθηηθφ θξηηήξην επηινγήο 

ηερληθψλ. Σν θξηηήξην απηφ κπνξνχκε λα πνχκε φηη είλαη πην θνληά ζηελ 

θαπηηαιηζηηθή πξαγκαηηθφηεηα, θαζψο νη παξαγσγηθέο απνθάζεηο ιακβάλνληαη απφ 

ηνλ ελίνηε αηνκηθφ θαπηηαιηζηή, θαη αθνξνχλ κηα δεδνκέλε δηαδηθαζία παξαγσγήο, 

φπνπ νη ηηκέο ησλ κέζσλ παξαγσγήο πνπ ρξεζηκνπνηεί ε θάζε δηαδηθαζία, έρνπλ 

νξηζηεί εμσγελψο. Αλαιπηηθφηεξα, ζχκθσλα κε ην cost minimization criterion, 

επηιέγεηαη ε δηαδηθαζία εθείλε ε νπνία, γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο,  δελ 

απνθέξεη ππεξθέξδε ζηηο ηηκέο
408

 θακίαο άιιεο ηερληθήο. χκθσλα κε ην cost 

minimization criterion, ε ρξήζε ηνπ έρεη λφεκα, κφλν ηφηε φηαλ νη ηερληθέο πνπ 

ζπγθξίλνληαη είλαη γεηηνληθέο. Ζ ιεηηνπξγία ηνπ φπσο είδακε θαη ζε πξνεγνχκελα 

θεθάιαηα είλαη ε εμήο: γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνο νξίδνληαη νη ηηκέο παξαγσγήο, 

γηα κία εθ ησλ ππν ζχγθξηζε ηερληθψλ. Γηα ηηο ηηκέο ηεο ηερληθήο απηήο, εμεηάδεηαη 

πνηά απφ ηηο ελαιιαθηηθέο, δηαζέζηκεο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο απνθέξεη ππεξθέξδε 

θαη πνηα επηπιένλ θφζηε
409

. Καηά ζπλέπεηα ζχκθσλα κε ην cost minimization 

criterion, είλαη δπλαηφλ λα ηζρχνπλ δηαδεπθηηθά: 

                                                           
408

 Χζηφζν νη ελ ιφγσ ηηκέο, έρνπλ πξνεγνχκελσο ηππνπνηεζεί, ψζηε απηέο λα είλαη πιήξσο 

πξνζδηνξηζκέλεο. Έλαο   

409
 Με άιια ιφγηα θαη ζε καζεκαηηθνχο φξνπο ε χπαξμε ππεξθεξδψλ απφ ηελ ρξήζε κηαο ηερληθήο (β) 

ζηηο ηηκέο ηεο (α), είλαη φηη  ην δπάληζκα ησλ ηηκψλ παξαγσγήο ηεο ηερληθήο (α) πξέπεη λα είλαη 

κεγαιχηεξν, γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο, απφ ηηο ηηκέο παξαγσγήο πνπ ζπλεπάγεηαη ε ρξήζε ηεο 

ηερληθήο (β) γηα ην δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο, ή κε καζεκαηηθνχο φξνπο: 

)()()()()( )1( b

j

ab

j

aa wrApqp   
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qpqp ba )()(   

qpqp ba )()(   

qpqp ba )()(   

Βιέπνπκε ινηπφλ φηη θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ cost minimization criterion, ε ηζρχε 

ηνπ εμαξηάηαη θαη απν ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. Δίλαη δειαδή απφιχησο δπλαηή ε 

κεηαβνιήο ηεο θνξάο ησλ ζρέζεσλ (Υ)-(ΥΥ) κε ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο. 

Έλα ζεκαληηθφ κεηνλέθηεκα ηνπ cost minimization criterion είλαη ε αδπλακία ηνπ λα 

εθαξκνζηεί ζε κε γεηηνληθέο ηερληθέο. Δθ θαηαζθεπήο ηνπ ην cost minimization 

criterion κπνξεί λα εθαξκνζηεί κφλν ζε γεηηνληθέο ηερληθέο παξαγσγήο.  

κσο έλα εξψηεκα πνπ ηίζεηαη αλ ε cost minimizing ηερληθή είλαη θαη ε πιένλ 

θεξδνθφξα. Με άιια ιφγηα ηίζεηαη ηεο ηζνδπλακίαο ηνπ cost minimization criterion 

κε ην w-r θξηηήξην. Δίδακε ζηελ έσο ηψξα αλάιπζε φηη ην θξηηήξην ηεο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο, είλαη κφλν ηφηε ίζνδχλακν κε απηφ ηνπ w-r φηαλ, ηα 

δχν θξηηήξηα ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο θαη ην w-r λα είλαη ίζα
410

,, είλαη 

δπλαηή κφλν ζηελ εηδηθή πεξίπησζε, φπνπ δχν γεηηνληθέο ηερληθέο, έρνπλ 

ηππνπνηεζεφ κε ην ίδην ηππηθφ εκπφξεπκα, ή έζησ κε έλα εκπφηξεπκα v, θαηά ηελ 

δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπ νπνίνπ δηαθέξνπλ νη δχν ηερληθέο, είηε κε έλα ζχλζεην 

εκπφξεπκα πνπ πεξηέρεη ην εκπφξεπκα v, ή κε έλα εκπφξεπκα ην νπνίν εηζέξρεηαη 

άκεζα ε έκκεζα ζηελ παξαγσγή ηνπ εκπνξεχκαηνο v
411

. Δπίζεο ε ηζνδπλακία ησλ 

δχν θξηηεξίσλ είλαη δεδνκέλε θαη ζηηο γεηηνληθέο κε δηαζπψκελεο ηερληθέο απιήο 

παξαγσγσγήο. 

Δπηπιένλ είλαη θαλεξή ε ζπγγέληα ηνπ cost minimization criterion κε ην Non 

Substitution Theorem. ηελ πεξίπησζε ηνπ Non Substitution Theorem, επηιέγεηαη 

εθείλε ε ηερληθή, ε νπνία ειαρηζηνπνηεί ην θφζηνο, θαη δχλαηαη λα αληαπεμέιζεη ζε 

θαζε είδνπο δήηεζε κε κηα απιή κεηαβνιή ησλ δξαζηεξηφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Καηα ζπλέπεηα ην Non Substitution Theorem, κπνξνχκε λα πνχκε φηη απνηειεί κηα 

                                                           
410

see ηακάηεο Γ, 1997 

411
 See ηακάηεο Γ, 1997 
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γελίθεπζε ηνπ cost minimization criterion, ζε κηα νηθνλνκία ζην ζχλνιφ ηεο θαη φρη 

ζε κηα επηκέξνπο δηαδηθαζία. 

Χζηφζν ηφζν ην w-r θξηηήξην φζν θαη ην cost minimization criterion, έρνπλ κηα 

αθφκα θνηλή αδπλακία, φηη ην κελ w-r θξηηήξην, έρεη ακθηιεγφκελα απνηειέζκαηα ζε 

ζπζηήκαηα ζχλζεηεο παξαγσγήο
412

 ελψ ην cost minimization criterion δελ κπνξεί λα 

εθαξκνζηεί (ηνπιάρηζηνλ ζηελ αξρηθή ηνπ εθδνρή) ζε ζπζηήκαηα ζχλζεηεο 

παξαγσγήο. 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά ν C.Bidard, εηζάγεη έλα λέν «θξηηήξην» επηινγήο ηερληθψλ 

ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο. Ο  αιγφξηζκνο ηνπ Bidard βαζίδεηαη ζην 

cost minimization criterion. O αιγφξηζκνο απηφο, θηλείηαη ζε έλα ζξαθαηαλφ πιαίζην- 

αθνχ νη ηηκέο παξαγσγήο ηππνπνηνχληαη κε απηφ θαη ηα κέζα παξαγσγήο έρνπλ ηελ 

ίδηα ζχλζεζε κε ην ππεξπξντφλ- ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο. Καη ζηνλ 

αιγφξηζκν ηνπ Bidard ζπγθξίλνληαη γεηηνληθέο ηερληθέο γηα δεδνκέλν πνζνζηφ 

θέξδνπο θαη ζηηο ηηκέο θάπνηαο ζπγθεθξηκέλεο ηερληθήο. Ζ ιεηηνπξγία έρεη ηνπ σο 

εμήο, ζπγθξίλνληαη ελαιιαθηηθέο δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, θαη επηιέγεηαη εθείλε ε 

δηαδηθαζία παξαγσγήο (θαη θαηα ζπλέπεηα ηερληθή) ζηηο ηηκέο ηεο νπνίαο,  θακία 

ηερληθή, γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο, δελ απνθέξεη ππεξθέξδε
413

. ηελ ζπλέρεηα ν 

Bidard ςάρλεη πνηνη πφηε ε επηινγέο είλαη ζπλεθηηθέο (comprehensive), ζχκθσλα κε 

απηφ ε δχν ηερληθέο κπνξνχλ λα θαηαηαγνχλ κνλνζήκαληα αλ ηζρχεη κηα απφ ηηο δχν 

ηζνδχλακεο ζπλζήθεο: 

1. έρνπλ έλα r- θαζαξφ πξντφλ θνηλφ 

2. νη κήηξεο ησλ r-θαζαξψλ εθξνψλ είλαη νκφζεκεο 

Απφ ηα παξαπάλσ γίλεηαη αληηιεπηφ φηη ν αιγφξηζκνο ηνπ Bidard, είλαη ηξφπνλ ηεηλά 

κηα επέθηαζε ηνπ Cost minimization criterion ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο 

παξαγσγήο. Ζ δχλαηφηεηα κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο ζηελ πεξίπησζε ηνπ Bidard, 

είλαη δπλαηή ιφγσ ηεο θνηλήο ζχλζεζεο ησλ κέζσλ παξαγσγήο θαη ησλ πξαγκαηηθψλ 

κηζζψλ (θαζαξνχ πξντφληνο). κσο ζηελ γεληθή πεξίπησζε ν αιγφξηζκνο ηνπ Bidard 

έρεη ζηα παξαδείγκαηα πνπ παξαζέηεη ν Bidard, ιφγσ ηεο ηππνπνίεζεο ησλ ηηκψλ  κε 

                                                           
412

 πσο νξζά εληνπίδνπλ  νη Ch.Bidard θαη E.Klimovsky (2000). Ζ άπνςε ηνπο απηή έξρεηαη ζε 

αληίζεζε κε φζα ππνζηήξηδε ν Sraffa ζην ηειέπηαίν θεθάιαην ηνπ Βηβιίνπ ηνπ. 

413
 Γηαθνξεηηθά εηπσκέλν κηα ηερληθή δελ επηιέγεηαη αλ ε ηερληθή απηή δελ είλαη θεξδνθφξα ζηηο ηηκέο 

ηεο ηερληθήο ηελ νπνία θαιεηηαη λα αληηθαηαζηήζεη 
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ην ηππηθφ εκπφξεπκα ηνπ Sraffa
414

, φπνπ είλαη βέβαην φηη εθφζνλ έρνπλ ηππνπνηεζεί 

κε ην ίδην ηππηθφ εκπφξεπκα, ζα έρνπλ θαη ηελ ίδηα ζχλζεζε. Χζηφζν ηα πξάγκαηα 

κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθά, ζηελ πεξηπησζε πνπ ηππνπνηεζνχλ κε θάπνην άιιν 

ηππηθφ εκπφξεπκα, ην νπνίν δελ ζα ζέηεη a priori, κηα θνηλή ζχλζεζε ππεξπξντφλησλ 

θαη κέζσλ παξαγσγήο. Ο Γ.ηακάηεο
415

 έδεημε φηη αθφκα θαη ζε φξνπο ηνπ 

αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο ηνπ Bidard, είλαη δπλαηή γηα κεηαβαιιφκελν πξαγκαηηθφ 

σξνκίζζην ε κεηαβνιή ηεο θαηάηαμεο ησλ ηερληθψλ λα κελ κπνξεί λα ππάξμεη κηα 

ζπλεθηηθή (comprehensive) επηινγή ηερληθψλ, -αθνχ ζε φξνπο ηνπ παξαδείγκαηνο 

ηνπ Bidard είλαη απνιχησο δπλαηή ε χπαξμε κε ηεηξάγσλσλ ηερληθψλ
416

. Χζηφζν 

αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Bidard,  ζπγθξίλνληαη ηππηθά 

ππνζπζηήκαηα, θαη φρη ηερληθέο παξαγσγήο. Δκθαλέο είλαη φηη ζην παξάδεηγκα πνπ 

ρξεζηκνπνηεί θαη ζπγθξίλεη θαη’ νπζίαλ ντσλεί πξφηππα (ζξαθαταλά) ππνζπζηήκαηα, 

ζχκθσλα πνην, γηα δεδνκέλν πνζνζηφ θέξδνπο, θαη ζηηο ηηκέο νπνηαζδήπνηε ηερληθήο, 

είλαη θεξδνθφξν. 

ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάζηεθαλ δηάθνξεο πεξηπηψζεηο κνλνζήκαληεο θαηάηαμεο 

ηερληθψλ, φπσο απηή ζηελ πεξίπησζε ησλ ραξαδνθηαλψλ ζπζηεκάησλ απιήο 

παξαγσγήο, ησλ con economies , θαη ηνπ θξηηεξίνπ ηνπ von Neumann. 

ηηο Corn economies, ππάξρεη έλα εκπνξεχκα ην νπνίν απνηειεί ηφζν κέζν 

παξαγσγήο φζν θαη ην θαζαξφ πξντφλ κηαο νηθνλνκίαο. Με άιια ιφγηα ηφζν νη 

εηζξνέο φζν θαη νη εθξνέο εθ θαηαζθεπήο έρνπλ ηελ ίδηα κνλάδα κέηξεζεο. Καηά 

ζπλέπεηα ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ην πνζνζηφ θέξδνπο νξίδεηαη ζαλ ηνλ ιφγν δχν 

νκνηγελψλ κεγεζψλ, ηνπ ππεξπξντφληνο θαη ησλ θζαξέλησλ κέζσλ παξαγσγήο. Γηα 

ηνλ ιφγν απηφ, ην πνζνζηφ θέξδνπο, θαη νη ηηκέο παξαγσγήο, είλαη αλεμάξηεηεο απφ 

ηελ ηππνπνίεζε. Καηά ζπλέπεηα θαη ε επηινγή ηεο πιένλ θεξδνθφξαο ηερληθήο, 

ζπλίζηαηαη ζηελ πεξίπησζε ησλ corn economies, ζηελ επηινγή εθείλεο ηεο ηερληθήο 

παξαγσγήο ην νπνίν έρεη ην κεγαιχηεξν πξφηππν ιφγν ππεξπξντφληνο-θζαξέλησλ 

κέζσλ παξαγσγήο. 

                                                           
414

 Αλ θαη ε εθαξκνγή ηνπ ζπλήζσο αθνξά ζε ζπζηήκαηα απιήο παξαγσγήο 

415
 Βι. Γ.ηακάηεο 

416
 Αθφκα θαη κε ηελ έλλνηα πνπ ηνπο δίλεη ν ίδηνο ν Bidard, δειαδή φηη δχλαληαη λα αληαπεμέιζνπλ ζε 

θάζε είδνπο δήηεζε 
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ηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα, ε εξγαζία είλαη έλαο αλαπαξαγφκελνο ζπληειεζηήο 

παξαγσγήο, φπνπ ηα κέζα παξαγσγήο έρνπλ ηαπηφρξνλα θαη ην ξφιν ησλ κηζζηαθψλ 

εκπνξεπκάησλ
417

. Έηζη ζηα πιαίζηα ελφο ζπζηήκαηνο a la Charasoff, ην πνζνζηφ 

θέξδνπο νξίδεηαη ζαλ ηνλ πξφηππν ιφγν κεηαμχ δχν νκνηνγελψλ κεγεζψλ, ηνπ 

ππεξπξντφληνο θαη ησλ θζαξέλησλ κέζεσλ παξαγσγήο/κηζζηαθψλ εκπνξεπκάησλ. 

κσο γηα λα έρεη λφεκα ν νξηζκφο απηφο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο πξέπεη ππεξπξντφλ, 

κέζα παξαγσγήο (θαη θαη’ επέθηαζε πξαγκαηηθφ σξνκίζζην) λα έρνπλ θνηλή 

ζχλζεζε. Γειαδή λα ηζρχεη: 





n

i

i

n

i

i aa
11

)1(   

ηελ πεξίπησζε απηή θαη ιφγσ ηεο θνηλήο ζχλζεζεο αλεμαξηήησο ηεο ηππνπνίεζεο 

(φπνπ ζηελ αξρηθή ηνπ εθδνρή νη ηηκέο παξαγσγήο ηππνπνηνχληαη κε ην δηάλπζκα ησλ 

επηπέδσλ δξαζηεξηφηεηαο), ην πνζνζηφ θέξδνπο ζα είλαη αλεμάξηεην απφ ηελ 

ηππνπνίεζε,  θαη ελδνγελψο πξνζδηνξηδφκελν. 

Γηα ηνλ ιφγν απηφλ φηαλ θαινχκαζηε λα ζπγθξίλνπκε ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα 

παξαγσγήο, επηιέγνπκε εθείλν ην ζχζηεκα ην νπνίν έρεη ην κέγαιχηεξν ινγν 

ππεξπξντφληνο, θζαξέλησλ κεζσλ παξαγσγήο/ή θαη κηζζηαθψλ εκπνξεπκάησλ, ήηνη 

πνζνζηφ θέξδνπο.  

Μηα νηθνλνκία a la von Neumann, δελ είλαη ηίπνηε άιιν απφ έλα ραξαδνθηαλφ 

πξφηππν ζχζηεκα, εθθξαζκέλν ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο. ηα 

πιαίζηα ηνπ ζπζηήκαηνο ηνπ von Neumann, είλαη δπλαηφλ λα ππάξρνπλ θαη κε 

ηεηξάγσλεο ηερληθέο ζχλζεηεο παξαγσγήο. Λφγσ ηεο θνηλήο ηνπ ζχλζεζεο εηζξνψλ 

εθξνψλ, επηιέγεηαη εθείλε ε ηερληθή, ε νπνία ζπλεπάγεηαη εθείλν ην πνζνζηφ θέξδνο 

ηφ είλαη ίζν κε ηνλ κέγηζην ξπζκφ αλάπηπμεο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ηαπηφρξνλα 

κεγαιχηεξν απφ νπνηνδήπνηε άιιν πνζνζηφ θέξδνπο. Ζ επηινγή ηεο εθάζηνηε 

ηερληθήο είλαη ηέηνηα ψζηε ε ρξήζε θακίαο άιιεο ηερληθήο λα κελ απνθέξεη 

ππεξθέξδε
418

. Ζ θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ, φπσο θαη ζηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα 

απιήο παξαγσγήο, είλαη κνλνζήκαληε θαη θαηα ζπλέπεηα αλεμάξηεηε απφ ηελ 

                                                           
417

 Απηφο είλαη θαη ν ιφγνο, γηα ηνλ νπνίνλ ηνλ νπνίν ρξεζηκνπνείηαη ε πξνζαπμεκέλε θαηά ηα 

κηζζηαθά εκπνξεχκαηα κήηξα ησλ ηερληθψλ ζπληειέζηψλ 

418
 Σν ηειεπηαίν κπνξνχκε λα πνχκε φηη είλαη ηζνδχλακν, κε ην θακία άιιε ηερληθή λα κελ είλαη r-

παξαγσγηθή γηα ην πνζνζηφ θέξδνπο ηεο δεδνκέλεο ηερληθήο. 
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ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. Με άιια ιφγηα θαη ζηελ πεξίπησζε απηή ην 

πνζνζηφ θέξδνπο θαζνξίδεηαη ελδνγελψο θαη αλεμάξηεηα απφ ηελ ηππνπνίεζε ή ηελ 

θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο
419

.  Ζ ιχζε πνπ δίλεη ν von Neumann, φπσο δείρλεη ν 

Γ.ηακάηεο, είλαη ηφζν γεληθή πνπ κπνξεί λα αληαπνθξηζεί ζε θάζε είδνπο γξακκηθή 

ηερληθή, φπσο ησλ: 

 δηαζπψκελσλ θαη κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ απιήο παξαγσγήο 

 κε δηαρσξίζηκσλ θαη κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο 

 δηαρσξίζηκσλ θαη κε δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο 

 δηαρσξίζηκσλ θαη δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο 

 κε δηαρσξίζηκσλ θαη δηαζπψκελσλ ηερληθψλ ζχλζεηεο παξαγσγήο 

Χζηφζν θαη ζηα πιαίζηα ηνπ θξηηεξίνπ ηνπ von Neumann, κπνξνχλ λα ππάξρνπλ 

παξαπάλσ απφ κηα εθηθηέο ιχζεηο, δειαδή παξαπάλσ απφ κηα ηερληθέο, νη νπνίεο 

κεγηζηνπνηνχλ ην πνζνζηφ θέξδνπο θαη θαηά ζπλέπεηα ηνλ ίζν ηνπ νλνκαζηηθφ ξπζκφ 

κεγέζπλζεο. 

πγθεθαιαηψλνληαο κφλν νη corn economies θαη ηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα 

παξαγσγήο, κπνξνχλ λα δψζνπλ κηα κνλνζήκαληε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ 

παξαγσγήο, ε νπνία είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ. Δίδακε φηη 

ηφζν ζην w-r θξηηήξην, φζν θαη ζε απηφ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο 

απαξαίηεηε πξνππφζεζε, ψζηε ε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ (νξζφηεξα ηππηθψλ 

ππνζπζηεκάησλ), είλαη νη ηερληθέο λα είλαη γεηηνληθέο θαη κε δηαζπψκελεο. πσο 

είδακε ηφζν ην w-r θξηηήξην φζν θαη απηφ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θφζηνπο, ζηελ 

πεξίπησζε ησλ δηαζπψκελσλ ηερληθψλ παξαγσγήο, αθφκα θαη αλ απηέο είλαη 

γεηηνληθέο, εμαξηψληαη απφ ηελ ηππνπνίεζε θαη ε θαηάηαμε κπνξεί λα κεηαβιεζεί κε 

ηελ κεηαβνιή ηεο ηππνπνίεζεο. Οκνίσο ν αιγφξηζκνο ηνπ Bidard, φληαο κηα 

γελίθεπζε ηνπ cost minimization criterion ζηελ πεξίπησζε ηεο ζχλζεηεο παξαγσγήο, 

εμαξηάηαη θαη απηφο απφ ηελ ηππνπνίεζε ησλ ηηκψλ παξαγσγήο. Οη corn economies 

θαη ηα ραξαδνθηαλά ζπζηήκαηα παξαγσγήο (θαη θαηά ζπλέπεηα ην ζχζηεκα ηνπ von 

                                                           
419

 Σν ηειεπηαίν βέβαηα δελ είλαη απνιχησο νξζφ θαζψο ε δσληαλή εξγαζία, είλαη έλαο 

αλαπαξαγφκελνο ζπληειεζηήο παξαγσγήο, θαη θαηά ζπλέπεηα ε θαηαλνκή ηνπ εηζνδήκαηνο ζε έλα 

κνληέιν a la von Neumann, ή a la Charasoff 
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Neuamann) κπνξνχκε λα πνχκε, φηη είλαη νη κνλαδηθέο πεξηπηψζεηο
420

 ζπζηεκάησλ 

ηα νπνία θαηαιήγνπλ ζε κηα κνλνζήκαληε θαηάηαμε ησλ ηερληθψλ παξαγσγήο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
420

 Αλεμάξηεηα δε αλ είλαη δηαζπψκελεο ή κε, ηερληθέο απιήο ή ζχλζεηεο παξαγσγήο 
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